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In  dem  Werke,  dessen  ersten  Teil  ich  hiermit  der  Öflfentlichkeit 
übergehe,  heahsichtige  ich  eine  zusammenhängende,  systematische  und  über- 
sichtliche Darstellung  des  Gesamtgebietes  der  analytischen  Mechanik  vor- 
zutragen. Durch  die  Bezeichnung  „analytisch"  sollen  synthetische  Be- 
trachtungen da,  wo  sie  zur  Vereinfachung  und  Veranschaulichung  der 
Untersuchung  beitragen,  keineswegs  ausgeschlossen  werden,  wenn  auch  die 
analytische  Behandlung  vorherrscht;  es  soll  nur  durch  diese  seit  Lagrange 
üblich  gewordene  Benennung  die  mathematisch-physikalische,  theoretische 
Mechanik  von  der  technischen  und  elementaren  unterschieden  werden. 

Die  Mechanik  kann  nach  der  rein  mathematischen  Seite  hin  (Kine- 
matik oder  Phoronomie)  ausgebildet  werden,  wie  dies  in  neueren  Abhand- 
lungen und  Lehrbüchern  mehrfach  geschieht.  Bei  der  noch  unvollständigen 
systematischen  Durchbildung  und  der  immerhin  nur  sekundären  Wichtigkeit 
dieses  Wissenszweiges  glaubte  ich  ihn  mehr  als  Hilfsmittel,  nicht  als 
Selbstzweck  behandeln  zu  sollen.  Als  eigentliche  Aufgabe  der  Mechanik 
erscheint  hiemach  die  mathematische  Behandlung  der  Vorgänge 
in  der  Natur^  soweit  sie  einer  solchen  zugänglich  sind. 

Die  Aufgabe  eines  Lehrbuchs  ist  es  meiner  Ansicht  nach  nicht,  das 
gesamte  vorhandene,  sehr  umfangreiche  Material  dem  Leser  zugänglich  zu 
machen.  Ein  Werk,  welches  in  diesem  Sinne  angelegt  ist,  kann  wohl  als 
Nachschlagebuch  für  den  Forscher  von  grofsem  Werte  sein,  allein  es  wird 
nicht  leicht  vollständig  durchgearbeitet  werden.  Andrerseits  soll  ein  Lehr- 
buch auch  kein  Elementarwerk  sein,  welches  dem  Leser  nur  die  ersten 
Anfangsgründe  einer  Wissenschaft  vorführt.  Vielmehr  wird  ein  Lehrbuch 
im  eigentlichen  Sinne  eine  systematisch  angeordnete,  von  den  ersten 
Grundlagen  bis  zu  den  tieferen  Forschungen  fortschreitende,  immer  nur 
das  Wesentliche  ins  Auge  fassende  Darstellung  zu  geben  haben.  Alles 
weniger  Wichtige  kann  dem  Spezialstudium  überlassen  bleiben,  für  welches 
gerade  auf  dem  Gebiete  der  Mechanik  vorzügliche  Werke  existieren. 

Hiermit  soll  nicht  gesagt  sein,  dafs  ein  Lehrbuch  blofs  allgemeine 
Untersuchungen  zu  geben  habe.  Es  ist  eine  bekannte  Erfahrung,  dafs 
nichts  das  Studium  so  wenig  fördert  und  namentlich  den  Anfönger  so 
sehr  abschreckt,  wie  die  zu  frühzeitige  Beschäftigung  mit  allzu  abstrakten 
Problemen.     Was  einmal  an  einem  Beispiele  klar  durchdacht  wurde,  bietet 
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auch  in  der  Verallgemeinerung  keine  Schwierigkeit  dar;  ging  doch  auch 
die  historische  Entwicklung  der  Wissenschaft  immer  vom  Speziellen  aus, 
um  dann  zum  Allgemeinen  fortzuschreiten.  Aus  diesem  Grunde  stelle  ich 
das  d'Alembert'sche  Prinzip  und  die  daran  anknüpfenden  Untersuchungen 
über  Differentialgleichungen  nicht  an  den  Anfang,  sondern  erl&utere  zuerst 
die  sehr  einfachen  Grundbegriffe  an  spezielleren  Beispielen.  Wenn  dabei 
einige  Wiederholungen  nötig  werden,  so  dürfte  dies  für  das  Studium  kein 
Nachteil  sein. 

Bei  der  Auswahl  dieser  Beispiele  aus  dem  Gebiete  der  Physik,  Astro- 
nomie und  Geophysik  wurde  sorgföltig  darauf  geachtet,  dafs  nur  wirklich 
wissenswerte  Dinge  zur  Behandlung  kamen;  blofse  Übungen  im  Integrieren 
wurden  nicht  aufgenommen.  Dabei  erwies  es  sich  als  wünschenswert, 
auch  altere  Untersuchungen,  welche  in  neueren  Werken  auf  unverdiente 
Weise  vernachlässigt  werden,  wieder  an  die  richtige  Stelle  zu  rücken. 
So  wurde  die  planetarische  Störungstheorie,  welche  durch  die  Astro- 
mechanik  von  Isra^l-Holtzwart  bereits  zugänglicher  geworden  ist,  bis 
zu  den  merkwürdigen  Laplace 'sehen  Relationen  durchgeführt;  mufs  es 
doch  als  ein  bedenklicher  Mangel  empfunden  werden,  dafs  gerade  diese 
astromechanischen  Untersuchungen,  welche  vielleicht  die  schönste  und 
lohnendste  Anwendung  der  Mathematik  bilden,  bisher  einem  grofsen  Teile 
der  Mathematiker  unbekannt  geblieben  sind. 

Ein  Umstand,  welcher  das  Studium  vieler  Werke  sehr  erschwert,  be- 
steht darin,  dafs  sie  allzu  viele  Spezialkenntnisse  voraussetzen.  Selbst- 
verständlich kann  niemand  an  ein  eingehenderes  Studium  der  Mechanik 
herantreten,  der  sich  nicht  mit  den  Hilfsmitteln  der  höheren  Mathematik 
ausgerüstet  und  im  mathematischen  Denken  und  Auffassen  bereits  einige 
Übung  erworben  hat.  Aber  es  giebt  doch  eine  Menge  von  Einzelheiten, 
wie  bestimmte  Integrale  ganz  besonderer  Art,  Reihenentwicklungen  u.  s.  w., 
die  selbst  ein  kenntnisreicher  Mathematiker  nicht  immer  gegenwärtig  hat 
und  die  in  anderen  Werken  oft  nur  schwierig  aufzufinden  sind.  Aus 
diesem  Grunde  habe  ich  mich  entschlossen,  alle  Hilfsresultate,  besonders  aber 
solche,  die  speziell  zur  Verwendung  in  der  Mechanik  bestinamt  sind,  voll- 
ständig zu  entwickeln. 

Für  den  Studierenden  dürfte  es  vorteilhaft  sein  zu  wissen,  welche  Vor- 
kenntnisse er  ztim  Studium  der  Mechanik  mitbringen  mufs,  weshalb 
hierüber  einige  Andeutungen  folgen  mögen.  In  erster  Linie  steht  die 
elementare  Differential-  und  Integralrechnung,  einschliefslich  der  Anfangs- 
gründe der  Differentialgleichungen.  Von  besonderer  Wichtigkeit  ist  die 
Sicherheit  im  Operieren  mit  partiellen  Differentialquotienten.  Die  Aus- 
führung von  Integralen  und  Differentialgleichungen  habe  ich  meistens  nur 
kurz  angegeben;  will  man  die  oft  etwas  umständliche  Durchrechnung 
vermeiden,  so  kann  man  sich  durch  Differentiation  von  der  Richtigkeit 
überzeugen.  Die  weitergehenden  Untersuchungen  über  totale  imd  par- 
tielle Differentialgleichungen  habe  ich,  soweit  sie  für  die  Mechanik  in 
Betracht  kommen,  in  die  Darstellung  aufgenommen.    Von  der  analytischen 
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Geometrie  sind  namentlich  die  Sätze  über  Koordinatentransformation  und 
die  gegenseitige  Lage  von  Geraden  und  Ebenen  wichtig;  von  der  Theorie 
der  Kurven  und  Flächen  zweiter  Ordnung  wird  katim  mehr  als  die  Kenntnis 
ihrer  Gleichungen  verlangt.  Auch  ist  einige  Kenntnis  aus  der  Theorie  der 
Tangenten  und  Normalen  sowie  der  Krümmung  bei  Kurven  und  Flächen 
unerläfsliöh*).  Aus  der  Lehre  von  den  Gleichungen  und  den  Determi- 
nanten sowie  der  Funktionentheorie  gelangen  auch  nur  die  Anfangsgründe 
zur  Verwendung.  Elliptische  Funktionen  und  Variationsrechnung  sind  nur 
für  einige,  allerdings  wichtige  Spezialprobleme  notwendig;  das  Studium 
wird  durch  mangelnde  Kenntnis '  dieser  Gebiete  nicht  unmöglich  gemacht. 
Überhaupt  ist  darauf  Rücksicht  genommen,  dafs  der  Leser,  welcher  nur 
das  Allerwichtigste  aus  der  Mechanik  kennen  zu  lernen  wünscht,  etwa 
behufs  einer  ersten  Einführung,  die  komplizierteren  Partieen  überschlagen 
kann,  ohne  befürchten  zu  müssen,  den  Zusammenhang  zu  verlieren.  So 
können  z.  B.  §§  4,  11,  12,  13,  18,  19,  20,  23,  26—34,  38,  39,  46,  47, 
48;  49  und  noch  manches  Andere  wohl  ausgelassen  werden. 

Die  naturgemäfseste  Einteilung  der  Mechanik  ist  die  schon  von  Euler 
angewandte:  wir  unterscheiden  die  Mechanik  der  materiellen  Punkte  und 
die  der  zusammenhängenden  Körper.  Kinematik,  Statik  imd  Dynamik 
können  nur  bei  einzelnen  Zweigen  die  Einteilung  begründen.  Eine  Art 
Zwitterstellung  nimmt  die  Potentialtheorie  ein^  insofern  sie  die  Attraktion 
zusammenhängender  Massen  auf  einzelne  materielle  Punkte  behandelt;  es 
schien  mir  zweckmäfsig,  sie  dem  ersten  Teile  zuzuweisen. 

Der  zweite  Teil  wird  enthalten:  die  Mechanik  der  starren  Systeme, 
der  elastisch  festen  Körper,  die  Hydro-  und  A^romechanik;  die  drei  letzten 
Abschnitte  sollen  sich,  unter  Bücksicht  auf  die  vorhandenen  ausgezeich- 
neten SpezialWerke,  auf  die  wesentlichsten  Punkte  beschränken. 

Ausgeschlossen  bleibt  die  Molekularmechanik,  da  dieselbe  zur  Zeit 
noch  nicht  diejenige  Entwicklung  erlangt  hat,  die  sie  zur  Aufiiahme  in 
ein  Lehrbuch  geeignet  machte.  Im  allgemeinen  war  ich  bestrebt,  das- 
jenige Material  zusammenzubringen,  welches  dem  Bedürfnisse  des  eigent- 
lichen Mathematikers  entspricht. 

Bei  der  Behandlung  einer  Wissenschaft  wie  der  Mechanik,  welche  in 
ihren  wichtigsten  Teilen  als  abgeschlossen  anzusehen  ist,  wird  der  Ver- 
fasser mehr  eine  übersichtliche  Darstellung  des  Vorhandenen,  als  neue 
Leistungen  ins  Auge  zu  fassen  haben.  Vor  Allem  mufste  den  Grundlagen 
eine  besondere  AuBnerksamkeit  geschenkt  werden,  da  erfahrungsmäfsig 
gerade  hier  noch  manche  Unklarheit  herrscht.  Das  Prinzip  der  virtuellen 
Verrdckungen  wurde  einer  eingehenden  Diskussion  unterzogen  und  dann 
in  möglichst  einfacher  Weise  begründet. 

Ältere  und  neuere  Lehrbücher  der  Mechanik,  wie  diejenigen  von 
Euler,    Lagrange,    Poisson,    von    Duhamel,    Kirchhoff,    Schell, 

*)  Die  einfachsten  Sätze  in:  Joachimsthal,  ,,Anwendung  der  Diffe- 
rential- und  Integralrechnung  auf  die  allgemeine  Theorie  der  Flä- 
chen und  der  Linien  doppelter  Krümmung"  genügen  vollkommen. 
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Sern  off  und  zahlreichen  Anderen  wurden  neben  Originalabhandlungen  und 
spezielleren  Werken  selbstverständlich  vielfach  benutzt;  auch  den  im 
Sommer  1874  gehörten  Vorlesungen  von  Königsberger  verdanke  ich 
manche  Anregung.  Die  Litteratumachweise  habe  ich  auf  das  Wichtigste 
beschränkt,  da  andere  Werke  hierin  Wertvolles  bieten. 

Bei  der  Ausarbeitung  des  Werkes  wurde  ich  durch  meinen  Bruder 
Julius  wesentlich  unterstützt;  derselbe  übernahm  die  Bearbeitung  meh- 
rerer Partien  des  vierten  Abschnittes  (das  Meiste  von  §§  35,  36,  37,  38,  40) 
und  leistete  mir  auch  sonst  wichtige  Hilfe. 

Frankfurt  a.  M.,  im  Januar  1888. 

Dr.  Otto  Kansenberger. 


Inhaltsverzeichnis  des  ersten  Bandes. 


Seit« 

Einleitung 1 

Erster  Abschnitt. 
Die  freie  Bewegung  materieHer  Punkte. 

§    1.    MathematiBche  Fundamentalbegriffe 3 

§    2.    Physikalische  Grandlagen 9 

§    3.    Bewegung  eines  materiellen  Punktes  infolge  einer  konstanten  und 

gleichgerichteten  Kraft 18 

§    4.    Dieselbe  Bewegung  im  widerstehenden  Mittel 21 

§    6.    Arbeit  und  lebendige  Kraft 28 

§    6.    Die  Zentralbewegung 32 

§    7.    Gegenseitige  Anziehung  oder  Abstofsung  zweier  materiellen  Punkte  38 

§    8.     Die  harmonische  Bewegung  ohne  und  mit  Widerstand 42 

§  9.  Das  New  tonische  Gravitation  sgesetz  und  die  Planetenbewegung  .  47 
§  10.     System  von  n  materiellen  Punkten,  welche  sich  gegenseitig  anziehen 

oder  abstofsen 59 

§  11.    Mathematische  Hilfsmittel 68 

§  12.    Die  planetarischen  Störungen  erster  Ordnung  und  die  Elemente  der 

Mondtheorie 74 

§  13.    Die  Planetenbeweg^g  im  widerstehenden  Mittel 100 

Zweiter  Abschnitt. 
Die  unfreie  Bewegung  materieller  Punkte. 

§  14.    Einfflhrung  der  unfreien  Bewegung 103 

§  16.     Bewegung  eines  materiellen  Punktes  auf  einer  Kurve  oder  Fläche 

infolge  des  Beharrungsgesetzes 108 

§  16.    Unfreie  Bewegung  auf  einer  ebenen  Kurve  infolge  der  Schwerkraft  110 

§17.    Die  kreisförmige  Pendelbewegung 112 

§18.     Tautochrone  und  Brachistochrone 116 

§  19.    Das  konische  oder  sphärische  Pendel 121 

§  20.    Bewegung  auf  der  Oberfläche  der  rotierenden  Erde 126 


VIII  Inhaltsveneichnia. 

Dritter  Abschnitt. 

Die  Prinzipien  der  Mechanik  und  die  Differentialgleichungen 
der  Bewegung  in  allgemeiner  Behandlang. 

Seite 

§21.    Das  Prinsip  der  virtuellen  Greschwindigkeiten  und  das  d' A 1  e  m  b  e  r  t  *8che 

Prinzip 182 

§  22.    Die  Lagrange 'sehe  Form  des  d'Alemb  er  fachen  Prinzips  ....  148 

§  23.     Das  Fourier'sche  Prinzip 146 

§  24.     Die  allgemeinen  Integrale  der  DifiPerentialgleichungen  der  Bewegung  149 

§  26.    Weitere  Prinzipien  der  Mechanik Iö9 

§  26.     Untersuchungen   über  Systeme  totaler  Differentialgleichungen;    der 

letzte  Multiplikator 166 

§  27.    Elemente  der  Theorie  der  partiellen  Differentialgleichungen   erster 

Ordnung,  insbesondere  der  linearen 180 

§  28.    Anwendung   der  Theorie   des   letzten  Multiplikators   auf  das  freie 

System  materieller  Punkte 191 

§  29.     Die  Lagrange -Hamilton 'sehen   Differentialgleichungen   der   Be- 
wegung   194 

§  80.   -Das  Hamilton 'sehe  Prinzip  der  variierenden  Wirkung  und  seine  An- 
wendung zur  Umformung  der  Bewegungsgleichungen 201 

§  31.    Elliptische  Koordinaten 208 

§  82.    Die  Attraktion  nach  zwei  festen  Zentren 216 

§  83.    Herleitung  neuer  Integrale  der  Bewegungsgleichungen  aus  zwei  ge- 
fundenen    221 

§  34.    Das  allgemeine  Störungsproblem 224 

Vierter  Abschnitt. 
Das  Potential. 

§  85.    Die  Eraftefunktion  eines  zusammenhängenden  Körpers 228 

§  86.    Spezialisierung  für  das  Newton^sche  Gesetz:  das  Potential.    .    .    .  281 

§  37.    Das  Potential  einer  Kugelschale  und  einer  Vollkugel 285 

§  38.    Das  Potential  eines  homogenen  Ellipsoids 238 

§  39.    Das  Potential  des  rechtwinkligen  Parallelepipedons  und  eines  beliebi- 
gen Polyeders 263 

§  40.    Die  Laplace-Poisson'sche  Gleichung 259 

§  41.    Das  Flächenpotential 264 

§  42.    Das  Potential  der  Doppelfläche 267 

§  43.    Der  Green'sche  Satz 270 

§  44.    Allgemeine  Untersuchungen  über  die  Bestimmung  eines  Potentials .  278 

§  45.    Das  Dirichlet'sche  Prinzip 280 

§  46.    Theorie  der  Kugelfunktionen  einer  Variabein 288 

§  47.    Die  Kugelfunktionen  zweier  Variabein 293 

§  48.    Das  logarithmische  Potential 806 

S  49.    Die  Abbildung  durch  reciproke  radii  vectores 80S 


Einleiinng. 


Die  Formen  der  menschlichen  Anschauung  sind  Raum  und  Zeit; 
der  Kaum  erscheint  als  dreifach,  die  Zeit  als  einfach  ausgedehnt.  Beide 
können,  von  ihrem  konkreten  Inhalte  losgelöst,  zum  Gegenstande  wissen- 
schaftlicher Untersuchung  gemacht  werden.  Die  Lehre  vom  Eaume  ist 
die  Geometrie;  die  Zeit  gieht  bei  ihrer  einfachen  Ausdehnung  zu  keiner 
besonderen  Wissenschaft  Veranlassung.  Die  Vereinigung  von  Raum  und 
Zeit  liefert  die  Mechanik. 

Schon  die  Geometrie  mufs  der  Anschauung  die  Vorstellung  ent- 
nehmen, dafs  ein  Körper  seinen  Ort  ändern  kann,  ohne  selbst  dabei  eine 
Änderung  zu  erleiden;  wir  benutzen  diese  Vorstellung,  dafs  ein  Teil  des 
Raumes  im  Gesamtraume  eine  Ortsänderung  erfahren,  sich  bewegen 
kann,  fortwährend  in  der  Mechanik.  Da  ein  Körper  als  Inbegriff  der  in 
ihm  enthaltenen  Punkte  anzusehen  ist,  so  können  wir  die  Fundamen tal- 
aufgabe  der  Mechanik  dahin  aussprechen:  es  soll  angegeben  werden, 
welchen  Ort  ein  als  beweglich  gedachter  Punkt  zu  einer  be- 
stimmten Zeit  einnimmt.  Bedienen  wir  uns  insbesondere  der  Hilfs- 
mittel der  analytischen  Geometrie,  wobei  wir  fast  immer  die  rechtwinkligen 
Kartesischen  Koordinaten  anwenden  wollen,  so  können  wir  ^  Bewegung 
eines  Punktes  dadurch  vollständig  beschreiben,  dafs  wir  seiiii^  Koordinaten 
als  Funktionen  der  Zeit  ausdrücken.  Wir  bezeichnen  durchgehends  die  Zeit, 
gemessen  nach  einer  willkürlichen  Einheit  von  einem  willkürlichen  Anfangs- 
punkte aus,  mit  t]  alsdann  geben  drei  Gleichungen: 

oder  in  impliziter  Form: 

die  Bewegung  des  Punktes  vollständig  an.  Diese  Behandlungsweise  der 
Mechanik  heifst  die  analytische.  Man  könnte  nun,  analog  wie  in  der 
analytischen  Geometrie  vorgehend,  die  Bewegungen  nach  der  analytischen 
Form  der  Funktionen  f  und  F  untersuchen;  an  die  Spitze  könnte  etwa 
der  Fall  gesetzt  werden,  dafs  die  F  oder  f  algebraische  Funktionen  sind 
und  die  algebraischen  Bewegungen  könnten  dann  weiter  nach  dem  Grade 
der  bestimmenden  Gleichungen  eingeteilt  werden.  Eine  solche  Mechanik 
wäre  eine  rein  mathematische,  der  analytischen  Geometrie  durchaus  äqui- 
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valente  Disziplin.  Aber  thatsächlich  hat  die  Mechanik,  wenigstens  in 
fiilherer  Zeit,  eine  ganz  andere  Entwicklung  genommen;  aus  der  Natur- 
wissenschaft und  der  technischen  Praxis  hervorgegangen  ^  hat  sie  sich 
mehr  praktischen  Zielen  zugewandt  und  sich  in  erster  Linie  die  Aufgabe 
gestellt:  die  in  der  Natur  vorkommenden  Bewegungen  genau 
oder  wenigstens  annäherungsweise  zu  beschreiben  und  aus 
möglichst  einfachen  Grundgesetzen  abzuleiten.  Doch  sind  hiermit 
rein  theoretische  Spekulationen,  welche  den  Vorkommnissen  in  der  Natur 
nicht  entsprechen,  keineswegs  ausgeschlossen.  Infolge  dieser  eingeschlagenen 
Richtung  nimmt  die  Mechanik  eine  Zwitterstellung  ein:  sie  gehört  dem 
Inhalte  nach  zum  gröfsten  Teile  der  Physik,  der  Behandlungsweise  nach 
der  Mathematik  an.  Es  wird  in  der  Folge  eine  unserer  wichtigsten  Auf- 
gaben sein,  die  physikalischen  Grundlagen  von  den  mathematischen  De- 
duktionen scharf  zu  trennen  und  insbesondere  die  ersteren  möglichst  genau 
zu  präzisieren. 

Ergänzend  mufs  bemerkt  werden,  dafs  der  rein  mathematische  Teil 
der  Mechanik,  die  sog.  Kinematik  oder  Phoronomie,  in  neuerer  Zeit 
zum  Gegenstande  zahlreicher  Forschungen  gemacht  worden  ist.  Doch  be- 
ziehen sich  diese  weniger  auf  solche  systematisch -analytische  Unter- 
suchungen, wie  die  oben  angedeutete,  als  auf  die  Betrachtung  von  Punkte- 
systemen, welche  wirklichen  Vorkommnissen  mehr  oder  weniger  entsprechen. 

Wir  halten  uns  bei  der  Auswahl  des  Stoffes  mehr  an  die  ältere 
Auf fassungs weise  und  bringen  kinematische  Untersuchungen  nur  als  Ein- 
leitung zu  den  eigentlich  mechanischen. 


Erster  Abschnitt. 
Die  freie  Bewegung  materieller  Punkte. 

§  1. 

Mathematisohe  Fondamentalbegriffe. 
1.  Wir  haben  über  die  Fimktionen: 

(1)  a;  =  /i(0,    y  =  /i(0.     «  =  r,(0, 

welche  die  Bewegung  eines  Punktes  bestimmen,  keinerlei  Voraussetzungen 
gemacht.  Es  ist  keineswegs  nötig,  dafs  es  analytische  Functionen  sind; 
es  soll  lediglich  durch  sie  jedem  t  ein  bestinuntes  or,  |/,  z  zugeordnet 
sein.  Falls  die  f  formell  mehrdeutige  Funktionen  sind,  so  mufs  einer  der 
Werte  als  der  allein  zulässige  fixiert  werden.  Wir  entnehmen  nun  der 
Anschauung  die  Thatsache,  dafs  ein  Punkt,  welcher  sich  vom  Punkte  A 
nach  dem  Punkte  B  bewegt,  eine  zusammenhängende  Linie  zwischen 
beiden  beschreibt,  nicht  sprungweise  von  einer  Stelle  zur  andern  gelangt. 
Dieses  Axiom  trägt  keinen  physikalischen  Charakter,  es  beruht  in  dem 
Wesen  unserer  Anschauung.  Die  Funktionen  f  ändern  sich  übrigens  nicht 
allein  nicht  sprungweise,  sondern  dies  gilt  auch  erfahrungsmäfsig 
für  ihre  Differentialquotienten,  einzelne  Punkte  ausgenommen;  wir 
betrachten  f  nebst  seinen  Differential quotienten  im  Folgenden  als  stetig. 
Eliminiert  man  aus  den  Gleichungen  (l)  die  Gröfse  /,  so  erhält  man 
zwei  Gleichungen 

(2)  9i(ar,  y,  £:)  =  0,     (Pi{x,  y,  z)  =  0, 

welche  die  durchlaufene  Bahn,  auch  Trajektorie  genannt,  darstellen. 
Wir  bezeichnen  in  der  Folge  die  Länge  der  durchlaufenen  Strecke,  von 
einem  willkürlichen  Anfangspunkte  an  gemessen,  mit  s  und  geben  ihr  den 
Namen  Weg. 

2.  Ist  die  Bahn  des  bewegten  Punktes  eine  Gerade  und  legt  er  in 
gleichen  Zeiten  gleiche  Strecken  zurück,  so  nennt  man  den  in  der  Zeit- 
einheit von  ihm  zurückgelegten  Weg  seine  Geschwindigkeit;  dieselbe 
wird  meistens  durch  v  bezeichnet.  Ist  s  der  in  der  Zeit  t  zurückgelegte 
Weg,  so  folgt: 


(3)  .  =  - 


8 
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Ist  die  Bahn  nicht  gerade,  sind  die  in  gleichen  Zeiten  zurückgelegten 
Strecken  nicht  gleichbleibend,  so  verstehen  wir  unter  der  Geschwindigkeit 
zur  Zeit  t  die  unendlich  kleine  Wegstrecke  ds^  welche  von  diesem  Zeit- 
punkte ab  in  der  unendlich  kleinen  Zeit  dt  zurückgelegt  wird,  dividiert 
durch  die  letztere;  es  ist  also: 
/A\  ds 

(4)  «  =  W 

ds 
Infolge    der    vorausgesetzten    Stetigkeit    der   Bewegung    stellt  -rr    einen 

ganz  bestimmten  Grenzwert  dar,  einzelne  Punkte  allenfalls  ausgenommen. 
Da  ds  ^=^d7?  +  dy^  +  d^  ist,  so  haben  wir: 


Über  das  Vorzeichen  der  rechts  stehenden  Wurzelgröfse  ist  das  Folgende 
zu  bemerken.  Jede  einfache  Kurve  kann  in  doppeltem  Sinne  durchlaufen 
werden;  den  einen  Sinn  kann  man  willkürlich  als  den  positiven  fest- 
setzen ,  so  dafs  s  zunimmt,  wenn  man  sich  nach  ihm  in  der  Kurve  bewegt. 

ds 
Hierdurch  ist  auch   das   Zeichen   von   v  =^  -tt    eindeutig    bestimmt   und 

das  Zeichen  der  rechten  Seite  von  (5)  ist  dem  entsprechend  zu  wählen. 
Der  Geschwindigkeit  kommt  in  jedem  Punkte  der  Bahn  eine  be- 
stimmte Richtung  zu,  nämlich  die  der  Tangente  der  Bahnkurve  in  dem 
fraglichen  Punkte,  in  dem  Sinne  genommen,  in  welchem  die  Bewegung 
stattfindet.  Wir  bestimmen  sie  durch  die  Kosinus  der  Winkel  (.<?,  a;),  (5, «/), 
(5,  z)^  welche  sie  mit  den  positiv  gerichteten  Koordinatenachsen  bildet. 
Es  ist 


(6) 

cos 

(*, 

x)  = 

dx 
ds  ' 

cos 

(s, 

y)  = 

dy 
ds   ' 

cos  (s 

,  ^)- 

dz 
ds 

oder 
(7) 

cos 

\{s. 

x)  =  - 

J"  T" 

i~ 

dx 

dt 

1 

•        -> 

—-.     u. 

• 

s.    w. , 

V&+  (S)'+  {r!) 


WO  der  Nenner  dasselbe  Zeichen  hat,  wie  die  rechte  Seite  von  (5). 

3.  Sowie  wir  die  Bewegung  eines  Punktes  durch  die  Bewegung  seiner 
Projektionen  auf  die  Koordinatenachsen  bestimmen,  können  wir  auch  seine 
Geschwindigkeit  der  Gröfse  und  Richtung  nach  durch  die  Geschwindigkeit 

der  Projektionen  des  Punktes  ausdrücken,  also  durch  die  Gröfsen  ^ ,  ^^ , 
■^  '     Es  sind  aber  die  Projektionen  von  ^  auf  die  ic,  y,  je:- Achse: 

ds  .        .        yjx^  +  dy^  +  dz''  dx  dx 


(8) 


.        V        ydx^  +  dy^  +  dz^ 
cos  (5,  x)  = '  — ^—  ' —- 


dt  ^  '     ^  df  ySäM-  dy^  +  dz^        dt  ' 

ds  /        K         dy       ds  /        ^         dz 

—  cos  (s,  y)  =  ^^ ,     ^-  cos  {s,  z)  =  -^^  • 
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Die  Projektionen  der  Geschwindigkeiten  auf  die  Koordinatenachsen  sind 
also  identisch  mit  den  Geschwindigkeiten  der  Projektionen  auf  die  Koor- 
dinatenachsen. Man  nennt  dieselben  die  Komponenten  der  Geschwin- 
digkeit nach  den  Koordinatenachsen. 

4«  Ist  die  Bahn  geradlinig,  so  bezeichnet  man,  falls  die  Geschwin- 
digkeit ungleichförmig  ist,  deren  Zuwachs  in  einem  Zeitteilchen,  dividiert 
durch  dieses,  als  Beschleunigung;  eine  Verringerung  der  Geschwindig- 
keit wird  als  negative  Beschleunigung  aufgefafst.  Wir  haben  für  die 
Beschleunigung : 

(9)  ~dt      ^    d«£ 

dt  dt^  ' 

6.  Ist  die  Bahn  krummlinig,  so  mufs  der  Begriff  der  Beschleunigung 
modifiziert  werden.  Befinde  sich  (Fig.  1)  der  bewegte  Punkt  zur  Zeit  t 
im  Punkte  -4,  zur  Zeit  t  -\-  dt  „,     . 

'  •  Fig.  1. 

in   B^    so    ist    das    als   gerad- 
linig   zu    betrachtende    Bahn- 
element AB  =  ds.    Wäre  die 

Geschwindigkeit  und  ihre  Rieh-  "^ 
tung  konstant,  so  würde  der  Punkt  im  nächsten  Zeitmomente  dt  die 
Strecke  BC  =  AB  in  der  Verlängerung  von  AB  zurücklegen.  In  Wirk- 
lichkeit gelange  aber  der  Punkt,  infolge  der  Ungleichmäfsigkeit  der  Ge- 
schwindigkeit und  ihrer  Richtung,  nach  1).  Dann  bezeichnen  wir  den 
Quotienten  aus  der  Strecke  CD  und  di^  als  die  Beschleunigung  des 
Punktes*),  während  die  Richtung  von  CD  die  Richtung  der  Beschleunigung 
markiert.  Die  Quotienten  der  Projektionen  von  CD  auf  die  Koordinaten- 
achsen und  df  nennen  wir  die  Komponenten  der  Beschleunigung.  Die 
Komponente  nach  der  o;- Achse  ist: 

X  -^  dx  -\-  dx  -^  d^x  —  {x  -\-  2dx)        d*x 


%  1 


dt«  dt 

die  Komponenten  nach  der  y-,  resp.  ^- Achse  sind: 

d^y  ,      d*z 

Die  Komponenten  der  Beschleunigung  sind  also  den  Beschleunigungen 
der  Projektionen  des  Punktes  auf  die  Koordinatenachsen  gleich.  Die  Ge- 
samtbeschleunigung  ist  demnach  ihrem  absoluten  Werte  nach: 


(10)  V{iß)'+  d'r?)"+  (SO" 

ihre  Richtungskosinus  sind: 

*)  Wenn  BC  von  der  ersten  Ordnung  unendlich  klein  ist,  so  wird  die  Ab- 
weichung CD  bei  stetiger  Bewegung  im  allgemeinen  unendlich  klein  von  der 
zweiten  Ordnung  sein,  wie  dies  auch  die  folgenden  Ausdrücke  für  die  Kom- 
ponenten zeigen. 
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d^ 


(11) 


VW)  +  (J)  +  W  y  (di^)  +  (J)  +  UtO 


dt* 


n 


d^\ 
dV 


Es  ist  zu  bemerken,  dafs  die  Gröfsen 

vm+  (ir)"+  ©■  -^  VP)+(W+gW 

von  der  Wahl  des  Koordinatensystems  unabhängig  sind,  wie  aus  ihrer 
Bedeutung  hervorgeht,  weshalb  wir  auf  den  leicht  zu  erbringenden  ana- 
lytischen Nachweis  verzichten. 

6.  Die  Änderung  der  Geschwindigkeit  und  ihrer  Richtung  läfst  sich 
noch  in  anderer,  sehr  instruktiver  Weise  darstellen.  Die  drei  unendlich 
benachbarten  Punkte  A^  B^  D  der  Bahnkurve  bestimmen  eine  Ebene, 
die  Krümmungs-  oder  Schmiegungsebene  dieser  Linie  ftlr  Punkt  A, 
Errichtet  man  auf  der  Kurve  in  B  und  B  Normalen,  welche  in  der 
Krtlmmungsebene  liegen,  so  giebt  deren  (als  gleich  zu  betrachtende)  Länge 
bis  zum  Schnittpunkte  den  ersten  Krümmungsradius  q  für  die  Stelle  A. 
Da  die  Bewegung  während  der  in  Betracht  kommenden  Momente  in  die 
Krümmungsebene  fällt,  so  genügt  es,  die  Projektionen  (Komponenten) 
von  BC  auf  die  Tangente  und  die  oben  festgesetzte  Normale  der  Kurve, 
dividiert  durch  dt^^  anzugeben,  um  die  Änderung  der  Geschwindigkeit 
nach  Gröfse   und  Bichtung  vollkommen  zu  bestimmen.     Die  Komponente 

d's 
nach  der  Tangente  ist  offenbar  ^r^;  in  der  That  haben  wir: 


dU 


m  j,i 


'VW+WFW 


dx  d*x      dy  d^y  .dz  d*  z 
dt   di^'^dT  di^^dtdi^ 


dt 


V{u)'+  ©■+  d3' 


-  ¥&) 


+ m+  & 


dx 
IT 


L1/(S)  + 


dt^ 


vm 


'+@)"+(S)^ 

dz 
dt 


+ 


dy 
dt 


"^+(fi')+d:)' 

dt« 


v(i)^m*(M)'  )/(»)■+  (r;o'+  & 


+ 


fds\ 
.dt) 

d*z 
dt^ 


V{mT+  (:!?)■+  &  1/©'+  &I+ (S)'J ' 
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Fig.  2. 


wo  die  Klammer  den  Kosinus  des  Winkels  zwischen  der  Tangente  und 
der  Richtung  der  Beschleunigung  bezeichnet*),  -jr^  heifst  die  Tangen- 
tialbeschleunigung des  Punktes.  Um  die  Gröfse 
der  Komponente  nach  der  Normalen,  die  Normal- 
oder Zentripetalbeschleunigung,  zu  finden, 
müssen  wir  (Fig.  2)  DE  bestimmen  und  durch  dt^ 
dividieren.  Es  ist  aber  bei  Vernachlässigung  unend- 
lich kleiner  Gröfsen  höherer  Ordnung 


DE  =  BC  sin  DBC  =^BCsm  BOB, 


und  da 


ist, 


sin  BOB  ^ 


BE  = 


BC 


B(P 


CE 


woraus  die  Zentripetalbeschleunigung 

(13)  =  f 

folgt.  Dieselbe  hängt  also  nur  von  dem  ersten  Krtim-    A 
mungsradius  und  der  Geschwindigkeit  ab. 

7.    Die   analytische   Ableitung   des   gefundenen  Resultates   ist   etwas 
umständlicher.     Der  Ausdruck  für  den  Krümmungshalbmesser**)  ist 

während  die  Richtungskosinus  desselben 


ds 


d^y 
^  ds*  ' 


dU 
^d? 


sind.     Für  die   Projektion    der   Gesamtbeschleunigung    auf  die  Richtung 
des  Krümmungshalbmessers  haben  wir  demnach 


v&'+  m'+  & 


Q 


d^x  d^x  d^y  d*y   ,       d*g  d*z 


ds*  dt* 


+  Q 


ds*  dt 


?+9 


ds*  dt* 


!/(»)'+  (£^'+  C 


d*z\* 
dt'*) 


oder,  da 


/d*x  d*x    .    d*y  d*y    i    d*z  d*z\ 

~  ^  iäs»  di*  "+■  ds*  d^'^  d^  dt*) 


*)  Sind  ff] }  ß, ,  7, ,  und  a, ,  ß, ,  y,  die  RichtungskoBinns  zweier  Geraden ,  so 
ist  der  Eosinns  des  Winkels  9  zwischen  beiden  Geraden  bekanntlich: 

cos  9  :±=  «1«,  +  PiP,  +  y^y^. 

**)  S.  z.  B.  Joachimsthal,  a.  a.  0.,  p.  15  n.  16. 
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dx        dx  ds 


also 


dt         ds   dt  ^ 
d^x        d*x  /ds\*    .    dx  d^8 


Q  + 


ist, 


i«"    \dt~)   ~"  1" 


df"         ds^  \dt)     ^    ds  dt^ 

,     rdx   d*x     ,     dy_   d^    ,     dz^    d^zl  dU 
+  [ds  "d?"  +  ds     d«*    +  ds    ds^  j  dt* 

oder,  da  aus 

('«)        (#)"+(if )'+(«)'-' 

durch  Differeutiation 

^^'^  ds     ds'    "*"   ds     ds«     '     ds    ds*^ 

folgt, 

(18) 

8.  Legt  man  durch  einen  festen  Punkt  0  Halbgerade,  welche  den 
Geschwindigkeitsrichtungen  eines  bewegten  Punktes  P  jeweilig  parallel 
sind,  und  trägt  auf  ihnen  von  0  aus  den  entsprechenden  Geschwindig- 
keiten proportionale  Strecken  ab,  so  bilden  die  Endpunkte  dieser  Strecken 
eine  Kurve,  welche  man  mit  ihrem  Erfinder  Hamilton  den  Hodo- 
graphen  der  Bewegung  nennt.  Geht  die  Bewegung  in  einer  Ebene  vor 
sich,  so  ist  auch  der  Hodograph  eine  ebene  Curve.  Einer  Schmiegungs- 
ebene  der  Bahnkurve  entspricht  eine  Tangentialebene  des  Kegels,  welcher 
von  den  durch  0  gelegten  Halbgeraden  gebildet  wird.  Eine  Tangente 
des  Hodographen  giebt  die  Richtung  der  Beschleunigung  für  den  ent- 
sprechenden Punkt  an  u.  s.  w. 

Wir  gehen  auf  die  Theorie  des  Hodographen  nicht  weiter  ein. 

9.  Ahnliche  Betrachtungen  wie  Über  die  Änderung  der  Geschwin- 
digkeit lassen  sich  über  die  Änderung  der  Beschleunigung  anstellen  u.  s.  w. 
Man  gelangt  so  zu  den  Beschleunigungen  höherer  Ordnung,  welche 
erst  in  neuerer  Zeit  untersucht  wurden.  Man  sehe  hierüber  Schell, 
Theorie  der  Bewegung  und  der  Kräfte,  2.  Aufl.,  Bd.  1,  p.  544. 
Aus  später  ersichtlichen  Gründen  spielen  jedoch  in  der  Mechanik,  welche 
sich  mit  den  in  der  Natur  vorkommenden  Bewegungen  beschäftigt,  nur 
die  Geschwindigkeit  und  die  erste  Beschleunigung  eine  wichtige  Rolle, 
weshalb  wir  auf  eine  Behandlung  der  Beschleunigungen  höherer  Ordnung 
verzichten. 
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§  2. 

Physikalische  Grundlagen. 

1.  Die  physikalischen  Gesetze,  nach  denen  sich  die  Welt  bewegt, 
sind  zur  Zeit  durchaus  noch  nicht  erforscht;  wir  sehen  uns  bei  der  Be- 
schreibung der  wirklichen  Bewegungen  fortwährend  genötigt,  zu  näherungs- 
weise richtigen,  der  Beobachtung  entlehnten  Ansätzen  unsere  Zuflucht  zu 
nehmen.  Trotzdem  giebt  es  einige  einfache  Thatsachen,  die  sich  aus  dem 
Chaos  der  Erscheinungswelt  klar  hervorheben  und  sich  bei  allen  Beobach- 
tungen so  durchaus  bewährt  haben,  dafs  man  sie  mit  einer  Wahrschein- 
lichkeit, die  an  Geyrifsheit  grenzt,  als  allgemeine  Wahrheiten  bezeichnen 
kann.  Dieselben  liegen  immerhin  nicht  so  unmittelbar  zu  Tage,  dafs  sie 
dem  forschenden  Menschen  nicht  lange  verborgen  geblieben  wären;  so  ist 
das  klassische  Altertum  und  das  Mittelalter  nie  über  sie  ins  Klare  ge- 
kommen. Erst  durch  Galilei,  Newton  u.  A.  sind  sie  entwickelt  worden*). 
Wir  schlagen  zu  ihrer  Aufsuchung  einen  Weg  ein,  der  nicht  gerade  der 
historische  ist,  aber  sich  sehr  wohl  dazu  eignet,  die  in  Frage  kommenden 
Begriffe  klar  werden  zu  lassen. 

2«  Jeder  Mensch  besitzt  die  Fähigkeit,  mit  Hilfe  seiner  Glieder,  z.  B. 
der  Arme,  Gegenstände,  die  bisher  in  Euhe  waren,  in  Bewegung  zu  ver- 
setzen. Wir  bezeichnen  diese  Fähigkeit  als  Kraft.  Jede  Kraftäufserung 
ist  mit  einer  gewissen,  unmittelbar  als  MuskelgefCLhl  wahrnehmbaren  An- 
strengung verbunden,  die  gröfser  oder  kleiner  sein  kann.  Wir  haben  so 
ein  unmittelbares,  wenn  auch  ganz  rohes  Mafs  der  Krafbäufserung  in  un- 
serem Gefühle,  untersuchen  wir  nun  an  einem  geeigneten  Beispiele,  in 
welcher  Weise  eine  solche  Kraftäufserung  sich  bemerklich  macht.  Es  be- 
finde sich  etwa  auf  einer  ruhigen  Wasserfläche  in  der  Nähe  des  Ufers  ein 
Boot  in  Buhe,  und  wir  suchen  es  durch  die  Kraft  des  Armes  vom  Ufer 
abzustofsen.  Das  Boot  wird  durch  eine  anhaltende,  gleichmäfsige  Kraft- 
anwendung thatsächlich  in  Bewegung  gebracht;  wie  verhält  es  sich  aber 
mit  der  erzeugten  Geschwindigkeit?**) 

Am  nächsten  würde  für  den  unbefangenen  Beurteiler  wohl  die  An- 
nahme liegen,  dafs  die  erteilte  Geschwindigkeit  der  Anstrengung  propor- 
tional und  —  bei  gleichförmiger  Anstrengung  —  gleichbleibend  sei,  dafs 
insbesondere  bei  Aufhören  des  Druckes  das  Boot  sofort  wieder  zur  Ruhe 
komme.    Dies  widerspricht   aber  den  Thatsachen  durchaus.    Ein  gleich- 

*)  Eingehenderes  über  die  historische  Entwicklung  der  Grundlagen  der  Me- 
chanik findet  man  u.  a.  in  Jelly,  Prinzipien  der  Mechanik^  Stattgart  1862; 
Dühring,  Kritische  Geschichte  der  allgemeinen  Prinzipien  der  Me- 
chanik, Leipzig  1877  (2.  Aufl.);  Mach,  Die  Mechanik  in  ihrer  Entwick- 
lang historisch-kritisch  dargestellt,  Leipzig  1883;  Streintz,  Die  phy- 
sikalischen Grandlagen  der  Mechanik,  Leipzig  1883. 

**)  Um  die  Betrachtang  nicht  unnötig  zu  komplizieren,  nehmen  wir  an,  dafs 
die  Kraft  allen  Pimkten  des  Bootes  die  gleiche  Geschwindigkeit  erteile.  Wie 
dies  znwege  gebracht  werden  kann,  mag  hier  unerörtert  bleiben. 
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bleibender  Druck  ruft  keine  gleichförmige  Geschwindigkeit  hervor;  viel- 
mehr bewegt  sich  das  Boot  anfangs  sehr  langsam,  um  nach  und  nach  in 
immer  raschere  Bewegung  überzugehen.  Hort  der  Druck  auf,  so  bleibt  das 
Boot  nicht  stehen,  sondern  bewegt  sich  weiter.  Die  Geschwindigkeit  ist 
also  der  angewandten  Kraft  nicht  proportional.  Vielfache  Beobachtungen 
dieser  Art  führen,  wenn  man  die  Wirkung  von  Einflüssen  berücksichtigt, 
die  sich  erst  später  präzisieren  lassen,  zu  der  Annahme,  dafs  Körper,  auf 
welche  keine  Kräfte  wirken,  die  sich  aber  einmal  in  Bewegimg  befinden, 
sich  mit  gleichbleibender  Geschwindigkeit  in  derselben  Richtung  weiter 
bewegen;  dafs  ferner  durch  eine  Kraft  eine  Beschleunigung  oder  Ver- 
zögerung der  vorhandenen  Geschwindigkeit  hervorgerufen  wird.  Wenden 
wir  bei  unserem  Versuche  verschiedene  Kraftanstrengungen  an,  so  finden 
wir,  dafs  die  Beschleunigung  mit  der  Kraft  wächst  und  bei  gleicher  Kraft 
die  gleiche  bleibt.  Wenn  auch  eine  direkte,  genauere  Messung  der  Muskel- 
kraft unthunlich  ist,  so  führen  doch  mannigfache  umstände  zu  der  Annahme, 
dafs  die  Beschleunigung  ceteris  i)arihus  der  Kraft  proportional 
gesetzt  werden  kann. 

3.  Führen  wir  unseren  Versuch  an  einem  kleinen  Boote  und  einem 
gröfseren  Schiffe  aus,  so  bemerken  wir  alsbald,  dafs  durch  die  gleiche 
Kraftäufserung  das  Schiff  eine  weit  geringere  Beschleunigung  erfährt,  als 
das  kleinere  Boot.  Sei  etwa  die  Beschleunigung  des  letzteren  zehnmal 
gröfser  als  die  des  ersteren.  Variieren  wir  nun  die  Kraft  oder  bringen  wir 
sie  auf  andere  Weise  hervor,  so  bemerken  wir,  dafs  das  Verhältnis  der 
Wirkungen  immer  das  gleiche  bleibt.  Die  Beschleunigung  hängt  also  nicht 
blos  von  der  angewandten  Kraft,  sondern  auch  von  einer  inhärenten  Eigen- 
tümlichkeit des  bewegten  Körpers  ab,  die  sich  allen  Kräften  gegenüber 
in  gleicher  Weise  geltend  macht.  Wir  schreiben  daher  jedem  Körper  eine 
gewisse  Masse  m  zu  und  sagen,  dass  die  Beschleunigungen,  welche 
zwei  Körpern  durch  dieselbe  Kraft  erteilt  werden,  ihren  Massen 
umgekehrt  proportional  seien.  Es  stellt  sich  heraus,  dafs  diese  Massen 
dem  Gewichte  (wie  es  auf  der  Wage  durch  Vergleichung  bestimmt  wird) 
proportional  sind,  sodafs  man  Gewicht  und  Masse  ohne  Nachteil  als  gleich- 
bedeutend gebrauchen  kann. 

Anmerkung  1.  Diese  Identifizierung  von  Gewicht  und  Masse  wird 
vielfach  nicht  vorgenommen,  da  angeblich  das  Gewicht  eines  Körpers  von 
der  Stärke  der  Attraktion  der  Erde  abhänge.  In  der  That  würde  ein 
Gegenstand  auf  einer  Federwage  gewogen  am  Pole  und  am  Äquator  der 
Erde  verschiedenes  Gewicht  zeigen.  Allein  dies  konamt  hier  für  uns  nicht 
in  Betracht.  Die  gewöhnlichen  Gewichtsangaben,  z.  B.  nach  Kilogrammen 
u.  s.  w.,  beruhen  alle  nur  auf  einer  Vergleichung  mit  dem  Gewichte  an- 
derer Körper.  Wiegt  aber  ein  gewisses  Stück  Eisen  an  einer  Stelle  der 
Erde  das  Sechsfache  von  einem  Liter  Wasser,  so  wird  dies  Verhältnis  auch 
auf  dem  Monde  oder  irgendwo  sonst  statthaben.  Die  Gewichte  sind  ebenso 
wie  die  Massen  Verhältnisgröfsen,  und  der  Identifizierung,  die  in 
neuerer  Zeit  gebräuchlich  wird,  steht  nichts  im  Wege. 


§  2.     Physikalische  Grundlagen.  H 

Anmerkung  2.  Die  Masse  ist,  wie  Physik  und  Chemie  lehren,  etwas 
der  Materie  als  solcher  inhärentes.  Vereinigt  man  zwei  materielle  Körper 
zu  einem  einzigen,  so  ist  dessen  Masse  der  Summe  der  Massen  der  Einzel- 
körper gleich;  zerlegt  man  einen  Körper  in  beliebige  Teile,  so  ist  die 
Summe  der  Massen  dieser  der  ursprünglichen  Masse  gleich.  Physikalische 
und  chemische  Änderungen  lassen  die  Masse  einer  bestimmten  Materie  un- 
geändert.  « 

Die  Erfahrung  zeigt,  dafs  die  Masse  inuner,  wenn  auch  keineswegs 
ausschliefslich,  von  dem  Volumen  des  Körpers  abhängig  ist;  eine  Masse  ohne 
Ausdehnung  lehrt  sie  uns  nicht  kennen.  Trotzdem  sehen  wir  uns  in  der 
theoretischen  Mechanik  immerfort  genötigt,  auch  Punkten  eine  Masse  bei- 
zulegen; wir  werden  sogar  in  den  nächsten  Abschnitten  nur  von  der  Be- 
wegung solcher  materiellen  Punkte  handeln.  Möglicherweise  ist  diese 
Annahme  blofs  eine  irreal  hypothetische,  die  nur  insofern  praktische  Be- 
deuttmg  hat,  als  man  bei  vielen  mechanischen  Problemen  sich  die  Masse 
mancher  Körper  genau  oder  näherungsweise  in  einen  Punkt  verlegt  denken 
darf.  Möglicherweise  sind  aber  die  Atome ,  aus  welchen  die  moderne  Natur- 
wissenschaft sich  die  ganze  Welt  aufgebaut  denkt,  als  wirkliche  materielle 
Punkte  anzunehmen. 

4.  Der  Begriff  der  Kraft,  wie  wir  ihn  eingeführt  haben,  ist  für  jeden 
Menschen  ein  unmittelbar  gegebener;  er  ist  psycho-physiologischer  Natur 
und  kann  auf  unbelebte  Gegenstände  nicht  ohne  Weiteres  übertragen  wer- 
den. Die  Beobachtung  zeigt  nun,  dafs  in  der  leblosen  Natur  Bewegungen 
statthaben,  welche  mit  der  durch  die  Kraft  des  Armes  hervorgerufenen 
unleugbare  Ähnlichkeit  besitzen.  Ein  fallender  Stein  bewegt  sich  z.  B.  mit 
gleichmäfsig  wachsender  Geschwindigkeit  ungefähr  gegen  den  Mittelpunkt 
der  Erde  hin;  er  würde  sich  ganz  ebenso  bewegen,  wenn  ein  unserem  Arm 
analoger  Mechanismus  ihn  mit  gleichbleibender  Kraft  nach  dem  Erdmittel- 
punkte ziehen  würde,  und  ähnliche  Vorkommnisse  beobachten  wir  überall. 
Wir  gelangen  zu  dem  für  die  gesamte  Mechanik  fundamentalen  Resultate, 
dafs  die  Erklärung  der  Bewegungsvorgänge  in  der  Natur  am 
einfachsten  gelingt,  wenn  man  das  Vorhandensein  von  Kräften, 
welche  der  besprochenen  analog  wirken,  substituiert.  So  schreibt 
man  der  Erde  eine  Anziehungskraft  zu,  die  sie  auf  alle  an  ihrer  Oberfläche 
befindlichen  Körper  ausübt.  Hierdurch  soll  in  keiner  Weise  etwas  über 
die  metaphysische  Natur  dieser  Kräfte  ausgesagt  werden;  vielmehr  handelt 
es  sich  lediglich  um  die  Erlangung  eines  einfachen,  durchsichtigen,  mathe- 
matischen Ausdrucks  für  die  Bewegungserscheinungen.  Wenn  wir  z.  B. 
sagen,  dafs  von  einem  Punkte  eine  Kraft  ausgehe,  welche  nach  ihm  ge- 
richtet und  dem  Kubus  der  Entfernung  proportional  sei,  so  heifst  das, 
dafs  sämtlichen  materiellen  Punkten  eine  Beschleunigung  nach  dem  be- 
treffenden Punkte  hin  erteilt  wird,  die  der  Masse  derselben  umgekehrt, 
dem  Kubus  der  Entfernung  von  jenem  Punkte  direkt  proportional  ist. 

5«  Die  gegebene  Einführung  der  Kräfte  bedarf  noch  einer  wichtigen 
Ergänzung;  es  fragt  sich,  in  welcher  Weise  sich  ein  Körper  bewegt,  wenn 
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Fig.  3. 


mehrere  Kräfte,  zu  denen  noch  eine  ursprüngliche  Geschyrindigkeit  hinzu- 
kommen kann,  zusammenwirken.  Die  Beantwortung  dieser  Frage  liefert 
folgender  Satz,  der,  durch  zahlreiche  Beobachtungen  bewahrheitet,  als  voll- 
kommen feststehend  angesehen  werden  kann: 

Wenn  ein  materieller  Punkt  A  (Fig.  3)  zwei  Einflüssen  aus- 
gesetzt ist,  Yon  denen  jeder  einzelne  ihn  mit  konstanter  Ge- 
schwindigkeit in  einer  be- 
j}  stimmten  Richtung  fortführen 
würde,  so  dafs  er  in  einer  be- 
stimmten Zeit  durch  den  einen 
von  A  nach  jB,  durch  den  an- 
dern von  A  nach  G  geführt 
würde,  so  durchlauft  er  in  der- 
selben Zeit  mit  gleichförmiger  Geschwindigkeit  die  Diagonale 
AB  des  durch  A^B^C  bestimmten  Parallelogramms  (Parallelo- 
gramm der  Geschwindigkeiten),  Wir  nennen  AD  die  Resultante 
der  Geschwindigkeitskomponenten  AC  und  AB,  welche  durch  die 
ihnen  proportionalen  Strecken  der  GrÖfse  und  Richtung  nach  repräsentiert 
werden.  Sind  die  erteilten  Geschwindigkeiten  nicht  gleichförmig,  so  darf 
der  Satz  vom  Parallelogranmi  der  Geschwindigkeiten  doch  auf  unendlich 
kleine  Teile  der  Bewegung  angewandt  werden.  —  Sind  mehr  als  zwei  Ein- 
flüsse vorhanden,  so  kann  man  sie  nach  und  nach  in  derselben  Weise  ver- 
einigen; dafs  die  Reihenfolge  hierbei  ohne  Einflufs  bleibt,  ist  leicht  einzusehen. 

Hat  man  insbesondere 
drei  nicht  in  einer  Ebene 
gelegene  Geschwindigkeiten 
AB,  AC,  AD  (Fig.  4)  zu- 
sanmienzusetzen,  so  kann 
man  zuerst  A B  xmd  AC  zu 
der  Parallelogramindiagonale 
AF,  dann  AF  mit  AD  zu 
AH  vereinigen.  Der  Punkt 
durchläuft  also  in  der  frag- 
lichen Zeit  die  Diagonale  des 
durch  ABCD  bestimmten  Parallelepipedons  (Parallelepipedon  der 
Geschwindigkeiten). 

Wir  brauchen  kaum  hervorzuheben,  dafs  man  sich  auch  umgekehrt 
eine  vorhandene  Geschwindigkeit  durch  mehrere  verschieden  gerichtete 
(Komponenten)  ersetzt  denken  kann.  Die  in  §  1,  2  gegebene  mathema- 
tische Darstellung  einer  Geschwindigkeit  durch  ihre  Komponenten  nach  den 
Koordinatenachsen  gewinnt  hierdurch  eine  physikalische  Bedeutung:  die 
drei  Komponenten  sind  thatsächlich  der  einfachen  Geschwin- 
digkeit äquivalent.  In  einem  unendlich  kleinen  Zeitteilchen  gelangt 
ein  materieller  Punkt  infolge  mehrerer  Einflüsse  dahin,  wohin  er  gelangt 
sein  würde,  wenn  diese  aufeinander  gefolgt  wären. 


Fig.  4. 
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6*  Die  Zusammensetzung  der  Geschwindigkeiten  überträgt  sich  un- 
mittelbar auf  Beschleunigangen,  also  auf  Kräfte;  nur  müssen  wir  uns  auf 
infinitesimale.Wegteile  beschränken.  Würde  die  eine  Kraft  den  materiellen 
Punkt  in  einer  sehr  kleinen  Zeit  von  ^  nach  B ,  die  andere  von  Ä  nach 
C  führen,  so  gelangt  er  nach  dem  Diagonalpunkte  D.  Die  Diagonale  be- 
stimmt also  nicht  nur  die  Richtung  der  resultierenden  Kraft,  sondern 
auch  ihre  Gröfse.  Die  Besultante  verhält  sich  zu  den  beiden  Einzelkräften 
wie  ADiÄB  :  ÄC.  Die  weitere  Zusammensetzimg  und  Zerlegung  ist  analog 
derjenigen  der  Geschwindigkeiten  (Parallelogramm  und  Parallelepi- 
pedon  der  Kräfte).  Die  analytischen  Komponenten  der  Beschleunigung 
(§  1,  6)  sind  auch  physikalisch  betrachtet  der  Gesamtbeschleunigung  äqui- 
valent.    Ejräfte  können  genau  wie  Beschleunigungen  zerlegt  werden. 

Fallen  insbesondere  die  Richtungen  zweier  Geschwindigkeiten  oder 
Beschleunigungen  in  dieselbe  Gerade,  so  sunmiieren  sie  sich,  falls  sie  den 
gleichen  Eichtungssinn  haben;  die  kleinere  ist  von  der  gröfseren  zu  sub- 
trahieren, falls  sie  entgegengesetzten  Eichtungssinn  haben. 

Man  bezeichnet  die  Erfahrungsthatsache,  dafs  sich  mehrere  Geschwin- 
digkeiten oder  Kräfte  in  der  besprochenen  Weise  vereinigen ,  ohne  sich  sonst 
zu  modifizieren,  auch  als  das  ünabhängigkeitsprinzip. 

7.  Wir  fassen  die  gewonnenen  Resultate  in  die  folgenden  Sätze  zu- 
sammen: 

a)  Ein  materieller  Punkt,  auf  den  keine  Kraft  einwirkt, 
bewegt  sich  mit  konstanter  Geschwindigkeit  in  gerader 
Linie  (Beharrungsgesetz). 

b)  Durch  eine  Kraft  wird  einem  materiellen  Punkte  eine 
Beschleunigung  erteilt,  welche  der  Kraft  direkt,  der 
Masse  des  Punktes  umgekehrt  proportional  ist. 

c)  Wirken  mehrere  Kräfte  und  eventuell  das  Beharrungs- 
vermögen auf  einen  Punkt  ein,  so  gelangt  er  innerhalb 
eines  infinitesimalen  Zeitteils  dahin,  wohin  sie  ihn  (bei 
beliebiger  Reihenfolge)  nacheinander  wirkend  geführt  hätten 
(ünabhängigkeitsprinzip). 

Wirken  auf  einen  materiellen  Punkt  x^  y^  z  mit  der  Masse  m  Kräfte 
ein,  deren  Komponenten  nach  den  Koordinatenachsen  Xj,  Y,,  Z^\  X^^  ^ti  ^t 
u.  s.  w.  sind,  die  wir  uns  resp.  zu  X,  Y ^  Z  vereinigt  denken  können,  so 
genügt  seine  Bewegung  den  Gleichxmgen: 

m  4' ?  =  J«:,  +  X,  + X 


(1) 


♦»  %  =  y.  +   ^2  + 5^ 

♦»  f/f  =  -^1  +  z«  H z. 


dt'- 
Die  GrÖfsen  X,  Y,  Z  können  von  den  jeweiligen  Koordinaten  des  Punktes 
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{x^  y-t  z\  seinen  Geschwindigkeitskomponenten,  der  Zeit  und  andern  Va- 
riabein abhängen. 

8.  Aus  Vorstehendem  gewinnen  wir  bereits  einen  Einblick  in  den 
mathematischen  Charakter  der  mechanischen  Untersuchungen.  Da  bei  der 
Mehrzahl  der  Probleme  die  wirkenden  Kräfte  gegeben  werden,  diese  aber 
Beschleunigungen  hervorrufen,  so  erscheinen  meistens  die  zu  lösenden  Auf- 
gaben in  Gestalt  von  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung.  Von 
der  Entwicklung  der  Theo  rie  der  letzteren  hängt  der  mathematische  Teil  der 
Mechanik  grofsenteils  ab.  Bei  der  Integration  dieser  Differentialgleichungen 
treten  doppelt  so  viele  Eonstanten  auf,  als  abhängige  Variabein  vorhanden 
sind;  diese  sind  zu  bestimmen  aus  den  sogenannten  Anfangsbedingungen, 
d.  h.  aus  der  Lage  und  Geschwindigkeit  der  bewegten  Punkte  im  Anfange 
der  zu  betrachtenden  Bewegung  oder  ähnlichen  Relationen. 

9.  Aufser  den  Gesetzen  von  7.,  die  wir  durchgebends  den  folgenden 
Untersuchxmgen  zu  Grunde  legen,  existiert  noch  ein  Weiteres,  von  dem 
wir  mitunter  abstrahieren  werden.  Schon  bei  unserem  Fundamental  ver- 
suche, mit  dem  wir  die  Theorie  der  Kräfte  einleiteten,  können  wir  be- 
merken ^  dafs  bei  der  Bemühung  das  Boot  in  Bewegung  zu  setzen  auch 
unser  Körper  in  Bewegung  versetzt  wird,  aber  in  umgekehrter  Bichtung. 
Weitere  Untersuchung  des  Gegenstandes  führt  zu  dem  Gesetze  von  Wir- 
kung und  Gegenwirkung:  Übt  einer  von  zwei  materiellen  Punkten 
eine  Kraftwirkung  auf  den  andern  aus,  so  geht  von  dem  zwei- 
ten eine  gleiche,  aber  entgegengesetzt  gerichtete  Wirkung  auf 
den  ersten  aus  (actio  par  est  reactioni).  Die  Beschleunigungen, 
welche  sich  die  Körper  gegenseitig  erteilen,  stehen  daher  im 
umgekehrten  Verhältnis  ihrer  Massen. 

10.  Wir  haben  es  bis  hierher  verschoben,  einen  der  ersten  Funda- 
mentalbegriffe der  Mechanik,  die  Zeit,  einer  eingehenderen  Besprechung 
zu  unterziehen,  und  ohne  Weiteres  angenonunen,  dafs  die  Zeit  eine  mefs- 
bare  Gröfse  sei.  Wie  dies  bei  so  vielen  Fundamentalbegriffen  der  Fall 
ist,  enthält  auch  dieser  mehr  Schwierigkeiten,  als  auf  den  ersten  Blick 
erscheint.  Wie  gelangen  wir  zu  einem  sicheren  und  ursprünglichen  Mafse 
der  Zeit?  Von  einem  direkten  Zusammenlegen  zweier  Zeitteilchen,  wie  man 
zwei  Strecken  behufs  Vergleichung  aufeinanderlegt,  kann  keine  Rede  sein, 
und  von  irgend  zwei  Vorgängen  kann  man  nicht  behaupten,  da£s  sie  gleiche 
Dauer  besäfsen,  wenn  man  nicht  vorher  schon  ein  Zeitmafs  besitzt;  es  hat 
also  den  Anschein,  dafs  man  sich  bei  den  Versuchen  der  Zeitmessung  immer 
im  Zirkel  bewegt  und  manche  Gelehrte  halten  es  für  unmöglich,  zu  einer 
solchen  mit  Sicherheit  zu  gelangen. 

In  Wirklichkeit  ist  die  Sache  so  verzweifelt  nicht.  Wir  besitzen  von 
Natur  eine  Empfindung  für  die  Länge  von  Zeitteilen  und  haben  hierdurch 
ein  zwar  ganz  rohes,  aber  doch  direktes  Mafs  der  Zeit;  auf  keine  andere 
Weise  gelangen  wir  zu  einem  solchen.  Es  ist  nur  unsere  Aufgabe,  von 
dieser  höchst  unvollkommenen  Messungsweise  ausgehend  zu  genaueren  fort- 
zuschreiten.   Hierzu  giebt  es  nun  freilich  keinen  direkten,  unfehlbar  sicheren 
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Weg.  Allein  dieser  ist  auch  bei  keiner  andern  Erkenntnis  vorhanden;  ge- 
wisse Gründe  der  Wahrscheinlichkeit  müssen  immer  in  Betracht  gezogen 
werden. 

Wir  können  etwa  das  folgende  Verfahren  wählen.  Die  unmittelbare 
Zeitempfindnng  genügt  zur  Erkenntnis,  dafs  ein  Pendel,  welches  z.  B.  eine 
Uhr  reguliert  und  durch  den  Mechanismus  der  letzteren  in  Gang  erhalten 
wird,  näherungsweise  isochrone  Schwingungen  ausführt;  auch  gelangen 
wir  auf  demselben  Wege  zur  Annahme,  dafs  ein  Tag  dem  andern  an  Dauer 
ziemlich  gleich  sei.  Es  liegt  nahe,  beide  Beobachtungen  zu  vergleichen. 
Finden  wir  nun,  dafs  während  einer  Beihe  von  Tagen  das  Pendel  zwischen 
je  zwei  Kulminationen  der  Sonne  nahezu  die  gleiche  Zahl  Schwingungen 
ausführt;  so  wird  unsere  Vermutung  des  Isochronismus  von  Pendel- 
schwingungen und  Tagen  fast  zur  Gewifsheit.  Allerdings  könnten  die 
Pendelschwingungen  und  ebenso  die  Tage  ganz  verschiedene  Dauer  haben, 
während  doch  jeder  Tag  dieselbe  Zahl  von  Pendelschwingungen  aufwiese.  Da 
aber  kein  innerer  Zusanmienhang  zwischen  Tageslänge  und  Schwingungs- 
dauer des  Pendels  ersichtlich  ist,  wäre  es  ein  höchst  auffallendes  und  un- 
wahrscheinliches Zusammentreffen,  dafs  bei  unregelmäfsiger  Dauer  der  Ein- 
zelvorgänge ein  solches  Zusammenstimmen  stattfinden  sollte.  Beobachtungen 
dieser  oder  ähnlicher  Art,  welche  fortgesetzt  verfeinert  werden  können, 
führen  zu  der  Annahme,  verschiedene  Vorgänge,  wie  die  eben  betrachteten, 
mit  der  höchsten  Wahrscheinlichkeit  als  isochron  anzunehmen.  Hat  man 
einmal  die  Überzeugung  gewonnen,  dafs  gewisse  kongruente  Vorgänge,  wie 
Pendelschwingungen,  immer  dieselbe  Zeit  in  Anspruch  nehmen,  so  bedart 
es  keiner  weiteren  Erörterung,  wie  man  dieselben  als  Hilfsmittel  zur  Ver- 
gleichung  von  Zeitteilen  benutzen  kann*). 

11«  Auch  der  Begriff  des  Baumes  kann  zu  mancherlei  Schwierig- 
keiten Veranlassung  geben;  indessen  dürfen  wir  von  diesen  meistens  vor- 
aussetzen, dafs  sie  bereits  in  der  Geometrie  zur  Besprechung  gelangen. 
Nur  ein  Punkt  bedarf  hier  einer  eingehenderen  Betrachtung,  den  wir  bis  jetzt 
aufser  acht  gelassen  haben. 

Alle  Ortsveränderungen,  welche  wir  betrachten,  sind  relativ,  nicht 
absolut.  Es  existiert  kein  Punkt  im  Weltall,  von  dem  wir  mit  Sicher- 
heit oder  nur  mit  einiger  Wahrscheinlichkeit  behaupten  könnten,  dafs  er 


*)  Wenn  Streintz  in  dem  oben  angeführten  Buche,  welches  zui  eingehen- 
deren Orientierung  über  die  Gegenstände  dieses  Paragraphen  besonders  geeignet 
ist,  es  mit  d'Alembert  und  Poisson  für  selbstverständlich  hält,  dafs  iden- 
tische Bewegungen,  wie  z.  B.  Pendelschwingungen,  auch  isochron  sind,  wodurch 
unmittelbar  ein  Zeitmafs  gegeben  wäre^  so  kann  sich  dem  der  Verfasser  nicht 
anschliefsen.  Wäre  z.  B.  die  Attraktionskraft  der  Erde  nicht  konstant,  sondern 
würde  sie  sich  von  Pendelschwingung  zu  Pendelschwingung  sprungweise  ändern, 
so  würden  geometrisch  kongruente  Schwingungen  verschiedene  Zeit  in  An- 
spruch nehmen.  Ohne  ein  schon  vorhandenes  Zeitmafs  ist  die  Identität  von  zwei 
Bewegungen  gar  nicht  zu  erkennen;  denn  erst  durch  Benutzung  eines  Zeitmafses 
läTst  sich  die  Kraft,  welche  die  Bewegung  hervorbringt,  als  unabhängig  von  der 
Zeit  nachweisen. 
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unbewegt  sei;  eS  ist  nicht  möglich,  im  Baume  ein  festes  Koordinatensystem 
aufzustellen,  auf  das  alle  Bewegungen  bezogen  werden.  Nur  die  gegen- 
seitigen Ortsänderungen  eines  Systems  von  Punkten  können  wir  konsta- 
tieren. Wir  fragen  nun:  wie  vertragen  sich  die  aufgestellten 
physikalischen  Grundgesetze  mit  der  blofsen  Relativität  der 
Bewegung? 

Nehmen  wir  an,  ein  Punkt  A  bewege  sich  mit  gleichbleibender  Ge- 
schwindigkeit in  einer  Geraden,  falls  ein  bestimmtes  Koordinatensystem  als 
fest  gedacht  wird.  Nun  möge  dieses  Koordinatensystem  selbst  sich  mit 
gleichförmiger  Geschwindigkeit  so  bewegen,  dafs  sämtliche  Punkte  des 
mit  ihm  fest  zusanmienhängenden  Baumteils  geradlinige,  untereinander  pa- 
rallele Bahnen  beschreiben.  Die  doppelte  Bewegung,  welche  so  Punkt  A 
erhält,  setzt  sich  nach  dem  Parallelogramm  der  Geschwindigkeiten  zu  einer 
einzigen,  wieder  geradlinigen  und  gleichfÖimigen  Bewegung  zusammen. 
Galt  also  das  Beharrungsgesetz  für  die  Ruhelage  des  Koordinatensystems, 
so  bleibt  es  auch  für  die  beschriebene  Bewegung  desselben  bestehen.  Damit 
erfahren  aber  auch  die  Gesetze  über  die  Wirkungsweise  der  Kräfte  keine 
Änderung. 

Ganz  anders  wird  die  Sache,  wenn  wir  dem  Koordinatensystem  eine 
andere  Bewegung  (z.  B.  eine  ungleich  schnelle  und  eine  ungleich  gerichtete 
Verschiebung  oder  eine  Drehung)  beilegen.  Dann  verlieren  das  Beharmngs- 
gesetz  und  damit  auch  die  übrigen  Bewegungsgesetze  ihre  Gültigkeit  voll- 
kommen. Wollen  wir  also  die  aufgestellten  physikalischen  Bewegungs- 
gesetze beibehalten,  so  müssen  wir  die  Hypothese  zufügen,  dafs  das  als 
fest  angenommene  Eaumsystem  absolut  betrachtet  keine  andere 
Bewegung  besitzt,  als  eine  gleichförmig  schnelle  Parallelver- 
schiebung*). 

12.  Die  mefsbaren  Gröfsen,  welche  in  der  Mechanik  auftreten,  lassen 
sich  alle  auf  drei  ElementargröFsen  reduzieren,  welche  untereinander  nicht 
vergleichbar  sind:  Länge**),  Zeit  und  Masse.  Behufs  Messung  dieser 
Gröfsen  müssen  willkürliche  Einheiten  angenommen  werden;  je  nach 
Wahl  derselben  kann  ein  und  derselbe  Ausdruck  durch  sehr  verschiedene 
Zahlenwerte  dargestellt  werden.  Die  gebräuchlichsten  Einheiten  sind  gegen- 
wärtig: Zentimeter,  Sekunde  (mittlerer  Sonnenzeit)  und  Gramm- 
masse, oder  auch  Meter,  Sekunde  und  Kilogrammmasse.    Für  unsere 


*)  In  sehr  anregender  Weise  werden  die  hier  zuletzt  erörterten  Fragen  in 
der  Schrift  von  C.  Nenmann,  Über  die  Prinzipien  der  Galilei-Newton- 
sehen  Theorie,  Leipzig  1870,  behandelt.  Streintz  (a.  a.  0.)  hält  schon  die 
Hypothese  eines  absolut  festen  Bezugssystems  für  unzulässig  und  spricht  das 
Beharrungsgesetz  nur  für  die  gegenseitige  Bewegung  zweier  materiellen  Punkte 
aus,  welche  beide  keiner  Eraftwirkung  unterliegen.  Allein  jene  Hypothese  wird 
von  ihm  doch  schon  implizite  gemacht,  wenn  er  die  physikalische  Nachweia- 
barkeit  einer  Drehung  darthut;  ohne  festes  Bezugssystem  ist  eine  absolute 
Drehung  kein  mathematisch  bestimmter  Begriff. 

**)  Alle  übrigen  geometrischen  Gröfsen  lassen  sich  durch  Längen  dar- 
stellen. 
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theoretischen  Untersuchungen  kommen  diese  Festsetzungen  nicht  in  Betracht; 
dagegen  werden  wir  hei  den  Anwendungen  die  Einheiten  immer  angehen. 

Wichtiger  für  uns  ist  die  Frage:  in  welcher  Art  hangt  ein  Aus- 
druck von  den  drei  Elementargröfsen  ah,  und  wie  ändert  er  sich 
demgemäfs,  wenn  die  Einheiten  geändert  werden? 

Wir  sagen,  ein  Ausdruck  sei  in  seinen  Variaheln  homogen  und  von 
der  k^^  Dimension,  wenn  er  nach  Multiplikation  sämtlicher  Variaheln 
mit  einer  beliehigen  Gröfse  n  in  das  w*-fache  seines  früheren  Wertes 
übergeht.  Auf  dem  Gebiete  der  Mechanik  können  nur  Ausdrücke, 
welche  in  den  Längengröfsen,  Zeitgröfsen  und  Massengröfsen 
einzeln  genommen  homogen  und  von  gleicher  Dimension  sind, 
in  derselben  Gleichung  auftreten.  Andernfalls  würden  Änderungen 
der  Einheiten  den  Inhalt  der  Gleichung  beeinflussen. 

Um  anzugeben,  dafs  ein  Ausdruck  in  den  Längengröfsen,  den  Zeit- 
gröfsen und  den  Massengröfsen  resp.  von  den  Dimensionen  A^^,  A;^,  k^  sei, 
legen  wir  ihm  das  Symbol 

(2)  i*»  ^»  fn*» 

bei,  indem  wir  Länge,  Zeit  und  Masse  durch  7,  f,  m  bezeichnen.  Werden 
die  drei  Mafseinheiten  resp.  durch  ihr  «j,  n.^,  «j-faches  ersetzt,  so  nimmt 
ein  Ausdruck  (2)  den  »/'»,  w^**,  nj*»*®** /Teil  seines  früheren  Wertes  an. 

Den  bisher  eingeführten  zusammengesetzten  Ausdrücken  kommen  fol- 
gende Dimensionen  zu: 

Geschwindigkeit:  i^"~^, 
Beschleunigung:  lir^  ^ 
Kraft:  If-^m. 

Dies  leuchtet  ein,  wenn  man  die  Einheiten  dieser  drei  Gröfsen  folgender- 
mafsen  definiert: 

Die  Einheit  der  Geschwindigkeit  ist  diejenige  Geschwindig- 
keit, bei  welcher  ein  Punkt  in  der  Zeiteinheit  die  Längeneinheit 
zurücklegt. 

Die  Einheit  der  Beschleunigung  ist  diejenige  Beschleu- 
nigung, bei  weicher  die  Geschwindigkeit  in  der  Zeiteinheit  um 
die  Geschwindigkeitseinheit  zunimmt. 

Die  Einheit  der  Kraft  ist  diejenige  Kraft,  welche  der  Mas- 
seneinheit die  Einheit  der  Beschleunigung  erteilt. 

13.  Man  kann  zwei  Bewegungsvorgänge  als  ähnlich  bezeichnen,  wenn 
die  sie  bestimmenden  Gleichungen  identisch  werden,  nachdem  man  die  drei 
Einheiten  für  eine  der  Bewegungen  geeignet  geändert  hat.  Nimmt  man 
z.  B.  entsprechende  Zeiten  und  Massen  bei  beiden  Bewegungen  ala  über- 
einstimmend an,  giebt  aber  der  einen  A;-fach  gröfsere  Längendimensionen  wie 
der  anderen,  so  müssen  Geschwindigkeiten,  Beschleujiigungen  und  Kräfte 
bei  der  ersteren  /r-mal   so   grofs  genommen   werden  wie  bei  der  zweiten. 

14*  Wenn  sich  die  Kräfte,  welche  auf  ein  System  materieller  Punkte 
einwirken,  gegenseitig  zerstören,  so  sagt  man,  das  System  befinde  sich  im 

Bauseuberger,  analyt.  Mechanik.   I.  2 
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Gleichgewicht;  die  Punkte  bewegen  sich  dann  lediglich  nach  dem  Be- 
hamingsgesetze  geradlinig  mit  gleichbleibender  Geschwindigkeit. 

Der  Teil  der  Mechanik,  welcher  die  Bewegungen  rein  mathematisch, 
ohne  Rücksicht  auf  die  verursachenden  Kräfte  behandelt,  heifst  Kine- 
matik oder  Phoronomie.  Die  Lehre  vom  Gleichgewicht  heifst  Statik; 
die  Lehre  von  der  Bewegung,  welche  durch  Kräfte,  die  sich  nicht  zerstören, 
zu  Stande  gebracht  wird,  heifst  Dynamik.  Wir  werden  nicht,  wie  dies  oft 
geschieht,  unsere  Darstellung  der  Mechanik  in  diese  drei  Teile  zerlegen,  da 
hierdurch  zu  häufig  Gleichartiges  getrennt,  ungleichartiges  vereinigt  wird. 
Nur  in  einzelnen  Abschnitten  wird  sich  diese  Einteilung  geltend  machen. 

§3. 

Bewegung  eines  materiellen  Punktes  infolge  einer  konstanten 

und  gleichgerichteten  Kraft, 

!•  Die  einfachste  Art  einer  Kraft  ist  die  konstante,  gleichgerichtete 
Kraft;  die  Bewegung  materieller  Punkte  im  luftleeren  Baume  infolge  der 
Anziehungskraft  der  Erde  bietet  das  nächstliegende,  bekanntlich  von  Ga- 
lilei behandelte  Beispiel  hierfür;  es  mufs  nur  vorausgesetzt  werden,  dafs 
die  Bewegung  auf  einem  so  engen  Baume  vor  sich  geht,  dafs  innerhalb 
desselben  die  Attraktion  als  gleichgrofs  und  gleichgerichtet  angesehen  wer- 
den kann.  Die  Erde  zieht  nach  dem  später  zu  erörternden  Newton 'sehen 
Attraktionsgesetze  verschiedene  Körper  mit  einer  Kraft  an,  die  ihrer  Masse 
proportional  ist;  da  indessen  nach  dem  Vorhergehenden  die  Beschleunigung 
der  Masse  umgekehrt  proportional  ist,  so  hebt  sich  die  Masse  ganz  heraus 
und  die  Bewegung  erscheint  von  ihr  vollständig  unabhängig. 

2.  Die  Bewegung  geht  offenbar  in  einer  Ebene  vor  sich,  nämlich  in 
derjenigen,  welche  der  Richtung  der  Attraktion  parallel  ist  und  in  der  ein 
willkürlich  gegebenes  Bahnelement  liegt.  Stellen  wir  die  ar- Achse  vertikal, 
die  positive  Seite  nach  oben  gerichtet,  die  ^- Achse  horizontal  und  be- 
zeichnen wir  die  in  Metern  ausgedrückte  Beschleunigung'*'),  welche  die 
Schwerkraft  dem  materiellen  Punkte  in  einer  Sekunde  erteilt,  mit  </,  so 
haben  wir,  weil  die  Schwere  die  Koordinate  x  zu  verkleinem  strebt: 

Die  erste  Integration  giebt: 

die  beiden  Konstanten  c  und  C  sind  die  Komponenten  der  Geschwindig* 
keit,  welche  der  materielle  Punkt  zur  Zeit  t  «^  0  besitzt,  wie  man  durch 
Einsetzen  dieses  Wertes  erkennt.     Die  zweite  Integration  liefert 


*)  Für  Berlin  ist  g  =»  9,81278,  für  Paris  g  «=  9,80896;  g  hat  aU  Beschleu- 
nigung die  Dimension  lt~^. 
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(3)  a:  =  -^  +  ct  +  c„     y  u=.  Ct  ■{- C^-, 

die  Konstanten  q  und  C^  sind  die  Koordinaten  des  Punktes  zur  Zeit  /  =  0. 
Wir  können  also  den  Ort  des  Punktes,  sowie  Gröfse  und  Richtung  der 
Geschwindigkeit  fttr  eine  beliebige  Zeit  f  =  0  willkürlich  festsetzen. 

3.  Nehmen  wir  den  Ausgangspunkt  der  Bewegung  (zur  Zeit  t  =  Qi) 
zum  Anfangspunkt  der  Koordinaten  und  setzen  fest,  dafs  zu  dieser  Zeit 
der  Punkt  sich  in  Buhe  befinde,  dafs  also 

c  =  0,    C  =  0,    Cj  =  0 

sei,  so  haben  wir  für  den  freien  Fall 

(4)  X -g-,        -j^^f 9t, 

WO  sich  die  Minuszeichen  aus  der  Wahl  der  Anfangsrichtung  erklären. 
Die  Geschwindigkeit  wächst  also  hier  proportional  der  Zeit,  der  zurück- 
gelegte Weg  proportional  dem  Quadrate  derselben.  Durch  Elimination  von 
t  aus  den  Gleichungen  (4)  finden  wir  noch: 

(5)  x=  —  ~         und         t7  =  y— 2^«. 

Aus  der  ersten  dieser  Formeln  können  wir  den  Ort,  an  welchem  eine  ge- 
wisse Geschwindigkeit  stattfindet,  berechnen,  aus  der  zweiten  die  Geschwin- 
digkeit an  jeder  Stelle  des  Weges;  da  nur  negative  x  auftreten,  so  bleibt 

der  Wert  von  }/ —  2gx  reell.  Das  Vorzeichen  der  Wurzel  ist  hier,  wie 
aus  der  Natur  der  vorliegenden  Bewegung  hervorgeht,  negativ  zu  nehmen. 

4.  Nehmen  wir  an,  dafs  eine  Anfangsgeschwindigkeit  in  der  Rich- 
tung der  ^- Achse  vorhanden  sei,  so  haben  wir 

(5a)  a;  =  — ^  +  c<,  -—^v^^—gi  +  c. 

Ist  die  Anfangsgeschwindigkeit  nach  unten  gerichtet,  also  c  <0,  so  geht 
die  Bewegung  immer  abwärts.     Im   umgekehrten  Falle,   also   fttr  r>0, 

ist  die  Geschwindigkeit  positiv,  bis  —  gt  -\^  c  =  0  oder  t  =       geworden 

ist;  dann  wird  sie  negativ.  Der  materielle  Punkt  steigt  zuerst  aufwärts, 
dann  wieder  abwärts.     Man  berechnet  femer  durch  Elimination  von  t 

g« ^t 

(6)  X  =  —  oder     v^  ^^  (^  —  2gx] 

der  absolute  Betrag  von  v  ist  also  derselbe,  wenn  x  dasselbe  ist.  Der 
materielle  Punkt  hat  demnach  bei  dem  Aufsteigen  wie  bei  dem  Absteigen 
in  demselben  Punkte  gleiche  absolute  Geschwindigkeit. 

Die  höchste  erreichte  Höhe  h  für  c  >  0  erhält  man ,  indem  man  in 

(6)  V  =  0  einsetzt;  man  findet 

(7)  h=  2^      oder     (?=2gh, 

2* 
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so  dafs  die  Wurfhöhe  dem  Quadrate  der  Anfangsgeschwindigkeit  propor- 
tional ist. 

5,  Wir  wollen  nun  die  Bewegung  eines  materiellen  Punktes  unter- 
suchen, welcher  bei  Beginn  derselben  eine  irgendwie  gerichtete  Anfiangs- 
geschwindigkeit  besitzt.  Eine  solche  Bewegung  tritt  z.  B.  auf,  wenn  wir 
einen  Stein  in  schräger  Richtung  in  die  Höhe  werfen  oder  eine  Kugel  aus 
einem  Geschütz  in  einer  solchen  Richtung  abschiefsen  *)^  vorausgesetzt,  dafs 
dies  im  luftleeren  Baume  geschieht.  Sei  die  erteilte  Anfangsgeschwindig- 
keit Vq  und  sei  a  der  spitze  Winkel  zwischen  ihrer  Richtung  und  der  posi- 
tiven y-Achse  (der  Elevationswinkel),  und  gehe  endlich  die  Be- 
wegimg wieder  vom  Anfangspunkte  der  Koordinaten  aus,  so  hat  man  in  (3) 

c,  =  (7,  =  0 ,     c  =  Vq  sin  a ,     C  =  Vq  cos  a 

und  man  erhält 

(8)  a;  =  —   ~  fi  -{-  VQsin  a  .t^     y  =  Vq  cos  a  .  < . 
Eliminirt  man  hieraus  f,  so  ergiebt  sich  die  Gleichung  der  Bahnkurve: 

(9)  ^  =  -  -^    r^^  +  2/  tg  a. 

^     ^  2t?o'  008*«       '     ^     ^ 

Die  Bahn  ist  also  eine  Parabel,  deren  Hauptachse  parallel  der  o-- Achse 
ist.  Den  Scheitel  der  Parabel  erreicht  der  Punkt  in  dem  Augenblicke,  in 
welchem  die  senkrechte  Komponente  der  Geschwindigkeit  zu  Null  wird, 
d.  h.  ftlr 

Vq  sin  et  =  gt  ^ 

also  für 

V..  sin  a 


(10)  t  =  --»- 

das  entsprechende  y  ist 

(11)  y-^^- 

Für  den  Punkt,  in  welchem  der  materielle  Punkt  die  y- Achse  zum  zweiten 
Male  erreicht,  haben  wir  aus  (9) 

(12)  2/  =  -^  sin  2a. 

Wir  ersehen  aus  (ll)  und  (12),  dafs  der  höchste  Punkt  in  der  Mitte  der 
Bahn  erreicht  wird. 

Aus  (10)  folgt  weiter,  dafs  wir  den  materiellen  Punkt  dann  am  wei- 
testen wegschleudem  können,  wenn  wir  sin  2a  zu  einem  Maximum,  d.  h. 
a  ^  45^  machen. 


"*)  Natürlich  nur  insoweit,  als  diese  Körper  durch  einen  materiellen  Punkt 
ersetzt  werden  können. 
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Wir  wollen  endlich  noch  die  folgende  Aufgabe  stellen:  Welchen  Ele- 
yationswinkel  a  müssen  wir  bei  gegebenem  Vq  einem  Geschütze  geben,  nm 
einen  Punkt,  dessen  Koordinaten  x^  y  sind,  zu  treffen?  Wir  lösen  dazu 
einfach  die  Gleichung  (9)  nach  et  auf  und  erhalten: 

(13)  tg  «  =  ^  ±  -^  i/V^^a^x^o»  -  g'y* . 

Aus  dem  doppelten  Vorzeichen  der  Wurzel  ersehen  wir,  dafs  zwei  Winkel 
unseren  Anforderungen  genügen.  Welche  Punkte  nur  auf  eine  Weise, 
welche  gar  nicht  erreicht  werden  können,  läfst  sich  leicht  aus  (13)  er- 
kennen. —  Ist  speziell  o;  =  0 ,  d.  h.  liegen  der  Anfangs-  und  Endpunkt 
der  Bahn  in  gleicher  Höhe,  so  sind  die  beiden  Werte  von  tg  a  zueinander 
reciprok,  d.  h.  die  beiden  Werte  von  et  sind  komplementär.  Man 
unterscheidet  in  der  Ballistik  den  Kernschufs,  welcher  das  Ziel  unter 
Anwendung  des  kleineren  Elevationswinkels  erreicht,  von  dem  Bomben- 
schufs,  bei  welchem  der  gröfsore  Elevationswinkel  benutzt  wird. 

Wir  haben  die  Bewegung  unter  dem  Einflüsse  einer  konstanten,  gleich- 
gerichteten Kraft  an  dem  praktisch  wichtigsten  Beispiele  erörtert;  es 
braucht  nicht  angegeben  zu  werden,  wie  die  gefundenen  Resultate  zu  ver- 
allgemeinern sind. 

§  4. 
Dieselbe  Bewegung  im  widerstehenden  Mittel. 

1.  Findet  die  Fall-  und  Wurfbewegung  in  einem  widerstehenden 
Mittel,  z.  B.  in  der  Luft  statt,  so  tritt  erfahrungsmftfsig  aufser  der  Schwer- 
kraft eine  weitere  Kraft  in  Wirkung,  welche  lediglich  von  der  augenblick- 
lichen Geschwindigkeit  abhängt  (wenn  nicht  auch  noch  auf  die  Gestalt  des 
Körpers  Bücksicht  zu  nehmen  ist)  und^  deren  absoluten  Betrag  zu  ver- 
ringern strebt;  man  nennt  sie  den  Luftwiderstand*).  Die  Berechnung 
desselben  ist  eigentlich  ein  Problem  der  Aerodynamik,  doch  begnügen  wir 
uns  hier  mit  erfahrungsmäfsigen  Daten.  Diesen  gemäfs  ist  der  Luftwider- 
stand ungeföhr  dem  Quadrate  der  Geschwindigkeit  proportional;  wir  setzen 
für  ihn  kv^y  wo  k  eine  positive  Konstante  ist,  welche  der  Dichtigkeit  der 
Luft  direkt  und  der  Masse  des  materiellen  Punktes  umgekehrt  proportional 
ist.  Denkt  man  sich  an  Stelle  des  Punktes  eine  Kugel,  so  ist  k  deren 
Oberfläche  direkt  proportional;  im  übrigen  ist  k  durch  Versuche  zu  be- 
stimmen. 

Wir  betrachten  zunächst  den  Fall,  dafs  keine  seitliche  Geschwindig- 
keit vorhanden  ist;  auch  müssen  wir  die  absteigende  Bewegung  von  der 
aufsteigenden  trennen,   da  der  Luftwiderstand  nicht  eine  Kraft  von  kon- 


*)  Mit  dem  Einflüsse  des  Luftwiderstandes  beschäftigt  sich  bereits  Newton 
in  den  Philosophiae  naturalis  principia  mathematica;  weitere  ünter- 
snchnngpen  über  die  hier  bebandelten  Probleme  verdankt  man  Job.  und  Nie. 
Bernoulli,  Enler,  Legendre    Goriolis,  Jacobi  u.  A. 
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stanter  Richtung,   sondern   immer  der  Bichtnng  der  Bewegung  entgegen- 
gesetzt ist,  so  dafs  in  beiden  Fällen  die  Gleichung  eine  andere  wird. 
2.    Im  Falle  der  absteigenden  Bewegung  haben  wir 

(1)  jg-  =  _,  +  *.« 


oder,  da 


dx 
'dt 


(2)  dt O  +  ^v"      oder      dt  =  — ^-_^  ^^, , 

also 

(3)  t  +  c — Wlo« 


2]/^*      ^/9_ 


V 


Hieraus  folgt 


y^c  +  v 


(4)  -^4    —  =  c- « '^s'*  (' + ') 

Vi-' 

also 

^  f    ^        dt          V    k    g-av^(r  +  c)  _|.  1         r    Ä;    g- Vy* (<  +  c)  ^_  ^V^* « +  c) ' 
Die  weitere  Integration  giebt,  wie  durch  Differentation  zu  verifizieren, 
(6)  X y  log  [e~»^*('  +  <^)  +  c^^*^'^^')]  +  C. 

3,     Soll  für  ^  =  0  auch  x  «=  0  und  t;  =  0  sein,  so  hat  man  aus  (5) 

1  =  e-av'^-^ 

also 

c  =  0 
und  aus  (6) 

C=y  log[e-'^^~*<^+  eV'^-^]  =  -]^-log  2; 
damit  wird 


(7)         «-n^ 


^-l/y'*.<  ^  e^*'' 


W  x  =  -  -iT  log V - 


*)  Unter  log  verstehen  wir  überall  den  natürlichen  Logarithmus.  —  Es 
ist  stets  —  9  '^'  kv^  <C  0 1  da  sonst  eine  nach  aufwärts  gehende  Beschleanigaag 
eintreten  würde. 
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Ist  dagegen  eine  abwärtsgehende  Anfangsgeschwindigkeit  Vq  vorhanden, 


so  ist 


V 


i+'- 


fr-2cygk 


also 


(9) 


nnd 


(10) 


c  = —-  log 


+  % 


Vi-*. 


C  =o  -'    log 


+ 


l/f-«« 


+  ». 


Aus  (5)  ersieht  man,  dafs  für  ein  ins  unendliche  wachsendes  t  sich  v 

einem  Maximalwerte  —  y^  i^bi^>  ^^  welchen  Schwerkraft  nnd  Luft- 
widerstand sich  die  Wage  halten;  die  Beschleunigong  wird  dabei  immer 
kleiner. 

4.    Ist  eine  aufwärts  gerichtete  Anfangsgeschwindigkeit  vorhanden, 
so  hat  man  ftlr  den  aufsteigenden  Teil  des  Weges 


(11) 

d^x         dv                      ,   « 
dt^         dt             ^       *^' 

also 

(12) 

^*  "^                  1     Tai 

9  +  kv*^ 

woraus 

* 

(13) 

'  +  '—     y-gk'^'^yg' 

oder 

(14) 


---a-f--Vl^W^i'  +  '^)\ 


folgt.     Weiter  ist 

(15)  x  +  C=~\og  cos  [Ygh{t  +  c)] 

Ist  flir  i  =  0  «7  =  Vq  und  o;  =  0 ,  so  haben  wir 

(16)  c=3-pi^arctg|/|-»o, 


V 
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(17)  ^  =  i"  ^^S  cos  arctg  ]/—  ^o  =  j  log  ~7^'^ 

y      V 

Für  den  höchsten  Punkt,  bis  zu  welchem  der  Körper  aufsteigt,  haben 
wir  v  =  0  zu  setzen;  dann  ist 

woraus  man  für  die  Steighöhe  h  findet 

(18)  Ä=-C=2Vlog(l+*J^). 

Fällt  nun  der  Körper,  nachdem  er  diese  Höhe  erreicht  hat,  wieder  ab- 
wärts, bis  er  zur  ursprünglichen  Stelle  zurückkommt,  so  ist  die  Zeit  f|, 
welche  er  dazu  braucht,  und  die  Geschwindigkeit  t^j,  welche  er  dabei  er- 
langt, nach  (8)  und  (7)  durch 

(19)  A  =  I  log  * P 


und 


(20)  ..  ==  Vi  «- 


bestinmit.     Durch    Elimination    von    t^    aus    diesen    beiden    Gleichungen 
findet  man 


^1 


und  durch  Einsetzen  des  Wertes  fdr  h  aus  (18) 


(21) 


..__yzi/i_r-(-'-?)— 1/|V.- 


1  +  5V 


--'-V: 


9 


9  +  ^^0* 
Es  ist  hiemach 

(22)  -  t;,  <  1^0 . 

Während  also  der  in  die  Höhe  geworfene  Körper  auf  dem  Rückwege  an 
jeder  Stelle  die  gleiche  Geschwindigkeit  erreicht  wie  beim  Hinwege,  wenn 
kein  Luftwiderstand  stattfindet,  wird  infolge  des  letzteren  die  Geschwindig- 
keit bei  der  Rückkehr  geringer  als  beim  Aufsteigen. 

5.     Wir  wollen   bei   dieser  Gelegenheit   die  Bewegung  untersuchen, 
die  ein  materieller  Punkt,   auf  den  keine  Kraft  wirkt,  infolge  des  Luft- 
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Widerstandes  ausführt.     Ist  die  Anfangsgeschwindigkeit  Vq  in  der  Richtung 
der  positiven  x- Achse  vorhanden,  so  haben  wir: 


(23)        r; -?*--*«'''  <^'= 

dv 
kv^ 

woraus  sich 

'+«-*V 

oder,  da  v  =^  Vq  für  ^  =  0  ist, 

kv        kv^ 

oder 

r^i^                                n  -  ^"^  —      ^ 

^"'^                                       '        <^'        kt+' 

^0 

ergiebt.     Hieraus    folgt  schliefslich,   wenn  o?  ==  0   für  ^  =  0   genommen 
wird, 

(25)  X-  ;-log(*<+^). 

Der  Körper  kommt  also  nie  zur  Buhe,  obgleich  seine  Geschwindig- 
keit beständig  und  unter  jede  Grenze  abnimmt;  er  legt  mit  der  Zeit  einen 
unendlich  grofsen  Weg  zurück. 

6.  Wäre  das  Gesetz  des  Luftwiderstandes  ein  anderes,  so  würden 
sich  die  behandelten  Aufgaben  trotzdem  durch  blofse  Quadraturen  lösen 
lassen.  In  jedem  Falle  hätte  man  nämlich,  wenn  f  irgend  eine  Funktion 
bezeichnet: 

(2«)  ^-S-^(''). 

also 

(27)  t^f^^^Fiv). 

d  X 

Berechnet  man  hieraus   ^  **  jT  =  9  (0  j  ^^  ^**  ^^^'^ 

(28)  x^fq)(t)dt 

7.  Geht  die  Bewegung  durch  die  Schwere  nicht  in  einer  Geraden 
vor  sich,  so  läfst  sie  sich  leicht  für  den  Fall  verfolgen,  dafs  der  Luftwider- 
stand der  Geschwindigkeit  proportional  ist.     Wir  haben 

w         «?  - 

und,  da 

dx 

d8~ 

so  folgen 


9 

kv 

dx 
ds' 

d'y 

dt* 

f 

— 

kt 

ds 

c  dt 
t  ds 

1 

V 

dx 
~di 

und 

dy 
ds 

1 

V 

dt' 
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^""^^  dt*  ^      ^dt^    dF ^di' 

zwei  Gleichungen,  die  sich  getrennt  behandeln  lassen.    Sei  -3-  =  m,  so  ist 

/IE  » 


folglich 


woraus 


-37  =  —  <7  —  Äw,     also     d<  = i-r-, 

<  +  c  =  —  -^  log  (^  +  Äw) , 


—  ^  —  C-*<^  +  ">  —  ff 

^  ~  d*  ~  Ä 


und  endlich 


folgt. 

Nehmen  wir  f^  =  0 ,  so  geht  die  Differentialgleichung  für  x  bis  auf 
die  Bezeichnung  in  diejenige  für  y  über;  dahet  haben  wir 


» j^e-*('+''>+C,. 


Ist  der  Ausgangspunkt  für  <  =  0  der  Nullpunkt,  die  Anfangsgeschwindig- 
keit v^y  der  Elevationswinkel  a,  so  haben  wir 

c  =  —  y  log  (g  +  ÄVo  sin  a) ,       C  =  p-  (<;  +  kv^  sin  a)  , 

c,  =  —  y  log  (ÄVo  cos  a),  C^  =  ?o_co?_?. 

Somit  vm-d 

ff  +  hv.  Bin  tt  .  ff« 

(31)  1  *'  ^         ^        *' 


Bemerkenswert  ist,   dafs  hier  y  nicht  wie  bei  widerstandsloser  Bewegung 

CO 

~k 


ins    Unendliche    wachsen    kann,    sondern    nur    den   Maximalwert   -— ,;  — 


asymptotisch  erreicht. 

8.  Um  endlich  auch  dieselbe  Bewegung  unter  der  Voraussetzung 
zu  behandeln,  dafs  der  Luftwiderstand  dem  Quadrate  der  Geschwindig- 
keit proportional  ist,  zerlegen  wir  die  wirkenden  Kräfte  in  zwei  Kompo- 
nenten, von  denen  die  eine  der  ^- Achse  parallel,  also  von  der  Schwerkraft 
frei  ist,  die  andere  in  die  Richtung  der  Normalen  der  Bahn  fällt,  also 
Tom  Luftwiderstände  nicht  abhängt.  Ist  a  der  Winkel,  welchen  die  Bahn- 
richtung mit  der  positiv  gerichteten  y- Achse  bildet,  so  haben  wir 

(32)  j^=  —  kv^cosa. 
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Da  ferner    ,^  =  r  cos  a  ist,  so  wird  aus  (32) 

d  (v  cos  a)  -    4. 

— i— — — i  =  —  Ät;'  cos  a 
dt 

oder 

(33)  l<^^21fi^  ==  -  Ä»d<  =  -  Äd.. 

^      ^  v  cos  a 

Die   Komponente   nach   der  Bahnnormalen   ist  —  g  cos  a\  dieselbe   ist  in 
der  Bichtnng  des  Krümmungsradius,  also  offenbar  immer  nach  der  unteren 

Seite  der  Kurve  gerichtet.     Sie  ist  nach  §  1,  (13)  der  Gröfse  — ,   worin 

Q  den  Krünunungshalbmesser  bezeichnet,  gleichzusetzen.     Hiemach  erhalten 

wir,  wenn  noch,  =  1-:  gesetzt  wird»), 

(34)  ^  cos  of  =  —  t;^  ^"  • 

Gleichung  (33)  giebt  durch  Integration 

(35)  log  (v  cos  a)  =  —  ÄÄ  -f-  c. 

Bezeichnen  «^  und  Vq  die  Anfangswerte  von  a  und  v  für  i  =  0,  s  =  0, 
so  folgt 

log  {vq  cos  «o)  =  ^  1 
also 

.        V  cos  a  - 

®  l7o  cos  a<> 

oder 

(36)  t;  cos  a  =  J:  =  Vq  cos  «q  r"  ** . 

Den    hieraus    folgenden    Wert    von    v    setzen    wir    in   (34)   ein   und   er- 
halten 

Vo^  C08*0o «■"***  da 

flf  cos  a  =  — i- j- 

^  cos'a  äs 

oder 

(37)  ^« ^-/-d., 

cos'«         Vq^  cos*  Ofo        ' 
somit  durch  Integration 

(38)  ""."  +  log  tg  (  J  +  ^)  =  ^V  -  +  C. 

^     ^  cos'«    '        ®    ^  \4     '     2/         ifct;«*  C08'«ft    ' 


*)  Man  beachte,  dafs  wir  die  Winkel,  wie  allgemein  in  der  höheren  Mathe- 
matik üblich,  durch  den  entsprecfaenden  Bogen  mit  dem  Radius  1  ersetzt  denken. 
da  ist  daher  sin  da  gleichwertig,  und  die  Richtigkeit  dei*  Gleichnng 

^  sin  (2a  =»  d9 

erhellt  unmittelbar. 
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Die  Konstante  bestimmt  sich  durch  Einsetzen  von  s  =  0,  a  =  «^  in 
etwas  umständlicher  Form.  Die  Gleichung  liefert  den  Bogen  5,  falls  c 
gegeben  ist. 

Will  man  x  und  y  in  die  Gleichung  bringen,  so  benutzt  man 

dy  =  ds  cos  « 

und  erhält  aus  (37) 

^  g  cos'a 

oder,  wenn  man  mittels  (38)  die  ExponentialgrÖfse  beseitigt, 

(39)  dy  = ^"^  = . 

k  [sin  a  -f  cos"«  log  tg  ( —  +  —1  —  C  cos*« 

Da 

(40)  dx  =  igady 
ist,  so  erhalten  wir 

(41)  dx^-= __^« 


k  I  sin  «  +  cos*  «  log  tg  ( — -  +  ^ )  —  C^  cos* « 


Durch  Quadratur  werden  x  und  y  gefunden. 

Beide  Koordinaten  drücken  sich  als  Funktionen  von  a  aus;  man  kann 
denmach  für  beliebig  viele  a  x  und  y  berechnen  und  so  die  Bahnkurve 
Punkt  für  Punkt  konstruieren.  Man  erhält  eine  Kurve,  deren  Kulmina- 
tionspunkt jenseit  der  Mitte  der  Wurfweite  liegt  und  welche  eine  zur 
rr-Achse  parallele  Asymptote  besitzt. 

Die  Berechnung  der  Geschwindigkeit  für  einen  Punkt  der  Bahn  bietet 
keine  Schwierigkeit. 

§  5. 

Arbeit  und  lebendige  Kraft. 

!•  Die  Resultate  von  §  3  setzen  uns  in  den  Stand  einige  Begriffe 
einzufdhren,  welche  in  der  Folge  eine  grofse  Bolle  spielen  werden:  die 
Begriffe  der  Arbeit  und  der  lebendigen  Kraft.  Trotz  ihrer  Einfach- 
heit gaben  dieselben  von  jeher  zu  grofser  Verwirrung  und  Unklarheit  Ver- 
anlassimg, und  es  mufs  ausgesprochen  werden,  dafs  diese  Mängel  aus 
neueren  Darstellungen  noch  keineswegs  überall  gewichen  sind.  Es  ist  sehr 
bedenklich,  wenn  man  Begriffen,  welchen  das  gewöhnliche  Leben  eine, 
wenn  auch  nicht  gerade  präzis  formulierte,  Bedeutung  gegeben  hat,  bei 
wissenschaftlichen  Untersuchungen  willkürlich  eine  davon  verschiedene  bei- 
legt; zum  mindesten  ist  in  einem  solchen  Falle  zu  verlangen,  dafs  die 
abweichende  Auffassung  klar  ausgesprochen  wird. 

2.     Unzweifelhaft  verbindet  .auch  der  nicht  mathematisch  Gebildete 
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mit  dem  Worte  Arbeit  einen  ge¥rissen  Begriff.  Um  denselben  za  er- 
kennen, müssen  wir  auf  die  Betrachtung  von  §  2  über  die  Bethätigung 
der  Muskelkraft  zurückgreifen.  Wenn  ein  Mensch  eine  körperliche  Arbeit 
leistet,  so  mufs  er  eine  gewisse  Zeit  hindurch  eine  gewisse  Muskel- 
anstrengung ausführen.  Die  Gröfse  der  Arbeit  wird  einerseits  von  der 
Zeitdauer,  andrerseits  von  der  Stärke  der  Muskelanstre^gung  abhängig 
sein;  wir  können  sie,  falls  wir  die  letztere  als  konstant  voraussetzen, 
beiden  direkt  proportional  annehmen.  Wird  die  Arbeit  verwendet, 
um  einem  Körper  (materiellen  Punkte)  von  der  Masse  m  eine  gewisse 
Beschleunigung  g  zu  erteilen,  so  ist  die  Muskelanstrengung  dem  Produkte 
mg^  die  geleistete  Arbeit  der  Gröfse  mgt  proportional.  Dieser  Begriff 
läfst  sich  nun  leicht  auf  jede  andere  Kraft  Übertragen. 

Leider  hat  man  in  der  Mechanik  dem  Worte  Arbeit  diese  wohl- 
präzisierte Bedeutung,  die  sich  mit  der  gewöhnlichen  Auffassung  vorzüglich 
deckt,  nicht  beigelegt*^).  Bewegt  eine  konstante  Kraft  Ic  einen  materiellen 
Punkt  in  ihrer  eignen  Bichtung  auf  einer  Strecke  5,  so  sagt  man,  sie 
habe  während  dessen  die  Arbeit  Ics  ausgeführt;  ist  k  variabel,  so  mufs 
man  denselben  Ausdruck  für  jedes  Wegteilchen  ds  bilden  und  summieren; 

man  hat  dann  für  die  Arbeit  Jkds .    Dieselbe  ist  positiv,  soweit  die  Be- 

0 

wegung  in  der  Richtung  der  Kraftwirkung,  negativ,  soweit  sie  derselben 
entgegen  geschieht;  fällt  die  Bichtung  der  Kraft  nicht  in  die  Bewegungs- 
richtung, so  mufs  an  Stelle  von  k  die  Projektion  der  Kraft  auf  die  Be- 
wegungsrichtung gesetzt  werden. 

um  die  Verwirrung  nicht  zu  vermehren,  wollen  wir  diese  Definition 
der  Arbeit  beibehalten,  konstatieren  jedoch  ausdrücklich,  dafs  sie  sich 
mit  dem  Begriff  der  Arbeit  im  alltäglichen  Sinne  keineswegs  immer 
deckt,  wie  doch  so  oft  behauptet  wird.  Wenn  jemand  ein  Gewicht  eine 
Zeit  lang  in  die  Höhe  hält,  so  hat  er  damit,  im  gewöhnlichen  Sinne, 
gewifs  eine  Arbeit  ausgeführt;  allein  im  Sinne  der  Mechanik  ist  die 
Arbeit  =  0,  da  der  Weg  des  Gewichtes  =  0  ist.  Verwenden  wir  unsere 
Muskelkraft,  um  einen  firei  beweglichen  Körper  durch  konstanten  Druck 
in  Bewegung  zu  setzen,  so  wissen  wir,  dafs  derselbe  in  der  ersten  Se- 
kunde einen  geringeren  Weg  zurücklegt,  als  in  der  zweiten,  so  dafs 
auch  in  der  ersten  Sekunde  eine  geringere  Arbeit  geleistet  wird,  wäh- 
rend doch  die  Anstrengung  dieselbe  ist.  Nur  in  speziellen  Fällen  ent- 
spricht das  Arbeitsmafs  dem  Sachverhalte,  nämlich  dann,  wenn  die  zurück- 
gelegte Strecke  bei  konstanter  Kraft  der  Zeit  proportional  ist,  z.  B. 
wenn  ein  Wagen,  der  Reibung  zu  überwinden  hat,  mit  konstanter  Kraft 

*)  Man  bezeichnet  diese  Gröfae  nach  Belanger  als  ,,  An  trieb  der  Kraft'*. 
Ist  die  Kraft  k  variabel,  so  beträgt  ihr  Antrieb  in  dem  Zeitintervall  von  t^  bis  t: 


Jkdt, 
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vorwärts  geschoben  wird;  macht  sich  dabei  auch  anzüglich  eine  Be- 
schleunigung bemerklich,  so  tritt  doch  bald  infolge  der  Reibung  nahezu 
eine    gleichmäfsige   Bewegung   ein.     Alles   in   Allem    müssen    wir  sagen, 

dafs   der  rein   mathematische   Begriff  Tcs  oder  Jkds  den  Namen   Arbeit 

mit  Unrecht  führt*). 

3.  In  engem  Zusammenhange  mit  der  Arbeit  steht  der  Begriff  der 
lebendigen  Kraft.  Es  ist  eine  alltägliche  Erfahrung,  dafs  ein  in  Be- 
wegung befindlicher  Körper  Wirkungen  ausüben  kann,  wie  man  sie  sonst 
einer  Kraft  zuschreibt.  Eine  abgeschossene  Kanonenkugel  vermag  eine 
Mauer  zu  zertrümmern  oder  in  einen  Gegenstand  einzudringen;  sie  vermag 
auch  einen  Gegenstand,  den  sie  trifft,  in  Bewegung  zu  setzen.  Man  sagt 
daher,  ein  bewegter  Körper  besitze  infolge  seiner  Bewegung  eine  lebendige 
Kraft,  und  es  handelt  sich  darum,  für  letztere  ein  geeignetes  Mafs  aus- 
findig zu  machen.  Zu  diesem  Zwecke  wollen  wir  uns  denken,  dafs  der 
Körper  (materielle  Punkt)  mit  der  Masse  m  sich  mit  der  Ajifangsge- 
schwindigkeit  v  einer  konstant  wirkenden  Kraft  (der  Krafteinheit),  welche 
im  stände  ist,  der  Masse  1  die  Einheit  der  Beschleunigung  zu  erteilen, 
entgegenbewege.  Wir  fragen:  auf  einer  wie  langen  Strecke  s  be- 
wegt sich  dieser  Körper  der  Kraft  entgegen,  bis  seine  Ge- 
schwindigkeit den  Wert  Null  erreicht  hat?  Man  kann  sagen,  die 
Kraft  habe  dann  die  negative  Arbeit  —  s  ausgeführt,  da  die  Bewegung 
ihr  entgegen  geht.  Umgekehrt  sagt  man,  durch  die  im  Körper  ent- 
haltene lebendige  Kraft  sei  die  Arbeit  s  verrichtet  worden.  Die  Strecke  5 
läfst  sich  aber  nach  §  3  leicht  berechnen;   man  mufs  nur  an  Stelle  von 

^  die  auf  den  Körper  durch  jene  Krafteinheit  ausgeübte  Beschleunigung 

1  fnv^ 

—  setzen.  Wir  erhalten  s  =  —zr-  und  diese  Gröfse  nehmen  wir  als  das 
m  2 

Mafs  der  lebendigen  Kraft;  ja  wir  nennen  geradezu  — r—  die  lebendige 

Kraft  eines  Körpers  mit  der  Masse  m  und  der  Geschwindigkeit 
V.  Sie  ist  identisch  mit  der  Arbeitsmenge,  welche  der  Körper  infolge 
seiner  Geschwindigkeit  zu  leisten  im  stände  ist**). 


*)  Die  Bezeichnung  „Arbeit"  für  den  erörterten  Begriff  wurde  von  Co- 
riolis  zuerst  gebraucht,  von  Poncelet  aber  erst  recht  eingebürgert.  S.  z.  B. 
dessen  Introduction  a  la  Mäcanique  industrielle,  2.  äd.  p.  65 ff.  Seine 
Argumente  für  das  Zutreffende  der  Bezeichnung  gründen  sich  auf  Beispiele  von 
dem  Charakter  des  letztangeführten. 

Einsprache  gegen  die  Definition  der  Arbeit  erhebt  A.  B.  Moon  in:  On  the 
measure  of  work  in  the  theory  of  energy  (Philos.  Mag.  1874)  oder  Snr 
la  mesure  du  travail  dans  la  th^orie  de  IMnergie,  Les  Mondes  (2) 
XXXV,  p.  16-18. 

**)  Leibnitz  bezeichnete  die  Gröfse  mv*,  die  er  als  den  eigentlichen  Aus- 
druck für  die  Kraft  eines  bewegten  Körpers  ansah,  als  lebendige  Kraft.  Er  ver- 
wickelte sich  mit  den  Anhängern  des  Descartes,  welcher  die  ,yBewegung8- 
gröfse**  mv  als  Mafs  jener  Ejraft  betrachtete,  in  einen  lang  andauernden  Streit, 
der  eigentlich  gegenstandslos  war,  da  es  sich  nur  um  willkürliche  Festsetzungen 
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4.  Wirkt  umgekehrt  auf  den  in  Buhe  befindlichen  Körper  die  Einheit 

der  Kraft,   so   wird   derselbe   derart  in  Bewegung   gesetzt,   dafs   er  nach 

t  (■ 

der  Zeit  t  die  Geschwindigkeit  t;  =         erreicht   und   den   Weg  s  =  -  — 

zurückgelegt  hat;    es    ist   also   s  =  -— -,  und  dies  ist  zugleich  die  Arbeit, 

welche  von  der  Kraft  geleistet  wurde.  Man  kann  daher  sagen:  Die 
Arbeit,  welche  nötig  ist,  um  einem  ruhenden  Körper  eine  ge- 
wisse Geschwindigkeit  (lebendige  Kraft)  zu  geben,  ist  gleich 
der  Arbeit,  die  er  unter  Aufzehrung  dieser  Geschwindigkeit 
(lebendigen  Kraft)  zu  leisten  im  stände  ist.  Dieser  Satz,  welchen 
wir  später  verallgemeinert  wiederfinden  werden,  ist  die  Grundlage  des 
Prinzips  der  Erhaltung  der  lebendigen  Kraft. 

5.  Bei  den  in  die  Höhe  geworfenen  Körpern  bemerkten  wir,  dafs 
die  Schwerkraft  (das  gleiche  gilt  natürlich  für  jede  konstante  Kraft)  die 
lebendige  Kraft  derselben  aufzehrt,  dafs  sie  nachher  aber  eine  umgekehrt 
gerichtete  Geschwindigkeit  hervorruft;  ist  der  Körper  in  seinen  Ausgangs- 
punkt zurückgekehrt,  so  ist  die  Geschwindigkeit,  also  auch  die  lebendige 
K[raft,  wieder  dieselbe.  Anders  verhält  es  sich,  wenn  der  Luftwiderstand 
hinzutritt;  die  lebendige  Kraft,  welche  der  Körper  bei  seiner  Bückkehr 
hat,  ist  geringer  als  die  anfängliche.  Wir  bemerken  hereits  hier,  was 
wir  später  weiter  ausführen,  dafs  es  einerseits  Kräfte  giebt,  welche  die 
von  ihnen  aufgezehrte  lebendige  Kraft  wieder  neu  hervorti'eten  lassen 
(wie  die  Schwerkraft),  wenn  der  Körper  an  seinen  Ausgangspunkt  zurück- 
kehrt; dafs  aber  andrerseits  solche  vorhanden  sind,  welche  lebendige  Kraft 
konsumieren,  ohne  neue  zu  erzeugen  (wie  Luftwiderstand,  Beibung  u.  s.  w.); 
Kräfte,  welche  lebendige  Kraft  erzeugen,  ohne  solche  aufzuzehren,  existieren 
erfahrungsmäfsig  nicht.  Auch  der  zweite  Fall  wird  später  eingehender 
zu  untersuchen  sein. 

•     6.  Arbeit  und   lebendige  Kraft  besitzen,  wie  nach  dem  Vorher- 
gehenden selbstverständlich,  dieselbe  Dimension: 

Man  lasse  sich  nicht  etwa  dadurch  irre  machen,  dafs  die  lebendige 
Kraft  als  ein  Weg  definiert  wurde;  es  ist  zu  beachten,  dafs  bei  der  De- 
finition auch  die  Kraft einheit  eine  Bolle  spielt. 

Femer  ist  die  Dimension  der  Bewegungsgröfse  und  des  Antriebs 
der  Kraft: 
lir^fn, 

handelte.  —  Es  wird  gegenwärtig  immer  mehr  gebräuchlich,  die  Gröfae  —^ ,  welche 

eine  direkte  mechanische  Bedeutung  besitzt,  als  lebendige  Kraft  za  bezeichnen. 
Die  Wichtigkeit,  welche  Arbeit  und  lebendige  Kraft  in  der  Mechanik  ge- 
wonnen haben,  beraht  nicht  in  der  Bedeutung  dieser  Begriffe,  sondern  lediglich 
in  dem  Umstände,  dafs  sie  bei  einem  der  allgemeinen  Integrale  der  Bewegungs- 
gieichuDgen  auftreten  (§  24). 
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§  6. 
Die  Zentralbewegnng. 

1.  Von  einem  festen  Pnnkte  (Zentrum),  den  wir  in  der  Folge  als 
Nullpunkt  des  Koordinatensystems  annehmen  wollen,  werde  auf  einen  be- 
weglichen materiellen  Punkt  eine  Kraft  ausgeübt,  welche  der  Masse  des 
materiellen  Punktes  proportional  ist,  also  eine  von  dieser  Masse  unab- 
hängige Beschleunigung  hervorruft,  welche  femer,  anziehend  oder  ab- 
stofsend,  in  der  Richtung  der  Verbindungslinie  beider  Punkte  (des  Radius- 
vektor) wirkt  und  im  übrigen  nur  von  der  Entfernung  r  derselben  ab- 
hängig ist.  Wir  nennen  eine  solche  Kraft  Zentralkraft,  die  hervor- 
gerufene Bewegung  Zentralbewegung.  Die  Annahme  eines  festen 
Punktes  widerspricht  allerdings  dem  Prinzipe  von  Wirkung  und  Gegen- 
wirkung; doch  werden  wir  zahlreiche  Beispiele  kennen  lernen,  welche 
den  beschriebenen  Verhältnissen  näherungsweise  entsprechen  oder  sich 
durch  eine  einfache  Umformung  auf  den  hier  zu  behandelnden  Fall 
zurückführen  lassen. 

Die  Lehre  von  den  Zentralkräften  beherrscht  geradezu  die  Mechanik; 
die  wichtigsten  und  am  besten  untersuchten  Ejräfte  gekoren  hierher. 
Bemerkt  möge  werden,  dafs  die  zweite  Annahme,  welche  die  Riclitung 
der  Kraft  in  die  Verbindungslinie  der  beiden  Punkte  fallen  läfst,  nicht 
allen  von  der  Physik  gebotenen  Beispielen,  wenn  auch  den  meisten,  ent- 
spricht; die  Wirkung  der  Elementarteile  zweier  elektrischen  Ströme  auf- 
einander bietet  ein  Beispiel  des  Gegenteils. 

2.  Die  Zentralbewegung  ist  aufser  von  der  Zentralkraft  noch  von 
der  Lage,  Geschwindigkeit  und  Geschwindigkeitsrichtung  des  bewegten 
materiellen  Punktes  zu  einer  bestinmiten  Zeit  (etwa  t  =  0)  abhängig. 
Legt  man  durch  das  Zentrum  und  die  Richtung  der  gegebenen  Anfangs- 
geschwindigkeit eine  Ebene,  so  wird  der  materielle  Punkt  durch  keine 
Ursache  veranlafst,  dieselbe  zu  verlassen;  die  Bewegung  ist  also  eine 
ebene,  weshalb  wir  mit  zwei  Koordinaten,  x  und  ^,  ausreichen.  Liegt 
insbesondere  das  Zentrum  in  der  Richtung  der  Anfangsgeschwindigkeit, 
so  ist  die  Bewegung  geradlinig,  so  dafs  wir  nur  eine  Koordinate  ge- 
brauchen. 

3.  Im  Falle  der  geradlinigen  Bewegung  haben  wir  für  den  mate- 
riellen Punkt  X 

(1)  wr  =  ^W  ' 

worin  f(x)  eine  beliebige  Funktion,  welche  das  Gesetz  der  Anziehung 
oder  Abstofsung  enthält,  bedeutet;  es  findet  Anziehung  statt,  wenn  f{x) 
für  positive  x  stets  negativ,  für  negative  x  stets  positiv  ist,  Abstofsung 
im  entgegengesetzten  Falle;  in  allen  übrigen  Fällen  wechselt  Anziehung 
und  Abstofsung.    Es  kann  nötig  werden,  f(x)  für  positive  und  negative 
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X  verschieden  zu  nehmen  und  demnach  die  Bewegung  in  zwei  getrennt 
zu  behandelnde  Teile  zu  zerlegen*). 
Setzen  wir 


dx 

dt  - "' 

also 

d^x         dv        dv  dx 
dt*         dt         dx  dt 

dv 
=  %«' 

SO  wird  aus  (l) 

"  dx       ^W 

oder 

(2) 

vdv  =  f{x)dx. 

woraus  durch  Integration 

t 

(3) 

9 

—   i'f{x)dx -^^  F{x) 

folgt.    Die  in  F{x)  eintretende  Konstante  bestimmt  sich  aus  der  Anfangs- 
geschwindigkeit.    Wir  haben  hiemach 

V  =  YYF(x) 


oder 

dt  =.  -"" 


y2F(x) ' 

WO  eine  durch  die  Anfangslage  zu  bestimmende  Konstante  hinzukommt. 
Die  Zweideutigkeit  der  auftretenden  Wurzel  zeigt,  dafs  im  allgemeinen 
zu  zwei  verschiedenen  Zeitpunkten  dasselbe  x  und  dieselbe  Geschwindig- 
keit erreicht  wird. 

Das  Problem  ist  also  in  jedem  Falle  durch  zwei  Quadraturen  (Inte- 
grationen) lösbar;  da  dieselben,  wenn  nicht  in  geschlossener  Form, 
doch  durch  Reihenentwicklung  oder  mechanische  Quadratur  ausgeftihrt 
werden  können,  so  mufs  die  Aufgabe  als  allgemein  lösbar  bezeichnet 
werden. 

4.    Im   allgemeineren   Falle    sei    der   materielle    Punkt   Xy   y^   also 

r  a=a  y^i?  -(-  y*;   die  Richtungskosinus  von  r  nach  den  Koordinatenachsen 

sind  —  und     -  •     Wir  haben 
r  r 


*)  Wenn  f{x)  eine  gerade  Fanktion  von  rc,  d.  h.  wenn  /"(—  x)  «=  f{pc)  ist 
und  f{x)  überall  das  gleiche  Zeichen  besitzt ,  so  hat  die  Beschlennigung  nach  (1) 
auf  beiden  Seiten  des  Nnllpanktes  die  gleiche  Richtung,  so  dafs  auf  der  einen 
Seite  Anziehung,  auf  der  anderen  Abstofsnng  statthat.  Soll  auf  beiden  Seiten 
Anziehung  oder  Abstolsung  in  Wirksamkeit  sein,  so  mufs  f{x)  für  positive  und 
negative  x  verschiedene  Zeichen  erhalten.  Bei  einer  ungeraden  Funktion 
f{x)y  fflr  welche  f( —  x)  f^  —  f{x)  ist,  kann  in  diesem  Falle  beiderseits  das 
gleiche  Zeichen  angewandt  werden.  Andere  Funktionen  sind  in  einen  geraden 
und  einen  ungeraden  Teil  zu  zerlegen. 

Kanienberger,  analyt.  Mechanik.   L  3 
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(5) 


TT««  -  =  ^W  TT  , 


dt«    =  ^W  f  5 

r  ist  hierin  immer  positiv  zu  nehmen.  Ein  positiver  Wert  von  f(r)  ent- 
spricht der  Abstofsung,  ein  negativer  der  Anziehung;  die  Umständlich- 
keiten in  Beziehung  auf  das  Vorzeichen  wie  beim  letzten  Falle  treten 
hier  nicht  auf. 

5.  Subtrahieren  wir  von  der  mit  x  multiplizierten  zweiten  Gleichung 
(ö)  die  mit  y  multiplizierte  erste,  so  erhalten  wir: 

woraus  durch  Integration  —  durch  Differentiation  ist  das  Eesultat  wieder 

leicht  zu  verifizieren  — 

/rrN  dy  dx 

folgt.  Diese  Gleichung  ist  von  dem  speziellen  Gesetze  der  Attraktion 
vollkommen  unabhängig. 

6.  Multiplizieren  wir  die  Gleichungen  (5)  resp.  mit  -^  und  -~  und 

addieren,  so  erhalten  wir: 

dx   ,       dy 
,  V  dx  d^x    ,    dy  d^y  _  .fs^dt'^^dt  ,.  dr 

<^^)        diw  +  dt  dt^  —  ^w  — ,: —  -  m  ^ 

und  durch  Integration: 

W  i[{ä')'+©»)^'- 

7.  Die  Gleichungen  (7)  und   (9)   enthalten,   wenn  man  r  durch  x 

dx  d  1/ 

und  y  ausdrückt,   nur  rc,  y^  -jr  und  j^;   eliminiert  man   aus  beiden  dt, 

so  erhält  man  eine  Gleichung  zwischen  a:,  «/,  ^  •,  also  eine  von  der  Zeit 

freie,  daher  nur  die  Bewegungsbahn  bestimmende  Differentialgleichung 
erster  Ordnung,  von  deren  Integration  die  Lösung  unseres  Problems  ab- 
hängt. Wie  in  vielen  Fällen,  gelingt  die  Trennung  der  .Variabein  durch 
Einführung  eines  neuen  Koordinatensystems  und  zwar  hier  der  Polar- 
koordinaten; ohne  dieses  Hilfsmittel  müfste  der  integrierende  Faktor  be- 
stimmt werden. 
Wir  setzen: 

X  =  r  cos  g? ,     y  =  r  sin  g? , 
also 

dx  dr  .        dq> 

dy  .        dr    .  dw 
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wodurch  aus  (7)  und  (9) 

(10)  ,-*i';'  =  o 

und 

(")         T  p"+ -  Cr)] -//«■»- 

wird.      Setzen   wir  in  (ll)  den  aus  (10)  folgenden  Wert  für  dt  ein,   so 
finden  wir: 


oder 

oder 
(12) 


}[■;(.")'+ q=/Ao^'^ 


die  Bahngleichung  in  Polarkoordinaten. 

Ist  hiernach  q>  =  F(r)  oder  r  «=  "^{(p)  gefunden,  so  folgt  aus  (lO): 

(13)  t  =  -Jr'dtp  =  ^U\<p)d,p  . 

So  ist  auch  das  allgemeine  Problem  der  Zentralbewegung  durch  Qua- 
draturen lösbar;  die  auftretenden  vier  Konstanten  werden  durch  die  An- 

d  X      du 
gaben  von  a:,  y,  -rr  ,  -^  ftir  einen  bestinunten  Zeitpunkt,   etwa  /  =  0, 

bestimmt*). 

*)  Es  mOge  bemerkt  werden,  dafs  bei  jeder  Art  der  Attraktion  nach 
einem  festen  Zentrum  die  kreisförmige  Bewegung  um  dasselbe  als  Mittelpunkt  mit 
konstanter  Geschwindigkeit  möglich  ist.    Wir  haben  nämlich: 

tp  ^kt  -\-  c ,    r  konstant, 

a;  «s  r  cos  q> ,    y  =  r  sin  9 , 

d^x  -,  d*y  -,    . 

-^^,-  «-  —  rk^  cos  <p  ,     -^^^f   =.  —  rÄ*  sin  q>  , 

und  die  Gleichungen  (6)  werden  befriedigt,  wenn 

f(r)  =  —  rk* 
oder 

r 

gesetzt  wird.  Für  k  erhalten  wir  immer  einen  reellen  Wert,  wenn  f{r)  negativ 
ist,  d.  h.  wenn  eine  bestöndige  Attraktion,  keine  Repulsion  stattfindet.  — 
Weitere  Untersuchungen  über  Arten  der  Zentralbewegung,  welche  geschlossene 
EuiTen  a  s.  w.  liefern,  wurden  in  neuerer  Zeit  mehrfach  angestellt.  Man  sehe 
Bertrand,  Darbouz,  Halphän,  Comptes  rendus,  B.  77,  84,  85;  Battaglini, 
Atti  d.  Accad.  Reale  dei  Lincei,  (3)  B.  2;  Imch^netsky,  M^m.  de  Bordeaux 
(2)  B.  4;  Dainelli,  Battaglini  (Giern,  mat),  B.  18. 

3* 
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8.  Die  Gleichungen  (7)  oder  (10)  und  (9)  enthalten  wichtige  Ge- 
setze der  Bewegung.  Für  die  Zeitpunkte  t  und  t  -{-  di  haben  wir  die 
Radienvektoren  r  und  r  -\-  dr  und  die  Winkel  fp  und  9  +  ^9;  ^  ^^^ 
Zeit  dt  überstreicht  der  Radiusvektor  ein  unendlich  schmales  Dreieck  mit 
den  Seiten  r  und  r  -{-  dr  und  dem  eingeschlossenen  Winkel  d<p  (der  als 
Bogen  mit  dem  Radius  1  gemessen  wird);  der  Inhalt  dieses  Dreiecks  ist 
unter  Vernachlässigung  von  unendlich  Kleinem  höherer  Ordnung: 

r{r  +  dr)  Bin  dq>  r(r  -}-  dr)d(p  r*d(p 

2  2  2      ' 

Gleichung  (10)   sagt   uns   daher,   dafs   der  Radiusvektor  an  allen  Stellen 
der  Bahn  in  der  Zeit  dt  dasselbe  unendlich  schmale  Dreieck 


r^d(p 


cdt 
2~ 


Tig.  6. 


überstreicht.  Dehnen  wir  dies  Resultat  auf  endliche  Zeiten  aus,  so  haben 
wir  für  jede  Zentralbewegung  das  Gesetz: 

Der  Radiusvektor,  gezogen  vom  Sitze  der  Kraft  nach  dem  be- 
wegten Punkte,  überstreicht  in  gleichen  Zeiten  gleiche  Flächen. 

Man  bezeichnet  diesen  Satz,  den  wir  später  erweitem  werden,  als 
den  Flächensatz;  bei  der  Planetenbewegung  ist  er  unter  dem  Namen 
des  zweiten  (oder  ersten)  Kepler'schen  Gesetzes  wohlbekannt*). 
Auch  aus  der  Gleichung  (7)  ist  er  unschwer  direkt  abzuleiten. 

*)  Bewegt  sich  ein  Punkt  ohne  Einwirknng  einer  Kraft  lediglich  nach  dem 
BeharruDgpge setze,  so  gilt  der  Flächensatz  für  die  Radienvektoren ,  welche  von 
ihm  nach  einem  beliebigen  Punkte  gezogen  werden;  die  elementarsten  geome- 
trischen Betrachtungen  zeigen  dies.  —  Da  ~~  die  scheinbare  Geschwindigkeit 

dt 

des  Punktes,  vom  Zentrum  aus  betrachtet,  ist,  so  kann  man  das  Gesetz  auch  dahin 

aussprechen,  dafd  die  scheinbare  Ge- 
schwindigkeit dem  Quadrate  des 
Radiusvektor  umgekehrt  propor- 
tional sei.  —  In  ganz  elementar- anschau- 
lieb er  Weise  läfst  sich  der  Flächensats 
folgendermafsen  beweisen.  Bewegt  sich 
der  materielle  Punkt  während  eines  ver- 
schwindend kleinen  Zeitteils  von  (Fig.  5) 
A  nach  B  in  einer  als  gerade  ansuneh- 
menden  Linie,  so  würde  er,  wenn  er  nur 
dem  Beharrungsgesetze  unter woi*fen  wäre, 
im  nächsten,  gleichen  Zeitteile  in  der- 
selben Geraden  um  das  gleiche  Stück  wei- 
ter bis  C  gelangen.  Würde  er  lediglich 
irgend  einer  Attraktion  nach  dem  Zen- 
trum S  unterworfen  sein,  so  würde  er  in 
der  gleichen  Zeit  bis  D  in  der  Geraden 
SB  gelangen.  In  Wirklichkeit  bewegt  er  sich  nach  dem  Parallelogramm  der 
Geschwindigkeiten  zu  dem  Diagonalpunkte  JtJ,  wo  EC  ^  DB  ist.  Nach  ele- 
mentaren Sätzen  ist  A  ABS  ^^  BCS  =»  BES,  woraus  der  Flächensatz  zunächst 
für  unendlich  kleine,  damit  aber  auch  für  beliebige  Zeitteile  hervorgeht. 
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9.  Die  linke  Seite  von  (9)  stellt  die  lebendige  Kraft  des  be- 
wegten Punktes  dar,  falls  man  ihm  die  Masse  1  beilegt;  die  rechte  Seite 
ist,  von  einer  durch  die  Anfangsbedingungen  zu  bestimmenden  Konstanten 

abgesehen,   die   von   einer  beliebig   zu   fixierenden  Anfangszeit  f^  bis  zur 

dr 
Zeit  t  geleistete  Arbeit  der  Kraft.    Es  ist  nämlich  f(r)  -j-  ^i®  a-^^  die 

Bewegungsrichtung  ds  projizierte  £j:afk,  ds  der  Wegteil^  also 


Jf(r)%ds==Jf{r)dr 


in  der  That  die  Arbeit.  Da  die  Arbeit,  welche  durch  die  lebendige 
Kraft  des  materiellen  Punktes  geleistet  wird,  hiervon  das  Negative  ist, 
so  kann  man  das  Gesetz  aussprechen: 

Bei  der  Zentralbewegung  geben  die  lebendige  Kraft  des 
bewegten  Punktes  und  die  von  ihm  geleistete  Arbeit  eine  kon- 
stante Summe;  der  Wert  derselben  hängt  von  den  Anfangsbedingungen  ab. 

Die  lebendige  Kraft  und  damit  auch  die  Geschwindigkeit  ist  nach 
(9)  lediglich  eine  Funktion  von  r;  konunt  der  Punkt  im  Laufe  der  Be- 
wegung wiederholt  in  die  gleiche  Entfernung  vom  Zentrum,  so  ist  jedes- 
mal seine  Geschwindigkeit  die  gleiche. 

Wir  werden  dieses  Gesetz  in  verallgemeinerter  Form  als  Satz  von 
der  Erhaltung  der  lebendigen  Kraft  wiederfinden. 

10.  Die  Ausdrücke  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichungen  (5),  die 
wir,  um  die  Kraftkomponenten  zu  erhalten,  mit  der  Masse  des  bewegten 
Punktes  multiplizieren  wollen,  haben  die  wichtige  Eigenschaft,  dafs  sie 
die  Differentialquotienten  derselben  Funktion  nach  x  und  y 
sind.     Setzt  man  nämlich: 


(14) 

mjf{r)dr-U, 

SO  hat  man 

du         dU    dr          du    X               ,  .   X 
dx           dr    dx           dr     r             '  w  ,. 

du 


=  mfir)  -^- 


dy 

Ist  allgemein  die  Kraft,  welche  auf  einen  materiellen  Punkt  einwirkt, 
so  beschaffen,  dafs  ihre  Komponenten  nach  den  Achsen  der  Xj  y^  z  durch 

7\  TT        ^  TT        P  TT 

die  Differentialquotienten  ^  -,  ö —  ,    ö—  einer  Funktion  27  nach  denselben 

Koordinaten  ausgedrückt  werden  können,  so  nennt  man  U  die  Kräfte - 
funktion  oder  das  Potential  der  bewegenden  Kraft  auf  den  bewegten 
Punkt.  Den  letztgenannten  Ausdruck  reserviert  man  auch  vielfach  speziell 
für  den  Fall  des  später  zu  besprechenden  Newton'schen  Attraktions- 
gesetzes. 

Bei  jeder  Zentralbewegung  existiert  also  eine  Kräfte- 
funktion. Dieselbe  ist,  von  einer  Konstanten  abgesehen, 
welche  bei  der  Differentiation  doch  wegfällt,  der  Arbeit  gleich, 
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welche  von  der  Zentralkraft  von  einem  beliebigen  Zeitpunkte 
ab  bis  zu  dem  Augenblicke  der  Wirkung  geleistet  worden  ist. 
Man  ersieht  das  letztere  aus  der  Vergleichung  des  Wertes  der  Arbeit  in 
(3)  mit  (14). 

11.  Sind  a;,  y,  z  und  x  +  dx^  V  •{-  dy^  0  -\-  djs  zwei  unendlich  be- 
nachbarte Punkte  mit  dem  Abstände  dn^  gerechnet  vom  ersten  zum  zweiten 
Punkte  als  positiv,  so  finden  wir  die  Komponente  der  durch  die  Bjäfte- 
funktion  U  bestimmten  Kraft,  welche  in  die  Richtung  dn  fällt,  indem  wir 
die  Komponenten  nach  den  Koordinatenachsen  auf  dn  projizieren  und  dann 
summieren.  Dies  geht  aus  dem  Satze  vom  Parallelepipedon  der  Bj-äfte  un- 
mittelbar hervor.  Die  fragliche  Komponente  ist  daher,  weil  die  Richtungs- 
kosinus von  dn  nach  den  Koordinatenachsen  3—,  3^,  5—  sind, 

dn^  dn^  dn  ' 

.     .  ^dx    ^dUdy^dü  d£  ^dU 

^     ^  dx  dn  "^  dy  dn"^  dz    dn  ''^  dn 

Man  hat  sich  den  Dififerentialquotienten  nach  dn  so  gebildet  zu  denken, 
dafs  man  in   U  einmal  statt  Xy  y^  z  die  Gröfsen 

X  -f-  dx^  y  +  dy^  z  -{'  dz 

einsetzt,  dann  das   U  für  x,  y,  z  abzieht  und  durch  dn  dividiert. 

Man  erhält  also  die  Kraftkomponente  nach  irgend  einer 
Richtung,  wenn  man  die  Kräftefunktion  nach  dieser  Richtung 
differentiiert.  Die  Kräftefunktion  ist  daher  eine  von  der  spe- 
ziellen Wahl  des  Koordinatensystems  ganz  unabhängige  Qröfse. 

§  7. 

Gegenseitige  Anziehung  oder  Abstofsung  zweier  materiellen 

Funkte. 

1.  Üben  zwei  materielle  Punkte  x,  y^  z  und  iCj,  y^,  z^  von  den 
Massen  m  und  m^  eine  in  der  Richtung  der  Verbindungslinie  r  wirkende 
Kraft,  also  eine  Anziehung  oder  Abstofsung,  aufeinander  aus,  deren  Inten- 
sität nur  von  der  Entfernung 


r  =.  y(x  -  x,y  +  {y  -  y,)«  +  (z  -  e.f 

und  dem  Produkte  ww^  der  beiden  Massen  abhängt,  so  werden  die  Be- 
schleunigungen, welche  die  Körper  erhalten,  entgegengesetzt  sein  und  sich 
umgekehrt  wie  ihre  Massen  verhalten,  wie  dies  das  Prinzip  von  Wirkung 
und  Gegenwirkung  verlangt*).  Wir  haben  hiemach  die  Bewegungs- 
gleichungen 


*)  Die  Beschleunigungen  jedes  materiellen  Punktes  hängen  nur  von  der 
Masse  des  andern  ab,  da  +  wWj  f{r)  die  Kraftwirkung  auf  jeden  der  Körper  ist, 
diese  aber  durch  die  Masse  desselben  dividiert  werden  mufs,  um  die  Beschleu- 
nigung zu  liefern. 
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(1) 


t;  -  -X  Kr)  ^-^ 
dir  =  «i  fir) 


r 
e  —  Zi 


■dF  =  *^/ w  - 


dt* 


r 

•Ci    ~~~  SD 


mf(r)  ^ 


m 


f(r) 


Zi  —  z 


2.  Hier  lassen  sich  die  Kraftkomponenten  für  beide  Punkte  (also 
die  mit  der  Masse  des  betreffenden  Punktes  multiplizierten  Beschleunigungs- 
komponenten) als  Differentialquotienten  einer  Funktion 

U  =  mm^J  f(r)dr 

darstellen.     Wir  gelangen   hierdurch  zu   der  folgenden  Erweiterung    des 
Begriffes  der  Kräftefunktion: 

Eine  Funktion  U  heifst  die  Kräftefunktion  eines  Systems 
materieller  Punkte  1,  2,  ...  «  für  gewisse  Kräfte,  wenn  die 
auf  die   einzelnen  Punkte  wirkenden  Kraftkomponenten  durch 


(2) 


IHi 


d*x^ 
'di^  "" 

*'*'•  -dW  = 

d*z. 


dU 
dx]' 

du 
du 

dz^ 


dargestellt  werden. 

Dafs  diese  Kräftefunktion  von  der  Wahl  des  Koordinatensystems  un- 
abhängig ist,  wird  wie  in  §  6,  11  bewiesen.  Die  mechanische  Bedeutung 
derselben  erörtern  wir  später. 

3«     Wir  bezeichnen  den  durch  die  Koordinaten 


(3) 


-  y  nix  -{-  m^x^ 

^  m  +  »ij     ' 

^  W  +  ^1       ' 


f 


mz  +  m,  Zf 


m  +  mj 


bestimmten  Punkt  als  den  jeweiligen  Schwerpunkt  der  beiden  materiellen 
Punkte.     Derselbe  liegt  mit  den  beiden  Punkten  auf  derselben  Geraden 


40  Erster  Abschnitt. 

und  zwar  zwischen  denselben  derart,   dafs  seine  Abstände  von    a;,  y,   3 
und  ir,,  2^1,  z^  sich  umgekehrt  wie  m  und  m^  verhalten*). 
Hiemach  ist 

T*2  -«    _L   -«  U.    S.    W. 

ttC  W  -f-  Wj 

oder,  wenn  man  für  v.,  u.  s.  w.  die  Werte  aus  den  Gleichungen  (l)  ein- 
ftlhrt, 

(Ä\  ^'£_^'j?_^_n 

W  dt^  —  dt^  —dt*  ~^' 

Integriert  man  diese  Gleichungen,  so  erhält  man 

(5)  \n  =  c^t+  c^, 

aus  denen  durch  Elimination  von  t  folgt 


C]  Ca 


Der  Schwerpunkt  zweier  Punkte,  welche  sich  gegenseitig  an- 
ziehen oder  abstofsen,  bewegt  sich  also  mit  gleichförmiger  Ge- 
schwindigkeit in  einer  Geraden  oder  ist  in  Buhe. 

Der  Schwerpunkt  befindet  sich  also  im  Gleichgewicht. 

Es  ist  dies  ein  Spezialfall  eines  viel  allgemeineren  Gesetzes. 

4.  Wir  wollen  jetzt  den  Schwerpunkt  als  in  Buhe  befindlich  ansehen 
und  zum  Nullpunkte  des  Koordinatensystems  machen.  Befindet  sich  der 
Schwerpunkt  in  Bewegung,  so  braucht  man  nur  zu  den  unter  der  An- 
nahme der  Buhe  erhaltenen  relativen  Bewegungskomponenten  der  beiden 
Körper  die  betreffenden  Bewegungskomponenten  des  Schwerpunktes  zu  ad- 
dieren, um  die  absolute  Bewegung  zu  erhalten.  Da  die  beiden  materiellen 
Punkte  immer  mit  dem  ruhenden  Schwerpunkte  in  derselben  Geraden  liegen 
und  ihre  Abstände  q  und  q^  von  ihm  immer  in  demselben  Verhältnisse 
m^  :  m  stehen,  so  sind  die  von  beiden  beschriebenen  Kurven  sowie  ihre 
Bewegungen  in  denselben  ähnlich;  homologe  Längen  und  Geschwindig- 
keiten stehen  bei  beiden  Bewegungen  im  Verhältnisse  m^  :  m.    Da 

Q  :  Qi=  miim     und     ?  +  ^i  =^  ^ 
ist,  so  hat  man 


*)  Sucht  man  nämlich  die  Koordinaten  £,  17,  {;  eines  Punktes  zu  bestimmen, 
welcher  den  zuletzt  angegebenen  Bedingungen  genügt,  so  muTs 

(I  —  x)  :  (pCi  — •  g)  =■  wii  :  w    u.  s.  w. 

sein,  woraus  durch  Umformung  die  Gleichungen  (3)  hervorgehen. 


(7) 
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Q  (m  +  Wi)        9t  (m  +  Wi) 


nii  m 


und  durch  Eintragen  des  ersten  und  zweiten  Wertes  in  die  drei  ersten, 
resp.  drei  letzten  Gleichungen  (l),  wobei  noch  zu  benutzen  ist,  dafs  nach 
(3)  bei  der  jetzigen  Lage  des  Schwerpunktes  (^  =  ??  =  ?  =  0) 

ist, 

!d*x              ./m  4-  m,      \   x 
— — -  =  m,f[ — ' Q  }  ~      u.  s.  w., 
l  =  mf( — ' — -  Q,}  — *      u.  s.  w. 
dt*             '  \     m       ^v  Qi 

Man  kann  also  an  Stelle  der  untersuchten  Bewegungen  Zen- 
tralbewegungen setzen,  deren  Zentrum  der  Schwerpunkt  des 
Systems  ist  und  die  durch  die  Gleichungen  (9)  definiert  sind. 

So  ist  also  die  gegenseitige  Anziehung  und  Abstöfsung  zweier  ma- 
teriellen Punkte  auf  die  Anziehung  oder  Abstöfsung  nach  einem  festen 
Zentrum  zurückgeführt,  weshalb  wir  nur  noch  die  letztere  Bewegung  zu 
untersuchen  haben. 

Ist  die  Masse  m^  sehr  grofs  gegen  tw,  so  ist  die  Bewegung  des 
Punktes  x^^  ^j,  z^  sehr  unbedeutend  gegen  diejenige  des  Punktes  x^y^z\ 
man  darf  daher  in  diesem  Falle  die  Pormeln  von  §  6  mit  grofser  An- 
näherung direkt  zur  Anwendung  bringen,  indem  man  x^^  y^^  z^  als  festes 
Zentrum  betrachtet. 

5.  Man  kann  noch  in  anderer  Art  die  relative  Bewegung  der 
beiden  Punkte  als  einfache  Zentralbewegung  darstellen,  indem  man  den 
einen  Punkt  x^^  y^,  z^  als  fest  annimmt  und  die  relative  Bewegung 
von  x^  y^  z  aufsucht.  Dieses  Verfahren  wird  in  der  Astronomie  bei  der 
Planetenbewegung  angewandt;  man  betrachtet  den  Mittelpunkt  der  Sonne 
als  festes  Zentrum  und  bestimmt  die  relative  Bewegung  des  Planeten  zu 
ihr;  ist  doch  nicht  die  geringe  Verschiebung,  welche  die  Sonne  unter  den 
Fixsternen  durch  die  Attraktion  der  Plia.neten  erleidet,  sondern  nur  die 
relative  Stellung  der  Planeten  gegenüber  der  Sonne  von  Wichtigkeit. 

Man  braucht  zu  diesem  Zwecke  nur  die  Differenzen  der  Ver- 
schiebungen von  x^  y,  z  und  a?i,  t/j,  z^  ins  Auge  zu  fassen.  Man  hat 
nach  (l) 

a  {x        x'j )         •         1       \  r>  /  \  X  —  Xi 

ÖT^ =  K  +  »»)  fir)  — jH-    a-  s.  w. 

oder,  wenn  man  jetzt  x^,  y^,  z^  als  Nullpunkt  annimmt, 


(10) 


äi?  =  ('»  +  »»,)f(»-)|-, 
^';  =  («  +  »,,)/•(♦•)  f, 

de^  =  (»•  +  »»i)  /  (»■)  "7  • 
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Man  kann  also  die  relative  Bewegung  des  Punktes  x,  y^  z 
gegen  x^^  y^^  z^  als  Zentralbewegung  um  den  letzteren  auffas- 
sen, wenn  man  nur  diesem  die  Summe  der  beiden  Massen  als 
Masse  zulegt. 

Die  relative  Bewegung  ist  wiederum  den  beiden  absoluten  Bewegungen 
bei  festliegendem  Schwerpunkte  ähnlich.  —  Bei  beiden  Auffassungen  bleibt 
namentlich  auch  der  Flächensatz  ungeändert. 

§  8. 

Die  harmoniBohe  Bewegung  ohne  und  mit  Widerstand. 

1.  Die  Integration  der  Zentralbewegungsgleichungen  ist  am  ein- 
fachsten auszuführen,  wenn  eine  Attraktion  stattfindet,  welche  der  Ent- 
fernung vom  Zentrum  proportional  ist;  die  daraus  resultierende 
Bewegung  heifst  die  harmonische.  Anscheinend  ist  diese  Annahme  eine 
unnatürliche,  der  Wirklichkeit  wenig  entsprechende;  und  in  der  That  trifft 
sie  bei  einfachen  Kräften  nicht  zu.  Dagegen  giebt  es  eine  Anzahl  kom- 
plizierterer Kraftwirkungen,  welche  sich  mit  grofser  Näherung  dem  ge- 
gebenen Gesetze  fügen.  Wird  z.  B.  ein  Punkt  eines  elastischen  Körpers 
in  geeigneter  Weise  aus  seiner  Gleichgewichtslage  verschoben,  so  strebt 
er  diesem  Gesetze  gemäfs  in  seine  ursprüngliche  Lage  zurückzukehren. 
Ein  nur  kleine  Schwingungen  ausführendes  Fadenpendel  bewegt  sich,  wie 
wir  später  sehen  werden,  nahezu  so,  wie  wenn  sein  materieller  Punkt  nach 
diesem  Gesetze  in  die  Buhelage  zurückgezogen  würde.  Bei  schwingenden 
Saiten,  bei  oszillierenden  Magnetnadeln,  bei  den  Schwingungen  von  Kör- 
pern, welche  bifilar  oder  an  einem  Drahte  aufgehängt  sind,  welcher  durch 
seine  Torsion  die  Bewegung  veranlafst,  tritt  die  harmonische  Bewegung 
auf.    Dieselbe  ist  geradezu  eine  der  wichtigsten  in  der  gesamten  Mechanik. 

2.  Die  Bewegungsgleichungen  sind  hier,  wo  f{f)  =  -r-  Jc^r  gesetzt 
werden  kann, 


(1) 


Da  die  Variabein  x  und  y  in  diesen  Gleichungen  getrennt  erscheinen, 
dürfen  wir  beide  getrennt  behandeln. 

Dies  kann  nach  §  6,  3  geschehen,  doch  gestaltet  sich  die  Rechnung 
eleganter  durch  eine  andere  Methode,  die  auch  bei  komplizierteren  Glei- 
chungen, wie  .sie  weiter  unten  vorkommen,  anwendbar  ist. 

3.  Sei  die  lineare  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung*)  mit  reellen 
Koeffizienten 


*)   Die   allgemeinste   Form   einer   linearen   Differentialgleichung  n*"   Ord- 
nung ist 
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vorgelegt.  Man  übersieht  leicht,  dafs  y  =  c^*  bei  geeigneter  Bestimmung  von 
l  der  Gleichung  (2)  Genüge  leisten  wird.  In  der  That  erhalten  wir  durch 
Einsetzen  dieses  y  und  Weglassen  des  gemeinsamen  JB'aktors  ^*  die 
Gleichung 

(3)  ^*  +  a^+5  =  0, 

welche  durch  die  beiden  Werte 


(4) 


.    _  —  g  —  Ya*  —  46 

*2  —  "2 


befriedigt  wird. 

Aber  nicht  nur  e^**  und  c^*,  sondern  auch  jeder  Ausdruck 

(5)  y  =  c^e^**  +  CjC^* 

genügt  der  Gleichung  (2),  und  da  (5)  zwei  willkürliche  Konstanten  ent- 
hält, so  ist  es  das  vollständige  Integral  von  (2) ;  nur  im  Falle  A^  »s  x^  oder 
a*  —  46  =  0  ziehen  sich  die  beiden  Konstanten  in  einzige  zusammen, 
so  dafs  wir  nach  einem  allgemeineren  Integrale  zu  suchen  haben.  Durch 
einen  Grenzübergang  kann  man  das  Resultat  für  diesen  Fall  aus  dem  all- 
gemeinen herleiten;  es  ist 

(6)  y  =  €^^'ic  +  c^x). 

Wir  begnügen  uns  damit,  die  Richtigkeit  desselben  durch  Einsetzen  in 
(2)  nachzuweisen;  es  wird 

+  6c^»*(c+  Cix)  =  0 
oder 

c(l,»  +  al,  +  b)  +  c,(2A,  +  a)  +  c,x(i,«  +  ai,  +  J)  -,  0, 

eine  Gleichung,  die  thatsächlich  befriedigt  ist,  da  hier 

K 1,     «*  =  4& 

ZU  setzen  ist. 

4.     Während  der  Ausdruck  (6)  für  reelle  c  und  c^  reell  ist,  bedarf 


£-^  +  A(^)£:=;^  +  A(.)j3+---+/,_.(x)2  +  M-)y-A.); 


dx""  dx""-^  dx 

alle  linearen  Differentialgleichungen  von  der  Form 

d^y,^   r-^y   ,   ^   d^-^   ,  ,    ^        dy 


lassen  sich  nach  Analogie  der  obigen  behandeln. 
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(5)  noch  der  weiteren  Diskussion.  Ist  a^  —  46  >  0,  sind  also  A,  und  X^ 
reell,  so  erhalten  wir  aus  (5)  durch  Einsetzen  der  Werte  X^  und  X^  den 
flir  reelle  q  und  c^  reellen  Ausdruck 


a  X 


(7) 


G 


2  I       iV-"-^^   ,        -^/«^-4* 


Haben  vnr  dagegen  a^  —  4  &  <  0 ,  so  ist 


_ax  /       i 
3    1 


« ,/— 


-Vlb-a^ 


ix 


+   CoC 


_!i^|/4ö3- 


oder 


ax 


y  =  e 


c.  +  c.  /  ^-2  »'*■'  -~-' 


««  ,/— 


+  e 


V'46--a* 


tx 


+ ''  i^l «' 


)/iT=-tt^ 


tx 


--j/46-a' 


oder  bei  Einführung  neuer  Konstanten 


y  =  e 


ax 

T 


Ci  cos  -^— ^^ f-  Ca  sm r 


ein  Ausdruck,  der  für  reelle  C^  und  Cg  reell  ist. 

Ohne  Beschränkung  der  Allgemeinheit  können  wir  weiter 

Ci  =  (7  sin  a ,     C^=^  C  cos  a 

setzen,  worin  G  und  et  neue  willkürliche  Konstanten  sind;  man  braucht 
ZU  diesem  Zwecke  nur  C^  =  C^  -|-  Cg^ ,  tg  a  =  W^  zu  nehmen.  Dann 
erlangt  der  Ausdruck  die  einfache  Gestalt 


(8) 


y 


ax  / 

=  (7e     *   sin  ( 


a;  V4  &  —  a* 


+  « 


5.     Als  Lösungen  von  (l)  erhalten  wir  durch  geeignete  Spezialisie- 
rung, da  hier  a^  —  4&  =  —  4ä;^  <  0  ist, 


(9) 


a;  =  -4  sin  {ht  -|-  «) , 


worin  A^  B^  a^  ß  Konstanten  sind,  die  von  der  Anfangslage  und  der  An- 
fangsgeschwindigkeit nebst  deren  Richtung  abhängen.  Ä  und  B  können 
ohne  Beschränkung  der  Allgemeinheit  als  positiv  angenonunen  werden. 

6.     Geht  die  Bewegung  lediglich  in  der  a:- Achse  vor  sich,  ist  also 
^  =  0 ,  so  besteht  sie  in  einem  periodischen  Oszillieren  um  den  Null- 
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pankt.  Die  Datier  einer  ganzen  Oszillation ,  d.  h.  eines  Hin-  und  Hergangs 
zusammen,  ist  • 

(10)  T=^; 

Hin-  und  Hergang  erfolgen  in  durchaus  symmetrischer  Weise.  Die  gröfsten 
Entfernungen  vom  Zentrum  betragen  +  -^  ^^^  —  -^  5  n^an  bezeichnet  Ä 
als  die  Amplitude  der  Oszillation.  Die  Schwingungsdauer  ist  von 
der  Amplitude  unabhängig.  Die  Geschwindigkeit  in  jedem  Momente 
ist  durch  Differentiation  von  (9)  zu  finden.  Beim  Durchgang  durch  das 
Zentrum  erreicht  die  Geschwindigkeit  ihr  Maximum. 

?•  Die  allgemeine  Bewegung  nach  den  Gleichungen  (9)  können  wir 
—  es  ist  dies  durch  eine  einfache  Konstruktion  ausführbar  —  uns  aus 
zwei  Oszillationen  der  beschriebenen  Art  mit  verschiedener  Amplitude 
und  verschiedener  Durchgangszeit  durch  das  Zentrum  zusammengesetzt 
denken;  die  eine  geht  in  der  a:- Achse,  die  andere  in  der  y- Achse  vor  sich. 
Eliminieren  wir  t  aus  den  Gleichungen  (9),  indem  wir  zuerst  die  Sinus 
entwickeln,  dann  sia  Jet  und  cos  kt  berechnen  und  hierauf  quadrieren  und 
addieren,  so  erhalten  wir  die  Bahngleichung 

{Bx  sia  ß  —  A^  sin  a)*  -{"  (^ a;  cos  |3  —  Äy  cos  a)*  ==  A^B^  sin*  (a  —  ß) 

oder 

(1 1)  B^x^  —2 AB  cos  (a  —  ß)xy  +  ^V  —  ^^^^  sin«(a  —  ß). 
Dies  ist  die  Mittelpunktsgleichung  einer  Ellipse,  da 

B^'A^  +  A^B^  cos\a  —  ß)>0 

ist.  Die  Bahn  ist  eine  Ellipse,  deren  Mittelpunkt  das  Zentrum 
der  Attraktion  ist. 

Die  ümlaufszeit  ist  der  Dauer  der  beiden  einzelnen  Oszillationen  T=  ,- 

gleich;  sie  ist  unabhängig  von  der  Gestalt  und  Gröfse  der  Bahn*). 

Sollen  die  x-  und  ^-Achse  die  Hauptachsen  der  Ellipse  werden, 
so  mufs 

(12)  cos  (a  —  /3)  =  0 ,     also     a  =  /3  +  y  +  »n: 

sein,  worin  n  eine  ganze  Zahl  bedeutet.  Die  Oszillationen  in  der  x-  und 
f/- Achse  müssen  um  eine  Vierteloszillation  in  der  Schwingungsphase**) 

differieren. 

* 

Soll  die  Bahn  ein  Ej*eis  werden,  so  mufs  aufserdem  noch  A  =  B  sein. 


*)  Die  Anziehung  proportional  der  Entfernung  ist  das  einzige  Attraktions- 
gesetz, bei  dem  der  bewegliche  Punkt  eine  immer  geschlossene  Kurve  in  immer 
derselben  Zeit  beschreibt,  wie  auch  die  Anfangsbedingungen  sein  mögen.  Dies 
wurde  von  Lespiault,  Darboux  (Bull.  d.  sc.  math.},  B.  4  und  Chevilliet, 
Nouv.  Ann.  de  Math.,  (2),  B.  13  bewiesen. 

**)  D.  h.  die  Zeiten,  zu  welchen  der  materielle  Punkt  infolge  einer  der  Oszil- 
lationen durch  das  Zentrum  gehen  würde,  müssen  um  jene  Gröfse  auseinander 
liegen. 


46  Erster  Abschnitt. 

8.  Wir  wollen  die  harmonische  Bewegung  auf  einer  Geraden  noch 
für  den  Fall  untersuchen,  dafs  die  Bewegung  einen  von  der  Geschwindig- 
keit abhängigen  Widerstand  findet.  Das  Problem  läfst  sich  leicht  durch- 
führen, wenn  der  Widerstand  der  Geschwindigkeit  proportional 
ist.  Dies  tritt  wirklich  mit  ziemlicher  Genauigkeit  in  mehreren  Fällen 
ein,  z.  B.  wenn  die  Bewegung  durch  Elastizität  veranlafst  wird  und  sich 
sog.  innere  Reibung  geltend  macht,  oder  wenn  die  Schwingungen  einer 
Magnetnadel  durch  einen  umgebenden  Metallring  gedämpft  werden'^). 

Wir  haben  für  alle  Phasen  der  Bewegung 

(13)      J^ *^^-2i'v     '^'^     S^  +  2'^  +  **x  =  0, 

worin  l  eine  durch   die  Beobachtung  im  einzelnen  Falle  zu  bestimmende 
Konstante  ist. 

Die  Formeln  von  3.  und  4.  geben  uns  das  Integral 

a)  für  l^>k^: 

b)  für  ?  =  k^i 

(lö)  a?  =  e--"(c  +  CiO; 

c)  für  l^  <  k'^i 

(16)  X  =  Cc-"  sin  {tyi?  —  l^  +  a)  . 

Der  auftretenden  Wurzelgröfse  wollen  wir  immer  das  positive  Zeichen  geben. 

\  .  die 

9.  Bilden  wir  im  Falle  a)  den  Differentialquotienten  -^  und  setzen 

ihn   gleich  Null,    so   erhalten  wir  als  Bedingung  eines  Maximums   oder 
Minimums  von  x 


der  ein  reeller  Wert  von  t  genügt,  wenn  c^  und  c^  verschiedene  Zeichen 
haben.  Andrerseits  mufs  x  für  unendlich  wachsende  t  sich  der  Null  nähern, 
da  dies  beide  Glieder  der  rechten  Seite  von  (14)  thun  (man  bemerke,  dafs 

l  >  |/Z^  —  1^  ist).  Daher  entfernt  sich  der  materielle  Punkt  entweder  zuerst 
vom  Zentrum,  um  dann  umzukehren  und  sich  dem  Zentrum  asymptotisch 
zu  nähern;  oder  er  bewegt  sich  nach  dem  Zentrum  hin  und  durch  dasselbe 
hindurch,  um  da^n  umzukehren  und  sich  dem  Zentrum  in  gleicher  Weise  zu 
nähern;  oder  er  bewegt  sich  ohne  Umkehr  asymptotisch  gegen  das  Zentrum. 
Im  Falle   b)   wird  die  Bedingung  für  ein  Maximum   oder  Minimum 

(18)  '  =  ^,"5 

die  Bewegung  verläuft  in  derselben  Weise  wie  im  ersten  Falle. 


*)  Siehe  z.  ß.  Wüllner,  Lehrbuch  der  Experimentalphysik,  4.  Aufl., 
B.  4,  pag.  1083. 
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Im  Falle  c)  ist  der  Verlauf  mit  der  Bewegung  ohne  Reibung  zu  ver- 
gleichen ,  wie  sie  durch  die  erste  der  Gleichungen  (9)  gegeben  ist.  Auch 
hier  finden  Oszillationen  um  das  Zentrum  statt,  deren  Schwingungsdauer 

(19)  T=    ,—-, 

also  gröfser  als  ohne  Beibung  ist.  Die  konstante  Amplitude  A  in  (9) 
wird  aber  durch  die  stets  abnehmende  Gröfse  Ce"~"  ersetzt.  Wir 
haben  also  in  diesem  Falle  Oszillationen  mit  gleichbleibender 
Schwingungsdauer,  aber  immerfort  asymptotisch  gegen  die 
Null  abnehmender  Amplitude.  Der  Logarithmus  der  Amplitude 
nimmt  proportional  der  Zeit  ab.  Gaufs  bezeichnete  diese  Abnahme 
als  das  logarithmische  Dekrement. 

§  9. 
Das  Newton'sohe  Gravitationsgesetz  und  die  Planetenbewegung. 

1«  Das  von  Newton  entdeckte  Gesetz  der  allgemeinen  Gravitation 
lautet: 

Je  zwei  materielleTeile (Punkte)  ziehen  sich  gegenseitig  mit 
einer  Kraft  an,  welche  dem  Produkte  ihrer  Massen  direkt  und 
dem  Quadrate  ihrer  Entfernung  umgekehrt  proportional  ist. 

Dieses  Gesetz,  welches  durch  den  Vergleich  astronomischer  Rech- 
nungen und  Beobachtungen  immer  aufs  genaueste  bestätigt  worden  ist*), 
welches  auch  bei  irdischen  Körpern  nachgewiesen  ist  und  gegen  welches 
niemals  eine  widerstreitende  Thatsache  vorgebracht  werden  konnte,  scheint 
allgemein  giltig  und  einfach,  d.  h.  auf  keine  anderen,  einfacheren 
Naturgesetze  zurückftLhrbar  zu  sein.  Ob  es  das  einzige  Gesetz  ist,  wel- 
ches alle  Bewegungen  in  der  Welt  leitet,  ist  in  keiner  Weise  nachge- 
wiesen; es  stehen  dem  noch  schwerwiegende  Bedenken  entgegen,  deren 
Beseitigung  jedoch  nicht  ausgeschlossen  ist. 

Gegen  die  Einfachheit  des  Gravitationsgesetzes  sind  vielfach  Bedenken 
erhoben  worden;  es  erscheint  Vielen  undenkbar,  dafs  eine  Krafb  durch  den 
leeren  Raum  hindurch  wirke.  Denmach  wäre  eine  Fortpflanzung  der  Schwer- 
kraft nur  durch  ein  vermittelndes  Medium,  ähnlich  wie  bei  dem  Lichte 
denkbar;  es  würde  eine  stetige  Fortwirkung  von  einem  Teilchen  zum  be- 
nachbarten, keine  Femwirkung  statthaben.  Freilich  liegt  eine  Wirkung 
dieser  Art  der  Anschauung  näher,  da  wir  solche  Vorgänge  fortwährend 
beobachten;  aber  eine  Erklärung  der  kontinuierlichen  Fortwirkung  ist 
in  keiner  Weise  leichter  als  die  der  Fernwirkung.  Leitet  doch  gerade  der 
Versuch,  die  Vorgänge  in  zusammenhängenden  Körpern  zu  erklären,  auf 


*)  Bei  wenigen  Rechnungen,  welche  nicht  völlig  mit  der  Beobachtang  stim- 
men, ißt  das  Vorhandensein  nicht  in  Rechnung  gezogener  Einfliisse  so  gut  wie 
sicher. 
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die  allerdings  rein  hypothetische  Annahme  von  diskreten  Atomen.  Auch 
wäre  es  sehr  unwahrscheinlich,  dafs  bei  einer  Fortpflanzung  der  Schwer- 
kraft durch  ein  vermittelndes  Medium  die  verschiedenartige  Natur  des  letz- 
teren auf  die  Wirkung  ohne  Einflufs  bleiben  sollte;  ein  solcher  Einfliifs 
ist  aber  nirgends  wahrgenommen  worden.  Die  Hypothese  von  Atomen, 
welche  eine  endliche  Ausdehnung  besitzen  und  gegen  einander  stofsen, 
führt  auf  fundamentale  Schwierigkeiten,  die  erst  später  erörtert  werden 
können.  Nehmen  wir  hinzu,  dafs  die  gesamte  Form  der  räumlichen  An- 
schauung doch  nur  in  der  Beschaffenheit  unseres  Geistes  wurzelt  und  dafs 
wir  in  keiner  Weise  etwas  über  die  Beziehungen  der  Dinge  an  sich  aus- 
sagen können,  so  gelangen  wir  zu  dem  Schlüsse,  dafs  die  Einwendungen 
gegen  die  Einfachheit  des  Gravitationsgesetzes  nicht  stichhaltig  sind;  wir 
betrachten  dasselbe  als  einfach  und  allgemein  giltig*). 

Noch  könnte  ein  Zweifel  entstehen,  ob  das  Gesetz  nicht  vielleicht 
für  sehr  kleine  Distanzen  modifiziert  werden  mufs,  um  die  Molekularwir- 
kungen zutreffend  zu  erklären;  aber  auch  hierfür  sind  keine  zwingenden 
Gründe  vorhanden.  Andrerseits  ist  die  Abnahme  der  Attraktion  mit  dem 
Quadrate  der  Entfernung  das  einzige  Gesetz,  welches  sich  naturgemäfs  er- 
klärt. Denken  wir  uns  nämlich  den  anziehenden  Punkt  mit  konzentrischen 
Eugelflächen  umgeben,  so  verhalten  sich  die  Flächeninhalte  zweier  der- 
selben wie  die  Quadrate  der  Eadien;  nehmen  wir  nun  an,  dafs  die  Punkte 
auf  je  einer  Kugelfläche  zusanmien  die  gleiche  Kraftwirkung  erfahren,  so 
verhalten  sich  die  auf  je  zwei  gleiche  Teilchen  entfallenden  umgekehrt  wie 
die  Quadrate  der  Abstände  vom  Zentrum.  Selbstverständlich  kommt  dieser 
Betrachtung  keine  Beweiskraft  zu;  sie  dient  nur  dazu,  das  Gesetz  a  priori 
einleuchtend  zu  machen. 

2.  Wir  werden  später  nachweisen,  dafs  Kugeln,  welche  aus  homo- 
genen konzentrischen  Schichten  zusammengesetzt  sind,  in  Bezug  auf  die 
Gravitationswirkung  ersetzt  werden  können  durch  ihre  Mittelpunkte,  in 
die  man  sich  ihre  Gesamtmasse  verlegt  denkt.  Da  nun  die  Sonne,  soweit 
die  Beobachtungen  reichen,  wirklich  eine  Kugel  dieser  Art  ist,  die  Pla- 
neten aber  dieser  Gestalt  so  nahe  kommen,  dafs  man  die  Abweichung 
wenigstens  bei  der  Wirkung  auf  gröfsere  Distanzen  vernachlässigen  kann, 
die  Kometen  endlich  ihrer  äufserst  geringen  Masse  wegen  gar  nicht  in 
Betracht  zu  ziehen  sind**),  so  kann  man  mit  sehr  weitgehender  Genauig- 
keit annehmen,"  dafs  das  Planetensystem  aus  einer  Anzahl  mate- 


*)  Über  die  mannigfachea  Versuche,  die  actio  in  diatans  bei  der  Gravita- 
tion zu  beseitigen,  siehe:  Isenkralie,  das  Rätsel  von  der  Schwerkraft 
(Braunschweig,  1879).  —  Tisserand  untersuchte  (Comptes  rendus,  B.  76)  die 
Attraktion  nach  dem'Weber'schen  clektrodynamiBchen  Gesetz: 


cmm,  (    _   1   (dry    ,    J_     dV\ 
'  r'     \         V  \dt/    ^  h'     dtV 


**)  Auch   die  Wirkung  der  Fixsterne  kann  wegen    deren  aufserordentlicher 
Entfernung  vernachlässigt  werden. 
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rieller  Punkte  besteht,  die  sich  nach  dem  Gesetze  der  Gravita- 
tion anziehen,  Nur  bei  der  Bahnberechnung  der  Trabanten  der  Planeten 
mufs  die  Abweichung  der  letzteren  von  der  Kugelgestalt  korrekturweise 
in  Bechnung  gezogen  werden.  Aber  auch  in  dieser  vereinfachten  Gestalt 
würde  das  Problem  der  Planetenbewegung  das  zur  Zeit  durch  die  Analysis 
zu  Leistende  übersteigen,  wenn  nicht  weitere  vereinfachende  Annahmen 
gemacht  werden  dürften.  Die  Masse  der  Sonne  tiberwiegt  die  Massen  samt- 
licher Planeten  derart,  dafs  man  bei  der  Berechnung  der  Bahn  eines 
Planeten  nur  die  Wirkung  der  Sonne  auf  ihn  zu  beachten  braucht;  die 
Einwirkung  der  übrigen  Planeten  kann  dann  nachträglich  als  ziemlich  ge- 
ringfügige Korrektur  mit  genügender  Annäherung  berücksichtigt  werden. 
Man  bezeichnet  alle  Einwirkungen,  welche  das  Besultat  des  einfacheren 
Problems  variieren,  als  Störungen  oder  Perturbationen. 

3.  Um  die  Bahn  eines  Planeten  unter  der  Hypothese,  dafs  die 
Sonne  allein  auf  ihn  einwirkt,  zu  berechnen,  betrachten  wir  §  7,  5  ent- 
sprechend den  Sonnenmittelpxmkt  als  festliegend;  die  Ortsänderungen,  welche 
die  Sonne  durch  die  Attraktion  der  übrigen  Planeten  erleidet,  werden  bei 
den  Störungen  in  Rechnung  gebracht.  Dem  allgemeinen  Gebrauche  der 
Astronomen  zufolge  nehmen  wir  die  Masse  der  Sonne*)  als  Masseneinheit; 
die  Masse  des  Planeten  sei  m. 

Bezeichnet  noch  f  eine  positive  Konstante**),  welche  für  sämtliche 
Planeten  die  gleiche  ist,  so  haben  wir  nach  §  7,  (lO)  die  Bewegungs- 
gleichungen 

geht  die  Bewegung  in  einer  Geraden  vor  sich,   auf  welcher  der  Sonnen- 
mittelpunkt liegt,  so  gilt  die  einfachere  Gleichung 

wo  das  Minus-  oder  Pluszeichen  zu  benutzen  ist,  je  nachdem  der  bewegte 
Punkt  sich  auf  der  positiven  oder  negativen  Hälfte  der  x- Achse  befindet. 

4.  Wir  behandeln  zuerst  den  letzten,  einfacheren  Fall  nach  §  6,  3. 
Bei  der  dort  gewählten  Bezeichnung  erhalten  wir 

(3)  T  =  '^W  =  +  f-'^. 

*)  Oder  überhaupt   die  Masse  des  angenommenen  Zentralkörpers.    In  den 
Mittelpunkt  desselben  verlegen  wir,  §  7,  6  entsprechend ,  den  Nullpunkt. 

**)  Die  Konstante  f  besitzt,  wie  aus  Yergleichnng  der  rechten  und  linken 

Seiten  der  folgenden  Gleichungen  hervorgeht,   die  Dimension  ^  f^t»"*"^.     Be- 
nutzt man  Millimeter,  Milligramm  und  Sekunde  als  Einheiten,  so  ist 

f  «  0,0000000667. 
Bansenberger,  analyt.  Mechanik.  I.  4 
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also,  wenn  r  positiv  ist, 


/  dx  /  xdx 

1      r  {—2cx  :i2  li)dx     i_    f*     /*  ^^ 


V—  2c:r*  ±  2(ix 
oder 

(4)  t=^—4-  V-2cx'  +  2fix ^  aresin  '^  ^- -  +  C. 

Ist  0  negativ,  so  tritt  an  Stelle  von  Formel  (4)  die  folgende: 

(5)  t ^^-  y^2cx*±2(.x 

+  — ^-,  log  [+  (i  —  2cx  +  2  Yc'x*  +  cfix]  +  C. 
(-  8c)'i 

Für  c  =  0  ergiebt  sich 

In  welcher  Weise  die  Doppelzeichen  zu  verwenden  sind,  wurde  oben 
angegeben.  Aufserdem  liefern  Gleichung  (5)  und  (6)  infolge  der  Zwei- 
deutigkeit der  Wurzelgröfsen  für  jedes  i  zwei  Werte,  (4)  aber  doppelt  un- 
endlich viele.  Im  letzteren  Falle  entspricht,  wie  aus  don  vorhergehenden 
unausgefdhrten  Integralen  ersichtlich  ist,  dem  Wechsel  des  Vorzeichens  der 
Wurzel  die  Ersetzung  von  aresin  durch  arccos. 

Im  Falle  (4)  besteht  die  Bewegung  in  einem  periodischen  Oszillieren 
des  materiellen  Punktes  um  das  Zentrum.  Die  Geschwindigkeit  verschwindet 
nach  (3),  wenn 

wird;  der  Punkt  entfernt  sich  also  beiderseits  bis  zu  diesem  Betrage  vom 
Zentrum.     Die  Dauer  einer  ganzen  Oszillation  ist 


T 


fin 


c'y2 

In  den  Fällen  (5)  und  (6)  kommt  der  materielle  Punkt  aus  dem  Unend- 
lichen*), um  nach  Passieren  des  Zentrums  auf  der  entgegengesetzten  Seite 
wieder  ins  Unendliche  zu  gehen.  Bei  (5)  nfthert  sich  die  Geschwindigkeit 
im  Unendlichen  einem  festen,  endlichen  Werte,  bei  (6)  aber  der  Null. 

Beim  Passieren  des  Zentrums  wird  die  Geschwindigkeit  in  jedem  Falle 
unendlich. 


*)  NatSrlich  nur,  wenn  man  sich  die  Bewegung  über  ihren  wirklichen  An- 
fang hinaus  rückwärts  fortgesetzt  denkt. 
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5.     Behandelt  man  die  allgemeinen  Gleichungen  (l)  nach  den  Vor- 
schriften von  §  6,  so  erhält  man  zunächst 

,_x  dy  dx  9  dm 

(8)  i  V*  =  -J  +  C. 

Weiter  findet  man  fttr  Polarkoordinaten 


'  Jrsi^^-^ 


(9)         9,=    I  -^  -L-      ___.  =  c    /    -.-   ^'  -.- 


und  durch  Integration 

(10)  QP  =  —  arccos  — ,-_  +  o)« 

oder,  wenn  wir  das  Koordinatensystem  so  wählen,  dafs  ff>Q^=  n  wird, 


(11) 


1+^1  +  -  ,-  •  cos  g> 

6.  Die  Gleichung  eines  beliebigen  Kegelschnittes  in  Polarkoordinaten 
mit  dem  einen  Brennpunkte  als  Nullpunkt  lautet,  wenn  ^>  von  dem  klei- 
neren, resp.  endlichen  Abschnitte  der  grofsen  Achse  aus  gerechnet  wird, 

(12)  r  = 


1   +  *  COS  <Jp  ' 

worin  p  den   Halbparameter,   £   die   numerische   Exzentrizität   bezeichnet. 
Bei  der  Ellipse  und  Hyperbel,  deren  Mittelpunktsgleichungen  resp. 

-^  -f-  , .  =  1     und       ,  —  £v  =  1 

sind,  ist  p  =  — ;  bei  der  Parabel  mit  der  Scheitelgleichung  y  =^  2px  ist 
p  die  hierin  vorkommende  Gröfse.     Bei  der  Ellipse  und  Hyperbel  ist 

£  =  ^  resp.     E  =^  ' , 

dagegen  bei  der  Parabel  c  =  1  zu  nehmen. 

Wir  können  daher  sagen,  dafs  (12)  eine  Ellipse^  Parabel  oder 
Hyperbel  darstellt,  je  nachdem  «  <  1 ,  «  =  1  oder  f  >  1  ist.  Für 
den  Kreis  ist  im  Speziellen  c  =  0  *). 


*)  Will  man  sich  die  Formel  (12)  entwickeln,  so  geht  man  am  bequemsten 
von  den  bekannten  Definitionen  der  Kegelschnitte  als  geometrische  örter  ans. 
—  Bei  der  Ellipse  ist  a  >-  &  vorausgesetzt. 

4* 


53  Erster  AbschDitt. 

7.  Die  Gleichung  (ll)  stellt  hiernach  einen  Kegelschnitt 
dar,  in  dessen  einem  Brennpunkte  die  Sonne  steht,  und  zwar  ent- 
spricht 9  =  0  das  Perihel  (der  der  Sonne  nächste  Punkt  der  Bahn). 
Dieser  Kegelschnitt  ist  eine   Ellipse,   Parabel   oder  Hyperbel, 

je  nachdem  C<0,  C  =  0  oder  C>0  ist;   C^  <  -■  i"«  ist  überhaupt 

ausgeschlossen;  fQr  C  =  — -  ,  wird  die  Kurve  speziell  ein  Kreis. 

Stellt  man  dies  Besultat  mit  (8)  zusanmien,  so  gelangt  man  zu  dem 
merkwürdigen  Ergebnis,  dafs  man  die  Art  des  Kegelschnitts,  in  welchem 
sich  der  Planet  bewegt,  nach  der  Geschwindigkeit  beurteilen  kann,  welche 
er  in  einer  bestinmiten  Entfernung  von  der  Sonne  besitzt;  die  Bahn  ist 
eine  Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel,  je  nachdem 

A^2_-^<0,     =0     oder     >0 

ist.     Die  Richtung  dieser  Geschwindigkeit  ist  hierfür  ganz  gleichgiltig. 

Die  Vorkommnisse  von  Nr.  4  ergeben  sich  nur  teilweise  als  Degene- 
rationen dieser  drei  Fälle. 

Wir  legen  in  Zukunft  die  Gleichung  (12)  der  weiteren  Rechnung  zu 
Grunde,  indem  wir 


my 


(.3)  ,^'i,  .->/.+ 'ff 

oder 

(14)  p £L_      5  ^  t/i  +      "'(^ 

setzen;  uiugekefart  ist 

(15)  c  =  >/Mr+'-),  c=^4^-(^-i\ 

so  dafs   die   beiden  Integrationskonstanten  durch   die  Bestimmungsstücke 
•p  und  c  der  Planetenbahn,  die  Kraft  f  und  die  Masse  m  ausgedrückt  sind. 

8.     Aus  der  Gleichung  (7)  wird  durch  Einsetzen  des  Wertes  von  r 
aus  (12)  und  Integration 


(.e)  <-f/ 


(1  +  «   008  <Jp)' 


Diese  Gleichung  kann  entweder  direkt  weiter  behandelt  oder  durch  Ein- 
führung einer  n^uen  Variabein  auf  eine  einfachere  Form  gebracht  werden. 
Wir  fuhren  das  letztere  zunächst  für  die  elliptische  Bewegung  durch. 
Beschreiben  wir  (Fig.  6)  über  der  grofsen  Achse  2  a  der  Bahnellipse  einen 
Kreis,  fällen  vom  Endpunkte  B  des  Radiusvektor  r  eine  Ordinate  BA 
auf  die  grofse  Achse,  verlängern  diese  Gerade,  bis  sie  den  Kreis  in  C 
schneidet,  und  verbinden  diesen  Punkt  mit  dem  Mittelpunkte  0,  so  be- 
zeichnen  wir  den  Winkel  AOC  mit  u.    Dem   astronomischen   Sprachge- 
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brauche  folgend  nennen  wir  die  grofse  Bahnachse  die  Apsidenlinie, 
ihre  Endpunkte  die  Apsiden,  den  Winkel  q>  die  wahre  Anomalie  und 
den  Winkel  u  die  exzentrische  Anomalie  (d.  h.  die  vom  Zentrum  aus 
konstruierte  A.).     Wir  erhalten,  indem  wir  OA  doppelt  ausdrücken^ 

a  cos  w  =  r  cos  9  +  ^* 
oder  nach  Einfügung  des  Wertes  von  r  aus  (12) 

p  cos  q> 


a  cos  u 


woraus*) 
(17) 

und 
(18) 


1  +  £    COS  <Jp 


+  aE, 


cos  W  —  B 


COS  9  =  7- 


£  COS  U 


COS  U 


COS  (p  -j-  £ 


—  COS  qp 
+  COS  <Jp 


folgt.     Aufserdem  findet  man,  indem  man 
berechnet,  die  zur  Umrechnung  bequemste  Formel 

Für  r  erhält  man  mittels  (12)  und  (17) 

(20)  r  =  a  (1  —  £  cos  tt). 


♦)  Es  ist 
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Aus  (17)  folgt  durch  Differentiation 

-  (1  —  s*)  sin  u  - 

8U1  opao)  s= r-y  du 

^    ^        (1  —  s  cos  uy 

oder,  wenn  man  sin  (p  aus  (17)  berechnet, 

dq>  =»  ~ du. 

^  1    —    B  COS  U 

m 

Setzt  man  dies  und  cos  q)  aus  (17)  in  (l6)  ein,  so  findet  man  unter  Be- 
nutzung von  (15) 

t  =  —  — * ä     /    (l  —  *  ''öS  *♦)  ^'^ 


Vf(l  +  m) 


A-.».. 


)au 


und  nach  Ausführung  der  Integration,  falls  <  =  0  den  Werten  9  =  t*  =  O 
entspricht, 

t   =    -;z=: =:  (u  C  Sin  u) 

oder,  wenn  man 


(21)  -^ ^n 

setzt, 

(22)  nt  =^  u  —  6  sin  u , 

die  Kepler'sche  Gleichung. 

Für  M  =  27C  erhält  man  die  Umlaufszeit 

(23)  T  =  ?^=-l/^-_.. 

Hiernach  kann   die  Kepler' sehe  Gleichung   weiter  geschrieben   werden*) 

(24)  Y  «=  u  —  e  sinu. 

Kennt  man  daher  die  leicht  zu  ermittelnde  Ümlaufszeit,  so  kann  man  nach 
(19)  und  (24)  t  zu  einem  gegebenen  g>  berechnen;  die  wichtigere  umge- 
kehrte Aufgabe,  u  und  g>  zvl  t  zu  berechnen,  kann  durch  numerische  Auf- 
lösung der  transzendenten  Gleichung  (24)  oder  durch  die  folgende  von 
Lagrange  herrührende  Reihenentwicklung  gelöst  werden. 


2'jtt 
*)  nt  SB  -^    heifät  die  mittlere  Anomalie.     Sie  ist  die  wahre  Anomalie 

eines  hypothetischen  Planeten,  welcher  eine  kreisförmige  Bahn  mit  dem  Radius 
a  um  die  Sonne  beschreibt,  gerechnet  von  der  Perihelrichtung  des  wirklichen 
Planeten  aus. 
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9.     Ist  die  Gleichung 
(25)  x^z  —  Bf{z) 

-vorgelegt,  in  der  x  vorläufig  als  Konstante,  e  als  unabhängige,  z  als 
abhängige  Variable  betrachtet  werde,  so  wird  sich  im  allgemeinen  für 
hinreichend  kleine  c  eine  Entwickelung  von  z  nach  Potenzen  von  f  gemäl's 
der  Maclaurin'schen  Beihe  herstellen  lassen;  die  genaueren  Bedingungen 
dafür  mögen  hier  übergangen  werden.     Es  wird 

(26)     .-(.).+ ©_  i  +  Q^  ^  +  iSil  .*•  +  •  •  • 

sein,  wo  die  an  die  Klammer  beigesetzte  Null  bedeuten  soll,  dafs  der  ein- 
geklammerte Ausdruck  für  b  =  0  zu  nehmen   ist.    Es  handelt  sich  nur 


darum,   die  Grofsen  ( — )    zu  entwickeln. 


Betrachten   wir  jetzt  z  als  Funktion  der  beiden  Variabein  e  und  x^ 
so  haben  wir  durch  Differentiation  von  (25)  nach  e 

also 

durch  Diff'erentiation  nach  x  aber  folgt 


also 
somit 

Durch  weitere  Differentiation  von  (29)  nach  £  und  x  ergiebt  sich 

—  f'(  \^^    ^1  A.  f{  \     ^'^ 

as»  ""  '  W  ^V  dx  "^  ^^^^  dedx 

und 

dssx  =  ^(^)  bx)  +  ^(^)  ax«  5 

die  Elimination  von  ö—ö—  ans  diesen  Gleichungen  liefert  bei  Benutzung 
von  (29) 

(.0,     g_.rt,),(,)(|i)-+,„.g_'[';^i. 

Setzen  wir  £  =  0,  also  isr  «=  ic,  so  haben  wir  zunächst  nach  (29)  und  (30) 


''  [^«'  a 
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Um  die  weiteren  Koeffizienten  der  Reihe  (26)  zu  ermitteln,  bezeichnen 
wir  vorerst  mit  q>{z)  eine  Ifellebige  Funktion,  während  ss  noch  durch  die 
Gleichung  (25)  bestimmt  ist;  wir  haben 

/oi\                       ^{.^^^^  dxl  ,,.  dz   dz    .       /  \    ^*^ 

(31)  r. «=  gj  Wo-  ö"   +  9>(^)  ^^— Q— 

= '''«A^)  (1^)* + 9>w/'w  63* + 9>(^)^w  i;^ 

9[9WA^)|l.] 
ex 
Mittels  (31)  und  (30)  finden  wir  nun  successive 

Kl  _ '  fe(«"'^]  _  '^'<^}  _  '■  [^">'  1^] 

CB^  dB  dx  dx*  ' 

d*z 

dB*~  CX^"""       ^'^'^' 

Setzen  wir  schliefslich  £  =  0 ,  so  erhalten  wir 

\<^6       0  CX^      ^ 

und  die  Reihenentwicklung  lautet 

(,,)  ._.+±,(.)  +  jiiwj+„^/jga+.... 

Wenden  wir  dieses  Verfahren  auf  Gleichung  (22)  an,  in  der  wir 

2nt 
nt  =  -^  =  X 

setzen  u.  s.  w.,  so  finden  wir  die  Beihe 

(33)  «  =  M<  +  -j-  sin  w <  +  j^  -.-r^  +  1.2.-3  -F'VO    +  ■  *  ■  ' 

oder  nach  Ausführung   der  Differentiationen  und  Umgestaltung  der  Aus- 
drücke 

(34)  tt  =  «^  +  e  sin  M<  +  — -  «*  sin  2nt 

+  g  e^  (3  sin  ^nt    -  sin  wf) 

-{-  —  B^  {2  sin  4n^  —  sin  2ni) 

+  -^j  6^  (125  sin  5w^  —  81  sin  3n«  +  2  sin  t»f) 
-f-  •  •  • . 
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Die  KoDYergenzbedingungen  dieser  Reibe,  welche  für  die  Planetenbahnen 
yoUkommen  genügt,  wollen  wir  nicht  weiter  untersuchen.  In  yielen  Fällen 
wird  man  mit  der  ersten  Annäherung 

(35)  u  ^=^  nt  -{-  s  Bin  nt 

auskommen,  da  b  bei  den  meisten  Planeten  sehr  klein  ist. 

Aus  (35)  folgt,  wenn  in  gleicher  Weise  nur  die  erste  Potenz  von  e 
berücksichtigt  wird, 

cos  u  =  cos  w^  cos  (f  sin  nt)  —  sin  nt  sin  («  sin  nt)  «=  cos  nt  —  e  sin'«^; 
femer  nach  (17),  wenn  i~^  "ZZ^T,^^  1  +  «  cos  u  gesetzt  wird*), 

cos  q>  =  cos  u  —  6  +  €  cos*w  =  cos  nt  —  s  sin^ti^  —  f  +  e  cos^nt 

^^  cos  nt  —  2e  sin*«^ 
oder 

(35a)  9  «=>  n^  +  2«  sin  n^, 

wovon  man  sich  dadurch  überzeugt,  dafs  man  von  beiden  Seiten  den 
Kosinus  nimmt. 

Aus  (20)  folgt  mit  der  gleichen  Näherung 

(35b)  r  =  a(l  —  e  cos  nt). 

lO«  Sind  die  ümlaufszeiten  zweier  Planeten  mit  den  Massen  Wj 
und  mg  T^  und  Tj ,  während  ihre  mittleren  Entfernungen  von  der  Sonne, 
d.  h.  die  grofsen  Halbachsen  ihrer  Bahnen,  welche  das  arithmetische  Mittel 
ihrer  gröfsten  und  kleinsten  Entfernung  darstellen,  a^  und  o^,  so  haben 
wir  nach  (23) 

(36)  T,«  :  T,'  —  -^     :  ^-^  • 

Sind  die  Massen  der  beiden  Planeten  gleich  oder  so  klein,  dafs  sie  gegen 
die  Sonnenmasse  vernachlässigt  werden  dürfen,  so  erhalten  wir  die  ein- 
fachere Proportion 

(37)  ri»:T8*  =  a,8:a5j». 

Kepler  stellte  auf  Grund  eingehender  Beobachtungen  für  die  Planeten- 
bewegungen die  folgenden  drei  Gesetze  auf: 

a)  Die  Bahnen  der  Planeten  sind  Ellipsen,  in  deren  einem 
Brennpunkte  die  Sonne  steht; 

b)  der  von  der  Sonne  nach  dem  Planeten  gezogene  Radius- 
vektor überstreicht  in  gleichen  Zeiten  gleiche  Flächen 
(§  6,  8); 


*}  Es  ist  genau 

1 


1  —  6    COS  U 


1  +  e  cos  1*  -|-  e*  cos'tt  + 
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c)  die   Quadrate  der  Ümlaufszeiten   zweier  Planeten   ver- 
halten sich  wie  die  Kuben  ihrer  mittleren  Entfernungen 
von  der  Sonne. 
Die  beiden  ersten  Gesetze  treffen,  von  den  Störungen  abgesehen,  voll- 
kommen zu;  das  dritte  Gesetz   ist   nur  näherungs weise   richtig  und  mufs 
nach  Gleichung  (36)  ergänzt  werden. 

Die  drei  Gesetze  geben  eine  vollständige  Beschreibung  der  sto- 
iningsfreien  Planetenbewegung;  man  kann  aus  ihnen  umgekehrt  das  Gesetz 
der  Gravitation  ableiten. 

11.  Ist  die  Bahn  eines  Himmelskörpei's  parabolisch  oder  hyperbo- 
lisch, so  gelangt  derselbe  aus  dem  Weltraum  in  den  Attraktionsbereich 
der  Sonne*)  und  verläfst  denselben,  falls  seine  Bahn  keine  Ablenkung 
durch  die  Planeten  erfährt,  für  immer  wieder.  Bei  einigen  Kometen  ist 
dies  der  Fall.  Übrigens  ist  die  parabolische  Bahn  ebenso  wie  die  genau 
kreisförmige  unendlich  unwahrscheinlich,  da  Parabel  und  Kreis  nur  ganz 
spezielle  Fälle  unter  unendlich  vielen  Möglichkeiten  sind.  Da  indessen 
die  Bahnen  vieler  Kometen,  wenigstens  in  ihren  der  Sonne  nahen  Teilen, 
der  Parabel  sehr  nahe  kommen,  so  legt  man  ihrer  Berechnung  die  An- 
nahme der  parabolischen  Bahn  zu  Grunde. 

Für  die  letztere  wird  aus  (16) 

(38^  <=^    /"         ^y  ^  j>^ /•    dq> 

^  ^J     a  +  co8<p)«        4  1/Al-fwOy    cos*-^' 

die  Integration  liefert,  wenn  g>  «=  0  für  i  =  0  ist, 

Die  Berechnung  der  wahren  Anomalie  aus  der  mittleren  (der  Zeit)  erfordert 
also  hier  die  Lösung  einer  kubischen  Gleichung. 

12.  Die  hyperbolische  Bewegung  können  wir  aus  der  elliptischen 
ableiten.    Die  Ellipsengleichung  geht  in  die  Hyperbelgleichung  Über,  wenn 

hi  an  Stelle  von  h  gesetzt  wird;  soll  p  =  -    positiv  bleiben,   so  müssen 

wir  a  als  negativ  annehmen.  Da  die  rechte  Seite  von  (18)  >  1  wird 
(es  ist  cos  9)  +  £—  1  —  ccosqp  =  (cos  <p  —  l)  (f  —  l)  >  0) ,  so  wird 
u  =  iu^  rein  imaginär.     Wir  erhalten  aus  (18) 

y^^)  2  1  +  e  008  9 ' 

u^  und  (p  können  hiernach  ohne  Schwierigkeit  durcheinander  ausgedrückt 
werden.     Aus  (22)  wird 


*)  D.  h.  in  denjenigen  Bereich,  in  welchem  die  Attraktion  der  Sonne  eine 
stärkere  Wirkung  aasübt  als  die  der  anderen  Himmelskörper. 
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(41) ^-   t-u,^B      —^ , 

eine  durch  Näherung  zu  lösende   transzendente  Gleichung,   wenn  U|    ge- 
sucht  ist. 

13.  Nach  den  gefundenen  Formeln  kann  man  die  Stellung  der  Pla- 
neten und  Kometen  zu  jeder  Zeit  berechnen  (ohne  Beachtungen  der 
Störungen),  wenn  man  nur  die  bestimmenden  Gröfsen,  die  sog.  Elemente 
ihrer  Bahnen  kennt.  Es  sind  deren^  bei  elliptischen  und  hyperbolischen 
Bahnen  sechs,  bei  parabolischen  fünf.  Zwei  Elemente  bestimmen  nämlich 
die  Gröfse  und  Gestalt  der  elliptischen  oder  hyperbolischen  Bahn  (etwa 
a  und  b  oder  a  und  s  u.  s.  w.)^'  eine  (;;)  die  der  parabolischen,  um  die 
Lage  der  Bahn  im  Baume  zu  fixieren,  betrachten  wir  die  Ebene  der  Erd- 
bahn, die  Ebene  der  Ekliptik,  als  Fundamentalebene;  die  Bahn  des 
Himmelskörpers  schneidet  sie  in  einer  Geraden,  welche  durch  die  Sonne 
geht,  der  Knotenlinie,  ihre  Endpunkte  auf  der  Bahn  heifsen  die  Kno- 
tenpunkte. Man  unterscheidet  den  aufsteigenden  und  absteigenden 
Knoten;  im  ersteren  bewegt  sich  der  Himmelskörper  nach  derjenigen  Seite 
der  Ekliptikebene,  auf  welcher  der  Nordpol  der  Erde  liegt.  Der  Winkel  i 
zwischen  der  Ekliptik-  und  Bahnebene,  sowie  die  Länge  des  aufstei- 
genden Knotens  (d.  h.  der  Winkel,  welchen  die  nach  dem  aufsteigen- 
den Knoten  und  dem  Frühlingspunkte  der  Erdbahn  von  der  Sonne  aus 
gezogenen  Badienvektoren  miteinander  bilden,  im  Sinne  der  Erdbewegung 
gerechnet)  bestimmen  die  Lage  dieser  Ebene.  Legt  man  weiter  das  Pe- 
rihel  der  Bahn  fest,  indem  man  den  Winkel  seines  Radiusvektor  mit 
dem  des  aufsteigenden  Knotens  angiebt,  wozu  man  gewöhnlich  noch  die 
Länge  des  letzteren  addiert  (Länge  des  Perihels*)),soist  auch  die  Lage 
der  Bahn  völlig  bestimmt.  Man  braucht  nur  noch  die  Zeit  (Epoche)  an- 
zugeben, zu  der  sich  der  HimmelskÖi-per  an  einer  bestimmten  Stelle  seiner 
Bahn  befindet. 

Die  Umrechnung  der  Bewegung  in  astronomische  Koordinaten,  sowie 
die  Bestimmung  der  Elemente  aus  Beobachtungen  gehören  in  die 
Astronomie. 

§  10. 

System  von  n  materiellen  Punkten,  welche  sich  gegenseitig 

amsiehen  oder  abstofsen. 

1.  Wir  wollen  jetzt  untersuchen,  welche  allgemeinereu  Sätze  Über 
ein  System  von  n  materiellen  Punkten  gelten,  die  nach  irgend  welchen 
Gesetzen  sich  paarweise  in  der  Richtung  der  Verbindungslinie  Beschleu- 
nigungen derart  erteilen,  dafs  die  zwischen  zwei  Punkten  wirkende  Kraft 


*)  Dieselbe  ist  also  die  Summe  zweier  Winkel,  welche  gar  nicht  in  derselben 
Ebene  liegen. 
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dem  Produkte  ihrer  Massen  proportional  ist;  die  Beschleunigung,  die  der 
eine  von  beiden  empfängt,  hängt  daher  nur  von  der  Masse  des  anderen 
ab.  Bezeichnen  wir  die  Koordinaten  der  Punkte  mit  Xa^  yai  ^a,  ü^re 
Massen  mit  ma  und  setzen 


faß  =  rßa  =  ViXa  —  Xß)^  +  (y«  —  Vß)^  +  (^«  —  <?/?)*  , 

und  ist  dem  Prinzipe  Yon  Wirkung  und  Gegenwirkung  entsprechend 
ff^ß^ssf^a-i  so  haben  wir  durch  Zusammensetzung  der  einzelnen  Eraft- 
komponenten  die  Bewegungsgleichungen: 

W       iPl  M  /  \       fl/«        "^"      •*'•  I  M  /  \.      *Cl         "~~      SCt 


(1) 


Uif  Ti,  rj3 

a;,  - 


•Cf    ^~~  3/- 


+ 


1» 

Vi  —  ys 

^8 


+  Wn/in  (fin)  — ;;; , 


In 


-j^  =  ^fiiiTii)    \     *  +  ^Wj/isC^j)  - ---  ^ 


de' 


H h»»»A«(n»)  -  ^ 


;?*  —  ;?. 


M'a     ~"~"    X* 


1«  - 


S8 


^S  ^/i 


u.  s.  w. 


2a 


3^  sß       3^  sti 
3.     Multiplizieren  wir  die  Gleichungen  für  -^77- ,   -^rr  ii-  s.  w.  mit 

m^,  m^  u.  s.  w.  und  addieren,  und  führen  dieselben  Operationen  mit  den 
beiden  analogen  Gruppen  durch,  so  erhalten  wir,  da  sich  immer  je  zwei 
Glieder  wegheben, 


(2) 


m 


d*«i 


d'ic. 


d'a? 


1   de 


m 


^•yi 


mi 


1  de 

d«i?i 


r  +  »w,  ^r  H f-  Wn  -^  =  0, 


de" 
d'y. 


F  +  «4  ^*  + 


de^ 


de 


de 


de' 


de' 


0. 


Setzen  wir 


(3) 


''*i  "^  ''h  ~l"  '  '  '  "f"  *'*ii 

w^i  +  w,  y^  H +  w^yn 

*Wi  +  t«i  +  •  •  •  +  w^ 


n     n 


•Wj  -}-  W    "}"•••"}"  "*■ 
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nnd  nennen  den  Punkt  $,  f?,  S^  den  Schwerpunkt  des  Systems,  so  folgen 
aus  (2)  die  Gleichungen 

(4)  ^1  =  0       ^  =  0       ^^^  =  0 

^^  (W  '     dt*        "'      dt^        "' 

d.  h.  auf  den  Schwerpunkt  des  Systems  wirkt  keine  Beschleu- 
nigung ein,   er  bewegt   sich  also  in  einer  Geraden  (vgl.  §  7,  3). 

3.     Multiplizieren  wir  die  Gleichungen  (l)  der  Reihe  nach  mit 

dx,  dy,  dz,  dx^  dy^  dz^ 

"^^  dt'   "^^di'  "•'dt'    »"«d«'   "^dV'   "^  dt    "•'•'^- 


und  addieren,  so  folgt 
^  *"«  L"^  -dV  +  :dr  "d?"  +  dt    de^J  =  ^»»«»W^/a/^CM  X 

C'-^  &  -  tf ) +('•-'>)  (t  - 1) + c-  -  ->)  O  -  ^) 

fnamßfafi(raii)  -^y, 

worin  die  Summation  links  über  alle  (v,  die  Summation  rechts  über  alle 
Kombinationen  von  a  und  ß^  unter  Ausschlufs  von  a  =  ß^  jedesmal  von 
1  bis  n  auszudehnen  ist.     Durch  Integration  der  Gleichung  folgt 

Bezeichnen  wir  die  Summe  der  lebendigen  Kräfte  der  einzel- 
nen Punkte  des  Systems  als  die  lebendige  Kraft  des  Systems,  die 
Summe  der  Einzelarbeiten  als  die  Gesamtarbeit  desselben,  so 
können  wir  das  Gesetz  §  6,  9  unmittelbar  auf  das  vorliegende 
System  Übertragen. 

4«  Findet  die  Attraktion  zwischen  sämtlichen  Punkten  nach  dem 
Newton 'sehen  Gravitationsgesetze  statt,  so  ist 

(6)  12'-«''-' ■=-^2'"^'+- 

Die  linke  Seite  und  das  erste  Glied  der  rechten  sind  ihrer  Natur  nach 
positive  Gröfsen.     Ist  daher  c  negativ,  so  mufs 

sein,  woraus  folgt,  dafs  nicht  alle  r«^  gleichzeitig  unendlich  werden 
können.      Das    System    ist    insofern    wenigstens    teilweise    stabil,     als 
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sich    nicht    alle    Elemente   in    unendliche    Fernen    voneinander    verlieren 
können. 

5.     Multipliziert  man  -ttt  •,   -tit  ^'  s-  w.  mit  w,;y, ,  m^y^  u.  s.  w.  und 

addiert  sie;  multipliziert  man  femer    ;t^,    -^^  u.  s.  w.   mit  wii^e^i,   ff^s^ 
u.  s.  w.  und  subtrahiert  ihre  Summe  von  der  vorigen,  so  erhält  man  nach  (l) 

(7)  ^fta  (?/„  -^  -  Za  -^)  =  0 ; 

denn  es   ist  z.  B.,    wenn    rechts    die  Glieder  mit  m^iN^   zusammen gefafst 
werden , 


n. 


Durch  Integration  von  (7)  und  den  beiden  analogen  Gleichungen  erhalten 
wir  die  drei  Flächensätze: 


(8) 


Diese  drei  Formeln,  in  denen  die  speziellen  Attraktionsgesetze  nicht  vor- 
kommen, sind  voneinander  unabhängig.  Durch  Yergleichung  mit  §  6,  5 
und  8  folgt,  dafs  z.  B.  PadZa  —  Zadya  das  Doppelte  des  unendlich  schmalen 
Dreiecks  ist,  welches  der  vom  Nullpunkte  nach  der  Projektion  des  Punktes  a 
auf  die  i/jer-Ebene  gezogene  Radiusvektor  in  dem  Zeitelemente  dt  über- 
streicht. Hiernach  können  wir  die  Formeln  folgendermafsen  in  Worte 
kleiden: 

Die  Flächenräume,  welche  die  Badienvektoren  nach  den 
Projektionen  der  n  materiellen  Punkte  auf  eine  der  Koordina- 
tenebenen in  einer  bestimmten  Zeit  Überstreichen,  geben,  mit 
den  betreffenden  Massen   multipliziert,  eine  konstante  Summe. 

Dabei  ist  zu  beachten,  dafs  der  Nullpunkt  und  die  Koordinaten- 
ebenen durchaus  willkürlich  sind;  durfch  eine  Änderung  des  Koordinaten- 
systems werden  nur  die  Werte  der  Konstanten  geändert.  Wir  untersuchen 
dies  genauer. 

G.  Zur  Transformation  eines  rechtwinkligen  Koordinatensystems  in 
ein  anderes   mit   demselben   Nullpunkte    dienen   bekanntlich   die    Formeln 

I  «=  a;  cos  {x,  k)  +  y  cos  {y,i)  +  z  cos  {z,  ^ , 
(9)  i  ^  =  ^  cos  (rr,  t])  +  y  cos  (?/,  i])  +  z  cos  (r,  i]) , 

f  =  a;  cos  (a;,  f )  +  2/  cos  (y,  ?)  +  ^  ^^s  (r,  ?) , 
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worin  (a:,  |)  der  Winkel  ist,  welchen  die  a;- Achse  mit  der  J- Achse  bildet 
u.  s.  w.     Es  gelten  die  Gleichungen*) 

cos*(rr,  ^)  +  cos^(:r,  t;)  +  cos*(a:,  |)  =  1 

u.  s.  w., 

cos*(ir,  I)  +  cos2(f/,  ^)  +  coB^{z,  |)  =  1 


(10) 


u.  s.  w.; 


uo 


cos  (rc,  S)  cos  (.V,  5)  +  cos  (a;,  i?)  cos  (?/,  i?)  +  cos  (rr,  f)  cos  (y,  ?)  =  0 

u.  s.  w., 

cos  (rr,  J)  cos  (ic,  ly)  +  cos  (y,  g)  cos  (y,  rf)  +  cos  (r,  g)  cos  {z^  tf)  =  0 


u.  s.  w. 


Die  ümkehrungen  von  (9)  sind 

flj  =  5  cos  (ä",  S)  +  ^  cos  (rc,  1?)  +  ?  cos  (x,  ?)  , 

(12)  y  =  I  cos  (y,  ^)  +  1?  cos  (2^,  1?)  +  t  cos  (y ,  f)  , 

;ef  ==  ^  cos  (iE? ,  ^)  +  1?  cos  {z^  ^)  +  ?  cos  (ä^  ,  t)  • 

Löst  man  die  Gleichungen  (9)  nach  x^  y^  z  auf,  wobei 

I  cos  (x,  5)     cos  (2/,  I)     cos  (ief,  ^) 

(13)  cos  (ar,  ly)     cos  (y,  7^)    cos  (z^vi)    ==  ^ 

cos  (a-,  f)     cos(y,f)     cos(;eJ,f) 

gesetzt  werden  möge,  so  erhält  man  Gleichungen,  welche  mit  (12)  iden- 
tisch sein  müssen  und  aus  deren  Vergleichung  mit  (12)  die  Belationen 
folgen 

J  cos  {x,  S)  =  cos  (.V,  1?)  cos  (-r,  ?)  —  cos  (iß,  t)  cos  {z,  rf) , 

J  cos  {x,  rf)  =  cos  (2^,  f)  cos  (iE?,  ^)  —  cos  (y,  |)  cos  (^ ,  ?) , 

J  cos  (a;,  ?)  =  cos  (?/,  $)  cos  (5,  rj)  —  cos  (2/,  ij)  cos  {z,  J) 

U.   8.   W. 

Quadriert  man  die  drei  ersten  Gleichungen  (14)  und  addiert  dann,  so 
folgt  mit  Hilfe  von  (10)  und  (ll) 

(15)  zf*  =  1 ,     also     J  =  +  1, 

Sind  die  beiden  Koordinatensysteme  so  beschaffen,  dafs,  wenn  man  die 
positiven  Hälften  der  x-  und  y-Achse  mit  den  positiven  Hälften  der  |- 
und  ^- Achse  zusammenlegt,  auch  die  positive  Hälfte  der  ä^- Achse  in  die- 


(14) 


*)  Man  kann  die  Gleichungen  (10)  und  (11)  dadurch  herleiten,  dafs  man  in 
der  selbstverständlichen  Gleichung 

x'  +  y'  +  z^^V  +  ri'  +  r 

das  eine  Hai  i,  17,  £;  nach  (9),  das  andere  Mal  x,  y,  z  nach  (12)  aosdruckt  nnd 
eine  Eoeffizientenvergleiohnng  vornimmt.  —  Allgemein  bezeichnen  wir  den  Winkel 
zwischen  zwei  Richtungen  m  und  n  mit  (m,  n). 
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jenige  der  f- Achse  fällt,  so  ist  -^  =  +  1 ,  im  umgekehrten  Falle  zf  =  —  1, 
wie  aus  (13)  oder  (14)  hervorgeht,  wenn  man 

cos  (x,  ^)  =  cos  (i/,  ri)  =  cos  (z,  0  =  1» 

cos  (r,  rf)  =  cos  («^,  $)  =  cos  (x,  ?)  «  cos  (y,  f)  =  cos  (^r,  5)  =  cos  (£,  rf)  =  0 

setzt. 

Nehmen   wir  in  der  Folge  das  Erste  an,  so  haben   wir  nach  (14) 
die  neun  Gleichungen 

(16)  cos  (r,  5)  =  cos  (y,  ri)  cos  (fr,  f)  —  cos  (y,  ?)  cos  (z,  ^) 

U.  B.  W. 

7.     Mit   Benutzung  der  Gleichungen  (16)   findet  man,  indem   man 
für  ri  und  f  die  Ausdrücke  (9)  einsetzt, 

+  (^  al  -  «'  fr)  "''^  (^'  ^) 

und  daher  nach  (8) 

(18)  2^a  [Va  "df  ~  f «    dF/  "^  ^*  ^^^  (^'  ^)  +  ^2  ^^^  (2^»  0  +  ^3  cos  (z,  ^) 

und  zwei  analoge  Gleichungen. 

Nun  können  wir  eine  Richtung  l  derart  festsetzen,  dafs  wir 


(19) 


cos  (X,  l)   —  — -=^-==:    , 

cos  {y,  l)  =  ;7=7^%--— -  , 

yci    +  Ca    +<?3 
cos  (£f,  ?)  =  — 


^3 


yc,«+c,*  +  c3« 


annehmen;  denn  die  Sunune  der  Quadrate  dieser  drei  Gröfsen  giebt  1. 
Daher  ist 

(20)    ,  2''"«  G«  df  -  ä^« -^)  = 

Vc*  +  ^2*  +  ft)*  [cos(aj,J)cos(a;,S)  +  cos(y,J)cos(«/,|)  +  co8(xr,0coB(«J)] 

=»  V^7T~^~-f^'  cos  0, 1) . 

Die  rechtsstehende  Gröfse  wird  ein  Maximum,  wenn  cos  (^,  J)  =  1  wird, 
d.  h.  wenn  die  ^- Achse  mit  der  Richtung  l  zusammenfällt;  bildet  sie  da- 
gegen mit  der  Richtung  l  einen  rechten  Winkel,  so  wird  die  Konstante 
gleich  Null. 

Behält  man  also  fortwährend  denselben  Nullpunkt  bei,  so 
existiert  eine  feste  Ebene  (die  zur  Richtung  l  senkrechte),  für 
welche  die  Flächenkonstante  einen  Maximalwert  erreicht,  wäh- 


w. 
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rend  sie  für  jede  zu  ihr  senkrechte  Ebene  Null  wird.     Die  feste 
Ebene  heilst  die  Laplace'sche  unveränderliche  Ebene. 

8.  Sind  die  Achsen   des  Koordinatehsystems  |,  ??,  ?  gleichgerichtet 
mit  denen  des  Systems  x,  y^  z^  ist  also 

so  ist 

dt         ,dn  dz  dy    .    ^  dz  dy 

"i dt -^dt-^ydi-'dt  +  Kt-' dt  '^- «•  ^•' 

also,  wenn  die  Koordinaten   des  Schwerpunktes  im  Systeme  x^  y^  z  jetzt 
mit  x\  y\  z'  bezeichnet  werden, 

(21)  2'"'« G« il -^«-sfj'-'^  +  i^^-' ^dt) 2»"«  ^- '■ 

Die  Änderung,   welche   die  Flächenkonstanten  durch   eine  Verlegung  des 

d  X      du      dz 
Nullpunktes  erfahren,   ist  also  abhängig  von  den  Gröfsen  -^ ,  -^--,  -^, 

d.h.  von  den  konstanten  Geschyrindigkeitskomponenten  des  Schwerpunktes. 
Befindet  sich  der  Schwerpunkt  des  Systems  in  Euhe,  so 
werden  die  Flächenkonstanten  durch  eine  Verlegung  des  Null- 
punktes nicht  geändert.  —  Dafs  die  Flächensätze  in  Gültigkeit  bleiben, 
wenn  man  sich  das  Koordinatensystem  mit  dem  Schwerpunkte  fest  ver- 
bunden denkt,  leuchtet  unmittelbar  ein. 

9.  Bei  unserem  Planetensysteme  könnte  man  den  als  unbeweglich 
gedachten  Schwerpunkt  als  Nullpunkt,  die  unveränderliche  Ebene  als  Fun- 
damentalebene für  die  Rechnung  annehmen;  doch  empfiehlt  es  sich  für  die 
Praxis  mehr,  den  Nullpunkt  in  den  Mittelpunkt  der  Sonne  zu  legen,  wäh- 
rend die  Ebene  der  Ekliptik  als  Fundamentalebene  zu  Grunde  gelegt  wird*). 
Übrigens  fällt  der  Schwerpunkt  des  Systems  noch  innerhalb  des  Sonnen- 
körpers, wenn  nicht  gerade  Jupiter  und  Saturn  in  demselben  Quadranten 
stehen.  Nach  der  Berechnung  von  Laplace  bildet  die  unveränderliche 
Ebene  mit  der  Ebene  der  Ekliptik  von  1750  den  Neigungswinkel  1°  35',5, 
während  ihre  Knotenlinie  mit  der  Ekliptik  zur  gleichen  Zeit  die  Länge 
102^57',5  besafs. 

10.  Die  bisherigen  Entwicklungen  haben  das  Prinzip  der  Wirkung 
und  Gegenwirkung  mit  zur  Voraussetzung.  Hebt  man  dasselbe  durch  die 
Annahme  von  mehreren  festen  Zentren  auf,  so  werden  die  Flächensätze 
alle  oder  teilweise  ungiltig.  Dagegen  behält  das  Prinzip  der  lebendigen 
Kraft  seine  Giltigkeit. 

!!♦  Ist  ein  System  von  nur  drei  materiellen  Punkten  vorgelegt, 
welche  sich  nach  dem  Newton 'sehen  Gesetze  anziehen,  so  sind  neun  Glei- 
chungen (l)  vorhanden.  Der  Schwerpunktssatz,  das  Prinzip  der  lebendigen 
Kraft  und  die  Flächensätze  liefern  zusammen  sieben  Integrale  derselben, 
von  denen  vier  noch  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  sind    Die  Inte- 

*)  Auch  unter  dieser  Annahme  besteben  die  Flächensätze,  da  man  eine  §  7,  6 
entsprechende  Transformation  voruehmeD  kann. 

Ransenborger,  anAlyi.  Mechanik.   I.  6 
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gration  allgemein  weiter  durchzuführen  ist  bis  jetzt  nicht  gelungen*);  das 
berühmte  Problem  der  drei  Körper  harrt  noch  seiner  Lösung.  Um- 
somehr  ist  eine  allgemeine  Lösung  des  Problems  f&r  n  Punkte  zur  Zeit 
ausgeschlossen. 

Das  Problem  der  Attraktion  nach  zwei  festen  Zentren  ist  allerdingfs 
lösbar,  wie  wir  erst  an  späterer  Stelle  zeigen  werden;  doch  ist  dasselbe 
in  der  Natur  nicht  zu  realisieren.  Die  praktische  Lösung  des  Problems 
der  n  Körper,  deren  die  Astronomie  bedarf,  beruht  auf  Näherungs- 
methoden; dieselben  gründen  sich  auf  die  Thatsache,  dafs  in  unserem 
Planetensysteme  die  Wirkungen  der  Planeten  aufeinander,  verglichen  mit 
denen  der  Sonne,  sehr  gering  sind. 

12.  Wir  wollen  hier  ein  interessantes  und  sehr  allgemeines 
näherungsweise  richtiges  Gesetz  anschliefsen.  Es  mögen  die  materiellen 
Punkte  mit  den  Massen  w^,  w^,  .  .  .  w»„  gegenseitig  aufeinander  den  Glei- 
chungen (l)  gemäfs  einwirken;  aufserdem  mögen  alle  von  einem  festen 
Zentrum  aus,  welches  wir  in  den  Nullpunkt  verlegen,  nach  dem  gleichen 
Gesetze  beeinflufst  werden.  Dabei  wollen  wir  annehmen,  dafs  die  Ab- 
stände sämtlicher  Punkte  des  Systems  voneinander  sehr  klein  sind  gegen 
ihre  Abstände  vom  festen  Zentrum,  so  dafs  die  Quadrate  der  ersteren  Ab- 
stände und  der  Gröfsen,  welche  sie  als  Faktor  enthalten,  gegen  die  Ent- 
fernungen vom  Nullpunkte  vernachlässigt  werden  können.  Bezeichnen 
r, ,  r2,  .  .  .  ^n  die  Abstände  der  materiellen  Punkte  vom  Zentrum,  so  gehen 
die  Gleichungen  (l)  in 

(22)     ^    ^^  =  n^f^^{r,,)^-^+m,f,,^^^^^ 

+  mnfln  (Xin)  -^ '  +  fir^)  ^       U.    S.    W. 

über;  die  Funktion  f  ist  in  allen  Gleichungen  dieselbe. 


*)  Die  Hilfe,  welche  der  „letzte  Multiplikator"  leistet,  kann  erst  später 
besprochen  werden.  —  Von  den  mannigfachen  Versuchen,  das  Problem  der  drei 
Körper  zu  reduzieren  oder  umzuformen,  seien  die  folgenden  erwähnt:  Lagrange, 
Essai  sur  le  probl^me  des  trois  corps.  Jacobi,  Sur  r^limination  des 
noeuds  dans  le  probl^me  des  trois  corps  nebst  Zusatz,  Ges.  Werke,  B.  4, 
p.  295.  (Es  handelt  sich  um  die  Bewegung  der  Schnittlinie  der  invariabehi  Ebene 
mit  der  Ebene,  welche  die  drei  Funkte  bestimmen,  und  um  die  Neigung  der  beiden 
Ebenen  gegeneinander;  das  erzielte  Resultat  ist  mit  dem  durch  Anwendung  des 
Prinzips  des  letzten  Multiplikators  zu  erreichenden  identisch.)  Hauptsächlich  mit 
demselben  Gegenstande  beschäftigen  sich  Weiler  (Astrou.  Nachr.  B.  74 u.  76;  Liouv. 
J.  (2),  B.  14);  Radau,  Sur  une  propriät^  des  syst^mes  qui  ont  un  plan  in- 
variable. Liouv.  J,  (2),  B.  14;  Hesse,  Über  das  Problem  der  drei  Körper. 
Borch.  J.  B.  74. —  Weiterkommen  noch  Arbeiten  von  Serret,  Mathieu,  Siacci, 
Allegret,  Veitmann,  Hill,  Mayer,  Poincarä  u.  A.  in  Betracht.  Ziehen  sich 
drei  Körper,  die  sich  auf  einer  Geraden  bewegen,  mit  einer  Kraft  an,  welche 
dem  Kubus  der  Entfernung  umgekehrt  proportional  ist,  so  lassen  sich  die  Be- 
wegungsgleiühungen  auf  eine  Quadratur  reduzieren:  Jacobi,  Problema  trium 
corporum  mutuis  attractionibus  cubis  distantiarum  inverse  pro- 
portionalibus  recta  linea  se  moventium,  Ges.  Werke  B.  4. 
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Nehmen  wir  nun  mit  den  Gleichungen  (22)  dieselbe  Operation  vor, 
welche  aus  (l)  die  Gleichungen  (2)  herleitete,  so  erhalten  wir  mit  Be- 
nutzung der  letzteren  und  (3),  indem  jetzt  wieder  mit  |,  i^,  f  die  Koordi- 
naten des  Schwerpunktes  bezeichnen, 


d'4  /./    \  ^1    I         /./    \  ^< 


(23)  5^  -  mj{r,)  ^  +  m,f{r,)  ^  +  •  •  •  +  fn.fiu) 


X 


n 


^n 


u.  s.  w. 

Bezeichnet  r  den  Abstand  des  Schwerpunktes  des  Systems  vom  Zentrum 
und  setzen  wir 

u.  s.  w., 

so  sind  J^^^  ^Vij  ^^i  ^'  3*  ^-  ^^  kleine  Gröfsen  gegenüber  r,  §,  97,  ^ 
anzusehen,  deren  Potenzen  und  Produkte  von  der  zweiten  Dimension  ab 
vernachlässigt  werden  dürfen.     Wir  denken  uns  nun 


u.  s.  w. 

nach  dem  Taylor'schen  Satze  für  mehrere  Yariabeln  entwickelt  und  er- 
erhalten 

(24)  m^^fMj^^  AJk,  +  BJm  +  C^ti 

u.  s.  w., 

worin  J.,  B,  C7  u.  s.  w.  Funktionen  von  |,  1},  ^,  also  für  die  verschiedenen 
Funkte  des  Systems  dieselben  sind. 

Durch  Einsetzung  der  Werte  (24)  in  (23)  erhalten  wir 

(25)  g  =  ^)  J  [n,,  +  n,^  +  . .  .  +  ^ J 

+  Ä[fn^J^i  +  mgii/Jg  H 1-  mn^in] 

+  B[iniJfii  +  m^Jfi^  H 1-  mn^fju] 

+  C\m^Ji^  +  Wjz/tj  H f-  m«/itn] 

u.  s.  w. 

oder,  da  nach  den  Gleichungen  (3),  in  welche  man  «j  =  5  +  2^li  u.  s.  w. 
eintragen  muTs,  die  drei  letzten  Elanmierinhalte  verschwinden, 

(26)  ^-1  ==  («^  +  «,  +  ...  +  «,)/-(^)  i 


u.  s.  w.. 


worin  nur  Glieder  vernachlässigt  sind,  welche  z^|, ,  z^i/j,  z/fj  u.  s.  w.  min- 
destens in  der  zweiten  Dimension  enthalten.  Man  kann  das  Resultat 
aussprechen: 

6* 
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Wirkt  auf  ein  System  von  materiellen  Punkten,  unter 
denen  beliebige  Attraktions-  oder  Bepulsionskräfte  tbätig  sind, 
ein  festes  Zentrum  ein,  und  zwar  auf  alle  nach  demselben  Ge- 
setze,  und  sind  die  Dimensionen  des  Systems  klein  gegen  die 
Entfernungen  der  Punkte  vom  Zentrum,  so  bewegt  sich  der 
Schwerpunkt  des  Systems  mit  grofser  Näherung  so,  als  wenn 
in  ihm  sämtliche  Massen  des  Systems  vereinigt  wären  und  das 
Zentrum  nur  auf  ihn  wirkte. 

Setzt  man  an  Stelle  des  festen  Zentrums  eine  relativ  grofse  Masse, 
so  bleibt  der  Satz  ungeändert. 

Hiemach  bewegen  sich  Planeten  mit  Trabanten  in  der  Weise  um  die 
Sonne,  dafs  der  Schwerpunkt  jedes  Partialsystems  nahezu  eine  Ellipse  (lach 
dem  zweiten  Kepler 'sehen  Gesetze  durchläuft. 

Auch  aus  den  allgemeineren  Untersuchungen  über  die  Bewegung  des 
Schwerpunktes  eines  Systems,  die  wir  später  anzustellen  haben,  läfst  sich 
das  gefundene  Resultat  ableiten. 


§  11. 

Mathematisohe  Hilfsmittel. 

1.  Haben  zwei  Punkte  A  und  -4,  von  einem  dritten  0  die  Ent- 
fernungen a  und  a, ,  Oj  >  a,  und  \^i  -^  AO A^  =  tp ^  so  haben  wir  für 
^  =  -4^1  den  Ausdruck  (Fig.  7) 

FiR.  7. 


\ 

\ 


(l^    q  =  Ya^  —  2aai  ^^^  9  "4"  ^* 


=  0,  ]/l  -  2  ^  cos  9.  +  (^y 
=  ttj  Yl  —  2  (/  cos  9  +  g* , 
^^ /  I         wenn  r/  =  --  gesetzt  wird;   es   ist  ^  <  1. 


/ 


«1 


Wir    brauchen    in    der   Folge    Reihenent- 
wicklungen ftlr  p""*  und  ^"■*,  die  wir  jetzt 
/  .    '     -^     herstellen    wollen.    Dieselben    rühren   von 

/  "  Laplace  her. 

^'^    '  2,    Es  ist  allgemein  bei  Anwendung 

O  des  binomischen  Lehrsatzes 

(2)  (1  -  2q  cos  q>  +  <f)--  =  [1  -  ^(c'^  +  o"^^)  +  g^— 

=  (1  —  q(^'P)-''{l  —  qe-^'P)-'' 
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Da  beide  eingeklammerteii  Beihen  unter  der  Voraussetzung  ^  <  1  unbe- 
dingt konvergieren,  dürfen  wir  sie  Glied  für  Glied  multiplizieren.  Dabei 
erscheinen  die  Gröfsen  c**^  und  c~"*'V  infolge  der  Symmetrie  beider  Klam- 
mem mit  demselben  Coefißzienten  behaftet,  können  also  zu 

g*t>  +  e-^'V  =  2  cos  'kq> 
zusammengefafst  werden.     Wir  erhalten  eine  Reihe  von  der  Form 

(3)    (1  —  2q  cos  (p  +  (2*)-''  =  Y  Co  +  Ci  cos  9  -f  Cg  cos  2^  -j , 

worin,  wie  die  wirkliche  Ausführung  eines  Teiles  der  Multiplikation  zeigt, 

±  c.  _  X  +  (i)  V + C-^-JJ)-,'  +  ('?-±l"/-'J)'.' + ■  •  • . 

io.-f,+f.'-fc±±v+'J^).'J^_ii<i±a,.+... 

ist. 

Die  weiteren  Koeffizienten  lassen  sich  ebenso  leicht  direkt  angeben; 
für  die  wirkliche  Berechnung  ist  es  jedoch  vorteilhafter,  dieselben  mittels 
einer  Bekursionsformel  aus  Cq  und  G^  abzuleiten. 

3.     Durch  Differentiation  von  (3)  nach  q>  folgt 

(5)  —  2rq  sin  9(1  —  2q  cos  q>  +  (/^)"~''~^ 

=  —  Cj  sin  qp  —  2  Cg  sin  2g?  —  •  •  •  —  hCt  sin  Ä:g)  —  •  •  • 

oder 

—  2rq  sin  9  ( y  ^0  +  ^1  cos  g?  +  (7g  cos  2^  +  '  *  7 

=  (1  —  2(7  cos  qp  +  (f)  (—  C^  sin  tp  —  2(72  siu  2^  —  •  •  • 

—  IcGk  sin  Äqp  —  •  •  • )  • 

Führt  man  die  Multiplikationen  aus  und  setzt 

isin  hq>  cos  qp  =  —  [sin  {k  +  i)q>  -\-  sin  (/c  —  l)qp] , 
\ 
sin  q)  cos  Äqp  =  —  [sin  {k  +  1)9  —  sin  {k  —  l)qpj , 

so  findet  man  als  Koeffizienten  von  sin  h(p 

links:  —  rqCk-i  +  rqCk^i^ 

rechts:  —  (1  +  if)kCk  +  qih  -  l)C,«i  +  qik  +  l)CV+i , 

durch  deren  Gleichsetzung  man  die  Rekursionsformel 

(7)       (Ä  +  1  -  r)^C*+x  =  (1  +  q^)lcCk  -  (Ä  -  1  +  r)g(7*_, 

erhält.     Da  man  (7(,  und  (7^   kennt,   so   kann   man   mittels   derselben   der 
Reihe  nach  (7^,  C^  u.  s.  w.  berechnen. 


(9) 
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4.    Für  r  =    -  folgt  hieraus,  wenn  wir 

(8)    (1  —  2g  cos  9  +  2^)      ■==  Y  -^0  +  -^1  ^^  9  +  -4,  cos  2^  +  •  •  • 
setzen, 

A  -  ^  [.  +  (i)V + (H)V + (kT-3V +•■•]. 

und 

(10)       (k  4-  y)  «^h-1  =  (1  +  O*^»  ~  (*  —  y)  «^*-i  • 

Setzen  wir  wieder  g  «=  —  und  %  =  —  -4* ,  Ä—*  =  Ä* ,  so  haben 
wir,  da  cos  ( —  kqi)  =  cos  Äg?  ist, 

(11)  ^-»  =  y2 'l*  cos  fty 

—00 

und 

(12)  (2k  +  l)a«i«it+i  =  2(£ii»  +  a*)Ä8t*  —  (2k  —  l)aai«t_i, 

während  21q  und  81^  mittels  (9)  zu  berechnen  sind. 
5.  Setzen  wir: 

(13)  ^  =  ^(1-22  008  9  +  3*)'^ 

•4-  00  •\-  00 


^-^^  JJjb  cos  Ä;^  =  -^  Sit  cos  A;^ , 


—  00  00 

also 

so  können  wir  die  Bk  oder  8*  entweder  direkt  aus  (4)  und  (7)  her- 
leiten, oder,  was  der  besseren  Konvergenz  wegen  vorzuziehen  ist,  aus 
den  Alt  oder  Vk  herechnen.  Um  das  letztere  zu  bewerkstelligen,  gehen 
wir  von  der  Gleichung 

^I  Äk  cos  Äqp  =  (1  —  2g  COS  9  +  q^)  ^S^k  Bk  cos  kg> 

00  ^  CO 

aus,  welche  durch  Ausführung  der  Multiplikation  auf  der  rechten  Seite, 
Benutzung  der  Formel 

cos  q)  cos  kq>  =   -  [cos  (k  -j-  l)g>  +  cos  (k  —  l)g>\ 

und  Koeffizientenvergleichung  die  Beziehung 

(14)  ^*  =  (1  +  q')Bk  -  q(Bi^i  +  i?H-i) 
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liefert,  aus  der  weiter  folgt: 

(14a)  Äk+i  =  (1  +  ^)Bk+i  -  qiBk  +  -Bh-O • 

Aus  (7)  wird 

(ä  -  I)  (ZB*+1  =  (1  +  q')kB,  -  (ä  +  l)qB^,  , 


woraus 


(k  +  y)  qBi+i  =  (1  +  3*)(Ä  +  1)5h-i  -(*  +  !)  «^* 
hervorgeht.     Statt  dieser  beiden  Gleichungen  können  wir  auch  schreiben: 
(k  +  y)3(B*_i  +  Bh-i)  -    ff^H-i  +  (1  +  ^kB,, 

(k  +  I)  2(5*      +  Bh-0 g^t  +  (1  +  «»)(*  +  1)B,+, . 

Ans  (14)  und  (14  a)  wird  infolge  dieser  Belationen: 

Ä,    (»  +  I)  =  Y  (1  +  «')^*  -  9-ß*+i . 

^i+i(Ä  +  y)  "=  2 **  -  T  (^  +  «*)'^H-i , 
woraus  durch  Elimination  von  ^jt-|-i  die  Gleichung 

(15)  (1  -  ^YB,  =  (2&  +  1)  [(1  +  3»)^t  -  2qAt+x] 
oder 

(16)  (a,«  -  a«)«»*  =  (2Ä;  +  1)  [(a,*  +  a«)«*  -  2aai9lH-i] 
folgt. 

Da  die  Vik  ^i^d  SBjb  die  Koeffizienten  der  Reihenentwicklungen  von 
Ausdrücken  sind,  welche  in  Bezug  auf  a  und  a^  vollkommene  Symmetrie 
zeigen,  so  müssen  sie  selbst  als  symmetrische  Funktionen  dieser  beiden 
Gröfsen  angesehen  werden;  daher  sind  auch  (12)  und  (16)  in  a  und  a^ 
synunetrisch.  Ist  a'^  a^^,  so  mufs  in  den  Berechnungen  der  81*  und  83* 
a  mit  a,  vertauscht  werden.  Der  Fall  a  =  Oj  kann  überhaupt  einfacher 
behandelt  werden,  kommt  aber  nicht  weiter  in  Betracht.  In  der  Folge 
brauchen  wir  auf  das  Gröfsenverhältnis  von  a  und  a^  keine  Rücksicht 
zu  nehmen. 

6,  Um  auch  noch  die   Ausdrücke  —j —  ,   - ,       ,     ,  ,  ,    von   denen 

da    '    aai    '    da'   ' 

wir  gleichfalls  Gebrauch  zu  machen  haben,  darzustellen,  bilden  wir 

-|—  (a*  —  2aai  cos  <p  +  «i^) 

=  —  (a*  —  2aai  cos  (p  +  a^*)      {a  —  a^  cos  tp) 
oder 
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(17)  ^{^  -j—  cos  kq>  =  —  (^  ■"  ^1  cos  tp)  x^  ^k  cos  ktp 

00  —  » 

-^  00  -J-  00 

=  —  q^  85*  cos  hq>  +  Y  «1  ^*  S*  cos  (/;  +  1)9 


00  —  oc 

+  00 


+  2  «1  ^^*  ®*  ^^s  (ä;  —  1)  9 


-00 

-|-  »  -|-  CO 

=  —  a 

00  —  00 

+  00 


Sa  cos  /«^qp  +  o  ^1  ^f  S3*— 1  cos  Ä;<jp 


+  Y  0,1^  83a4-i  cos  Ä:^  . 


00 


Die  Koeffizientenvergleichung  liefert: 

(1%         1  1 

<^^ ^)  ;/  a   =  -2  «^  ®*+i  -  « »ii-  +  2  «,  83^-1  ; 

ebenso  findet  man: 

d%         1  1 

worin  man  an  Stelle  der  Sa  auch  die  Stjt  einfuhren  kann. 

Differentiiert  man  die  so  transformierte  Gleichung  (18)  nochmals  nach 

a,  so  erhalt  man  —,  -^   durch  die  2t  und  deren  erste  Differentialquotienten 

ausgedrückt,  also  mittels  (18)  durch  die  ^k  oder  SS^.  allein. 
Ferner  bemerken  wir,  dafs 

d~  d- 

Q      1^  9    (i{a  —  a^  cos  qp)  +  ^1  ("i   —  «  C08  qp)  1 

da      '      ^  df'i 
ist,  woraus  durch  Koeffizientenvergleichung  folgt: 

d  31;^.  d  % 


9^  Q 


da     '      ^  da^ 
oder 

d  %  d  «, 

(19a)  «         *=_2I,  _a 


Durch  weitere  Differentiationen  von  (19  a)  folgt: 


^  dadui  da  da^    ' 

d*2r^        ti«;t  ^«it  ^*^Ä 

^  da,*    '    dai  döTj  dada^ 

oder 

(19c)  fl,«  ;.-  l  =  221,  +  4a^  +  a^  ---/- 

^        ^  '     rf«!*  '  da      ^  da^ 
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7.  Wir  haben  uns  weiter  mit  der  linearen  Differentialgleichung*) 

(20)  ~  +  n^y  -f-  ^0  +  ^1  ^^^  m^x  +  A^  cos  m^x  H =  0 

zu  beschäftigen,  welche  als  eine  Erweiterung  der  in  §  8  behandelten  an- 
zusehen ist.     Wäre  die  spezielle  Gleichung 

vorgelegt,  so  hätten  wir  nach  §  8,  (8) 

y  =  C  sin  (nx  -(-  a) 

zu  setzen,  worin  C  und  a  willkürliche  Konstanten  sind.  Die  Vermutung 
liegt  nahe,  dafs  durch  Zuftigung  geeigneter  Glieder  die  Lösung  von  (20) 
gefunden  werden  kann.     Wir  setzen  zu  diesem  Zwecke: 

y  =>  C  sin  (nx  +  «)  +  ^o  "H  ^i  ^^^  »»i  ic  +  ^2  ^^^  *^8^  +  *  *  * 
in  (20)  ein  und  erhalten: 

—  n^C  sin  (nx  +  «)  —  *^i*^i  ^^s  m^x  —  m^C^  cos  m^x  —  •  •  • 

+  n^C  sin  (nx  -f"  '^)  +  '^^^0  +  '^^^i  cos  m^x  -^^  n^C^  cos  m^x  +  •  •  • 

+  ^Q  +  -4,  cos  m^x  -|-  A^  cos  m^a;  -J-  •  •  •  =  0  , 

eine  Gleichung,  die  wirklich  erfüllt  wird,  wenn 

n^C^  +  J^  =  0,     —  m,^C^  +  w^Ci  +  ^^  =  0     u.  s.  w.. 


also 


n*    '        •         wij'  — n' 


gesetzt  wird.    Somit  erhalten  wir  das  zwei  willkürliche  Konstanten  C  und 
a  in  sich  schliefsende,  also  allgemeine  Integral 

(21)  y  =  Gsm  {nx  +  «)  —  -J   +   ^^L^^  ^^^  '*^h^ 

+  w,^-n*  cosw^a;-] . 

Dieses  Resultat  wird  unbrauchbar,  wenn  etwa  m^  =  n  wird.  In  diesem 
Falle  setzen  wir  in  y  an  Stelle  von  C^  cos  m^x  den  Ausdruck  C^a;  sin  «x; 
wird  dieses  //  in  (20)  eingeführt,  so  treten  die  Glieder 

2wC'j  cos  nx  —  n^(\x  sin  nx  +  n^C^x  sin  «a:  -j-  -4^  cos  na; 

auf,  welche  sich  zerstören  müssen.     Es  ist  daher 

^1  2n 


*)  Auch  wenn  cos  (tn^x  -\-  l^)  an  Stelle  von  cos  m^x  tritt,  bleibt  das  Ver- 
fahren ungeftndert. 
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zu  setzen,  so  dafs 

A  A  A 

(22)     y  =  Csm(nx-\-a)—  -^  —  ^-^  a;  sin  na;  +     ,  J^^,  cos m^x  + 


wird. 


w,"  —  n' 


§  12. 


Die  planetarisohen  Störangen  erster  Ordnung  nnd  die  Elemente 

der  Mondtheorie. 

1.  Die  Masse  sämtlicher  bekannten  Planeten  ist  gegen  die  Sonnen- 

masse  sehr  gering;  selbst  die  Jupitermasse  beträgt  nur  -fx^yq"  ^®^  ^®^" 

teren.  Infolge  dessen  kann  man  die  Planetenbahnen  zunächst  unter  der 
Voraussetzung  berechnen,  dafs  nur  die  Sonne  auf  den  fraglichen  Planeten 
einwirke.  An  den  so  erhaltenen  elliptischen  Bahnen  können  dann  wegen 
deV  Ablenkungen  durch  die  übrigen  Planeten  wenig  bedeutende  Korrekturen 
angebracht  werden;  man  bezeichnet  diese,  wie  schon  erwähnt,  als  Stö- 
rungen oder  Perturbationen. 

Die  Störungen  können  in  doppelter  Art  in  Berücksichtigung  ge- 
zogen werden.  Man  kann  die  Stellung  des  Planeten  nach  der  elliptischen 
Hypothese  für  irgend  einen  Zeitpunkt  berechnen  und  dann  nachträglich 
an  den  Koordinaten  die  nötigen  Änderungen  anbringen  (Störung  der 
Koordinaten).  Man  kann  aber  auch  annehmen,  dafs  die  Elemente 
der  elliptischen  Bahn  fortwährenden  Änderungen  unterliegen,  so  dafs  für 
jeden  Moment  eine  etwas  andere  elliptische  Bahn  der  Rechnung  zu  Grunde 
zu  legen  ist  (Störung  der  Elemente).  In  der  Folge  werden  wir 
manche  Störungen  durch  Änderung  der  Elemente,  andere  durch  Änderung 
der  berechneten  Koordinaten  berücksichtigen. 

Unter  der  Voraussetzung,  dafs  die  Exzentrizitäten  und  die  Neigungs- 
winkel zwischen  je  zwei  Bahnebenen  bei  den  in  Frage  kommenden  Planeten 
sehr  klein  sind,  lassen  sich  für  die  Störungen  allgemeinere  Formeln  auf- 
stellen; dies  trifft  für  die  gröfseren  Planeten  in  hinreichendem  Mafse  zu. 
Bei  den  Planetoiden  und  Kometen  ist  diese  Voraussetzung  nicht  mehr 
zulässig;  man  mufs  sich  hier  auf  das  stückweise  Berechnen  der  störenden 
Wirkungen  beschränken  (spezielle  Störungen).  Nur  der  erste  Fall 
soll  hier  in  Betracht  gezogen  werden,  da  aus  den  Formeln,  welche  er 
liefert,  die  allgemeiner  interessanten  Resultate  gefolgert  werden  können. 

2*  Setzt  man  wie  bisher  die  Sonnenmasse  gleich  1,  so  sind  die 
Massen  der  Planeten  kleine  Brüche,  deren  Werte  sämtlich  unter  0,001 
liegen.  Denkt  nian  sich  die  Gleichung  der  gestörten  Bewegung  eines 
Planeten  nach  Potenzen  dieser  Massen  tn^,  mg,  .  .  .  Wn  entwickelt,  so 
wird  es  in  den  meisten  Fällen  genügen,  nur  die  Glieder,  welche  die  ersten 
Potenzen  dieser  Massen  enthalten,  in  Berücksichtigung  zu  ziehen.  Man 
bezeichnet  die  unter  dieser  Annahme  berechneten  Störungen  als  solche 
erster  Ordnung;  werden  noch  die  zweiten  Potenzen  der  Massen  in  Be- 
tracht gezogen,  so  erhält  man  die  Störungen  zweiter  Ordnung  u.  s.  w. 
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Wir  beschäftigen  uns  hier  nur  mit  den  Störungen  erster  Ordnung*), 
welche  eine  relativ  einfache  Behandlung  zulassen. 

3.  Denken  wir  \^uns  die  Bewegung  des  gestörten  Planeten  fertig  ent- 
wickelt, so  dafs  seine  Koordinaten  x^  y^  z  einzeln  durch  t  ausdrückbar 
sind,  und  eine  solche  Gleichung  nach  den  Massen  m^,  «n^,  .  .  .  m»  der 
störenden  Planeten  geordnet,  so  hat  sie,  faUs  nur  die  ersten  Potenzen 
dieser  Massen  beachtet  werden,  die  Gestalt 

(1)  X  =  4(0  +  m,f,{i)  +  m^f^{i)  + .  •  •  +  f»,/;(0 

und  entsprechend  für  die  beiden  anderen  Koordinaten.     Wir  setzen  nun 

(2)  Xq  =  /o(0,     ^1  =  »»1  /i  (0,     x^  =  m^f^ii)  ...Xn=  mnfniß), 
also 

*  =  ^0  +  ^1  "f"  ^2  +  *  •  •  +  ^n    . 

Dann  ist  x^  der  Wert,  welchen  x  ohne  das  Vorhandensein  der  störenden 
Planeten  annehmen  würde,  Xa  ist  die  Änderung,  welche  er  erleidet,  falls 
lediglich  der  Planet  mit  der  Masse  w«  störend  wirkt;  Xa  ist  von  der- 
selben Gröfsenordnung  klein  wie  ma .  Man  sieht,  dass  man  die  Störungen, 
welche  durch  jeden  einzelnen  Planeten  hervorgerufen  werden,  gesondert 
berechnen  kann  und  dann  nur  s&mtliche  Störungen  zu  summieren  braucht, 
um  die  Gesamtstörung  zn  erhalten. 

Diese  Zerlegung  kann  jedoch  noch  weiter  getrieben  werden.  Sind  b  und 
£,  die  Exzentrizitäten  der  Bahnen  des  noch  ungestörten  und  des  störenden 
Planeten  und  ist  J  die  Neigung  ihrer  Bahnebenen,  so  werden  wir  wegen  der 
vorausgesetzten  Kleinheit  dieser  Gröfsen  nur  deren  erste  Potenzen  berück- 
sichtigen, soweit  sie  noch  mit  der  störenden  Planetenmasse  m^  multipliziert 
sind;  es  werden  also  w^f,  Wifj,  mjJ",  aber  nicht  w^f*,  m^tJ  u.  s.  w.  in 
Bechnung  gezogen.  Ordnet  man  nun  die  Bewegungsgleichungen  des  ge- 
störten Planeten  nach  Muster  von  (l)  in  der  Weise 

^  =  /o(0  +  ^ifi  (0  +  ^i^ftif)  +  wi^i/iCO  +  ^i«^/k(0 

u.  8.  w., 
so  kann  man 

X  =  Xq  +  X^-^X^  +  X^  +  X^ 

setzen    und   darf  wieder,    da   jede    der    Gröfsen   f,   f,,   J  einzeln   gleich 


*)  Die  Störungen  erster  Ordnung  wurden  vonLaplace  (M^canique  Celeste, 
B.  1),  diejenigen  zweiter  Ordnung  von  Poisson  entwickelt.  Einfache  Darstellungen 
der  Theorie  der  Störungen  erster  Ordnung  findet  mau  bei  Möbius,  die  Elemente 
der  Mechanik  des  Himmels,  Leipsig  1843,  und  beilsrael-Holtzwart,  Ele- 
mente der  Astromechanik,  Wiesbaden  1886.  An  das  letztere  Werk  schliefst 
sich  die  folgende  Behandlung  im  wesentlichen  an;  das  erstere  wurde  nament- 
lich bei  der  Theorie  der  Mondbewegung  mehrfach  benutzt. 
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Null  gesetzt  werden  kann,  die  Gröfse  x^^^  welche  ihre  frühere  Bedeutung 
hat,  und  ar^,  iCg,  ajg,  x^  gesondert  berechnen.  Die  drei  letzten  Gröfsen  sind 
gegen  x^  im  allgemeinen  ziemlich  klein  und  können  bei  ma'nchen  Unter- 
suchungen auFser  Acht  bleiben. 

Durch  diese  weitgehenden  Zerlegungen  verliert  das  Störungsproblem 
viel  Yon  seiner  Komplikation. 

4.  Wirken  zwei  Planeten  mit  den  Massen  m  und  m^  aufeinander 
ein,  so  erfährt  nicht  allein  der  erste  eine  Störung,  welche  m^  als  Faktor 
enthält;  auch  der  zweite  Planet  ist  einer  Störung  ausgesetzt,  welche  der 
Masse  m  proportional  ist.  Diese  Störung  des  zweiten  Planeten  mufs 
aber  wieder  seine  Wirkung  auf  den  ersten  modifizieren  und  zwar  um 
eine  Gröfse,  welche  den  Faktor  m^  hinzunimmt,  also  im  ganzen  mit  dem 
Faktor  wim,  behaftet  ist.  Dieselbe  ist  somit  von  der  zweiten  Ordnung 
und  kann  hier  vernachlässigt  werden.  Wir  nehmen  daher  an,  dafs  der 
störende  Körper  sich  in  einer  ungestörten  elliptischen  Bahn  bewegt;  die 
thatsächlichen  Abweichungen  hiervon  verursachen  nur  Störungen  zweiter 
Ordnung. 

6*  Wir  bezeichnen  die  Koordinaten  des  gestörten  und  des  störenden 
Planeten  mit  x^  y^  ß  und  a^i,  y^,  jerj,  ihre  Massen  mit  m  und  Wj  und 
unterscheiden  überhaupt  alle  auf  sie  bezüglichen  Gröfsen  in  analoger 
Weise.  Der  Sonnenmittelpunkt,  den  wir  wie  früher  als  fest  betrachten, 
liege  im  Nullpunkt  des  Koordinatensystems,  r  und  r^  seien  die  Abstände 
der  beiden  Planeten  von  der  Sonne,  q  sei  ihr  Abstand  voneinander,  so  dafs 


(3) 


r  =  )/jc'^ +/  +  «*,     r,  =  yx*  +  y.»  +  h* , 


ist.  Die  Bahn  des  ersten  Planeten  möge  im  ungestörten  Zustande  eine 
Ellipse  sein,  welche  in  der  o;^- Ebene  liegt;  die  Schnittlinie  dieser  Ebene 
und  der  Bahnebene  des  störenden  Planeten  (die  Knotenlinie  im  weiteren 
Sinne)  möge  als  x- Achse  angenommen  werden,  und  zwar  sei  ihre  positive 
Hälfte  nach  dem  aufsteigenden  Kiioten  gerichtet*).  J  sei  der  Neigungs- 
winkel dieser  beiden  Ebenen  und  werde  auf  der  Seite  der  positiven  y 
als  positiv,  auf  der  umgekehrten  als  negativ  gerechnet. 

Die  Bewegung  des  Planeten  m  wird  nun  von  drei  in  Rechnung  zu 
ziehenden  Beschleunigungen  abhängen.  Es  wirkt  auf  ihn  die  Attraktion 
der  Sonne,  die  wie  früher  in  Rechnung  zu  stellen  ist,  und  die  direkte 
Attraktion  des  Planeten  m^.  Aufserdem  übt  der  letztere  eine  Attraktion 
auf  die  Sonne  aus,  wodurch  diese  ihre  absolute  Lage  ändert;  da  aber 
der  Sonnenmittelpunkt  beständig  als  festes  Zentrum  der  zu  berechnenden 


*)  Als  aufsteigenden  Knoten  wollen  wir  denjenigen  Schnittpunkt  der  Bahn 
des  störenden  Planeten  mit  der  Ebene  des  noch  UDgestÖrten  anderen  bezeichnen, 
in  welchem  sich  jener  auf  die  nördliche  Seite  dieser  Ebene  begiebt.  Da  die 
Neigungen  der  Hauptplanetenbahnen  zueinander  geringe  sind,  so  ist  der  Begriff 
„nördliche  Seite"  durch  die  Lage  des  Erdnordpols  genügend  bestimmt. 
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relativen  Bewegung  betrachtet  wird,  so  müssen  wir  diese  Beschleunigung 
in  der  Weise  in  Rechnung  bringen,  dafs  wir  dem  Planeten  m  eine  gleiche, 
aber  entgegengesetzte  Beschleunigung  zulegen.  So  gelangen  wir  zu  den 
drei  Differentialgleichungen  der  gestörten  Bewegung: 


(4) 


X 

r 

fm^  X  —  rc, 

«1 

dt*                    r* 

y 

r 

M  y-Vi 

9*          9 

Vi 

d*g              f{\  +  m) 

z 

fm^  g  -  z^ 

fm^ 

^1 

dt*                    r* 

r 

9^        9 

r^' 

n 

Zu  diesen  Gleichungen  treten  diejenigen  hinzu,  welche  die  elliptische 
Bewegung  des  störenden  Planeten  bestimmen,  durch  welche  also  x^^  t/,,  z^^ 
als  Funktionen  der  Zeit  gegeben  sind.  AuTserdem  wird  die  Bahn  des 
Planeten  m  unter  der  Voraussetzung,  dafs  iw^  ^  0  sei,  d.  h.  seine  un- 
gestörte Bahn  als  bekannt  angenommen. 

6*  Bei  dem  gewählten  Koordinatensystem  ist 

^1  —  3/i  tg  «^  =  yi  («^  +  -j-  +  •  •  •)  1 

da  nun  J^  vernachlässigt  werden  soll,  dürfen  wir  zwar  nicht  z^  gegen  a?,  und 
.V, ,  aber  doch  z^  gegen  x^  und  y^  vernachlässigen.  Da  die  Gröfse  z  erst 
ein  Ergebnis  der  Störung,  also  mit  dem  Faktor  m^  behaftet  ist,  werden 
wir  auch  z  weglassen  dürfen.  Hierdurch  werden  r,  ^,  r^  von  z  und  z^ , 
die  beiden  ersten  Gleichungen  (4)  also  von  J  unabhängig.  Da  femer  z 
für  J  =  0  verschwinden  würde,  dürfen  wir  aimehmen,  dafs  z  noch  J 
als  Faktor  enthält,  also  von  der  Gröfsenordnung  m^J  ist.  Infolge  dessen 
tritt  in  allen  Gliedern  der  dritten  Gleichung  der  Faktor  m,  J  auf,  weshalb 
wir  solche  Posten,  welche  auch  noch  e  und  fj  als  Faktor  aufweisen,  ver- 
nachlässigen dürfen.  Hierdurch  gelangen  wir  zu  einer  neuen,  sehr  wich- 
tigen Reduktion  des  Problems. 
Setzen  wir 

X  =  r  cos  l  cos  &  ,    y  B=s  r  sin  Z  cos  &  ,    j?   «=  r  sin  &; 
x^  =  rj  cos  li  cos  ftj,    ^1  =*  r^  sin  Zj  cos  &i,    jet^  =  9\  sin  b^ 

und  bezeichnen  r  und  r,  als  die  Radienvektoren,  l  und  l^  als  die 
Längen,  h  und  ftj  als  die  Breiten  der  beiden  Planeten*),  so  dürfen  wir 
in  Gliedern,  welche  Wj  enthalten,  cos  &  =  1  annehmen,  da  sin  b  von  der 

Gröfsenordnung  J,  also  cos  5  =  1  —  2  sin*  ^  ^^n  1  nur  um  eine  Gröfse 

höherer  Kleinheit  verschieden  ist.  Ebenso  ist  cos  &i  -=  1  zu  nehmen. 
Es  ist  also 


♦)  h  und  hl  sind  die  Neigungswinkel  von  r  und  r^  gegen  die  «y- Ebene,  l 
und  Z,  sind  die  Winkel,  welche  die  Projektionen  von  r  und  Ti  auf  diese  Ebene 
mit  der  Linie  des  aufsteigenden  Knotens  bilden. 
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f  ic   =  r  cos  ?  ,     «  =  r  sin  Z  ,     jet   =  r  sin  5, 

l  ajj  =  r^  cos  tj ,     2^1  =  *"i  sm  Zj ,     ^i  =  ^'i  sm  o^ 
zu  setzen. 

Wir  können  nun  nach  den  gemachten  Vereinfachungen  das  Resultat 
aussprechen: 

Die  beiden  ersten  Gleichungen  (4)  bestimmen  die  Stö- 
rungen des  Radiusvektor  und  der  Länge;  sie  sind  von  J^  z^  z^ 
(oder  &,  h^  unabhängig.  Man  kann  diesen  Teil  der  Aufgabe  als  ein 
planimetrisches  Problem  behandeln,,  indem  man  sich  die  Ebene  der 
Bahn  des  störenden  Planeten  in  die  Ebene  der  x^  y  umgeklappt  denkt. 

Die  dritte  Oleichung  (4)  bestimmt  die  Störung  der  Breite; 
man  braucht  hier  auf  die  Exzentrizitäten  keine  Rücksicht  zu 
nehmen,  kann  sich  also  beide  Bahnen  als  kreisförmige  denken. 

Wir  werden  beide  Teile  getrennt  behandeln,  bei  dem  ersten  aber 
nach  den  früheren  Auseinandersetzungen  noch  weitere  Teilungen  vornehmen. 

7.  Mit  Hilfe  der  Gleichungen  (5)  führen  wir  jetzt  in  die  beiden  ersten 
Gleichungen  (4)  Polarkoordinaten  ein;  durch  Differentiation  folgt  aus  (5): 

d^x  ,  d'r        ^    .     ^dr  dl 


(6) 


-d«r        ^    •    .dr  dl  ,(dV\^  .     .dH 

cos  Z  5^-2  smZj^^-rcosZy-rsmZ^., 

+  2  ^^s  ^ dF  äü  -  *"  ''°  ^  \di)  +  *"  ^^«  ^  JT"«  • 


d^y         .    ,  d«r 
dt-  =  sm  Z  ^ 


Multiplizieren  wir  die  Gleichungen  (6)  mit  cos  l  und  sin  l  und  addieren, 
dann  mit  sin  l  und  cos  l  und  subtrahieren,  so  folgt: 

d-x    .    ,        d*y        ,  d-l        ^dr  dl 

dt-  dt-  dt-  dt  dt 

Die  gleiche  Operation  nehmen  wir  mit  den  beiden  ersten  Gleichungen  (4) 
vor,  nachdem  wir  rechts  für  ir,  y,  Xj^,  y^  die  Polarkoordinaten  eingesetzt 
haben;  nach  Ausführung  dieser  Rechnung  setzen  wir  statt  der  linken  Seiten 
die  durch  (7)  gegebenen  Ausdrücke  ein.     Es  folgt: 

di^~'^\di) 7- -^Ir-^i  c^s (Z  -  ZJ] 


(8) 


—  -^  COS  (Z  —  Zj  , 


ri 


d-l       ^  dr  dl        fm^         .    ,,       ,  v         /w,    .     ,,        ,  >, 

-  ~ ''  d  r«  -  ^  5?  d«  =  "7^  *"!  '^  (^ "  ^i)  -  y  ^^  (^  -  ^i)  • 

8.  Wir  setzen  jetzt 

indem  wir  unter  r^  und  Iq  diejenigen  Teile  der  Koordinaten  verstehen, 
welche  übrig  bleiben,  wenn  man  »»1  =  0  setzt,  d.  h.  die  Koordinaten  der 
ungestörten  Planetenbahn.  Jr  und  Jl  sind  also  die  Störungen  der  Polar- 
koordinaten und  als  solche  mit  dem  Faktor  m^  behaftet  zu  denken.    Aus 


§  12.  Die  planetarischen  Störungen  erster  0.  n.  die  Elemente  der  Mondtbeorie.    79 

diesem  Grunde  dürfen  wir  in  Gliedern,  welche  aufserdem  m^  enthalten, 
ohne  weiteres  r  =  r^^  ^  =  ^o  setzen;  insbesondere  können  wir  diese  Er- 
setzung in  Q  vorgenommen  denken,  ohne  die  Bezeichnung  ändern  zu 
müssen.  Allgemein  ist  zu  beachten,  dafs  Jr^,  Jr/il^  Jl?  u.  s.  w.  zu 
yemachlässigen  sind,  weshalb  z.  B. 


wird.     Hiemach  wird  aus  (8) 


^('-^10 


dt'         "^^Kdt/^    dt'         "^"^[dt)         ^""^di 


0  ddl 
dt 


AI  +  m)        2/'(l  +  m)z/r        fm,  .  . 

— iTi f-  -    —-z _.    [**o  —  ^1  cos  (Iq  —  \)] 


(9){       -^üicosOo-O, 


»"i 


dt*         ^  dt  dt        ^0   dt'        "^^  dt' 


^      ^   dt    dt        ^  dt     dt   —  q'  *^i  ^"^  ^^0        h)  —  ^^,  am  (l^  -  l,)  . 

Nach  einer  früheren  Bemerkung  müssen  die  Glieder,  welche  m^  als 
Faktor  enthalten,  für  sich  und  die  übrigen  für  sich  übereinstimmen.  Die 
letzteren  geben  nichts  anderes  als  die  Differentialgleichungen  der  unge- 
störten Bahn  in  Polarkoordinaten,  die  wir  nicht  weiter  zu  behandeln 
brauchen.  Die  ersteren  aber  liefern  die  Differentialgleichungen  der  Stö- 
rungen Jr  und  Jl\ 


/d'Jr 
dt' 


(10) 


-  [^^ + (11)1  -' 


d'Jl ^  ^     _  9  1^0  ^ 

^0   dt'    ~        dt'  ^  dt     dt 

dfn  dd 


—  2 


0 


dt     dt 


-  —  f^i  (-^  —  J^)  rt  sin  (Zo  —  Zj)  . 


Die  rechten  Seiten  von  (10)  enthalten  jetzt  aufser  Jr  und  Jl  nur 
die  Variabein  r^^,  6q,  r^,  Z^;  diese  sind  aber  als  die  Koordinaten  des  un- 
gestörten Planeten  m  und  des  störenden  m^  als  bekannte  Funktionen  der 
Zeit  anzusehen.  Es  wird  unsere  Aufgabe  sein,  sie  durch  die  Zeit  aus- 
zudrücken. 

9.  Zu  diesem  Zwecke  benutzen  wir  die  Formeln  (35  a)  und  (35  b) 
von  §  9,  in  denen  bereits  die  Potenzen  der  Exzentrizität  weggelassen  sind. 
Bezeichnen  wir  die  Längen  der  Perihelien  beider  Bahnen  mit  11  und  iJj 
und  setzen: 
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(12) 


(11)  A  =  «^  +  X\     ;L,  =  n^t  +  V, 

worin  l'    und  A/    die  Längen   zur  Zeit  t  =  0  bedeuten,   so  werden  jene 
Formeln  zu*) 

r^  =  a  [1  —  B  cos  {X  —  JI)J  , 
/o  =  A  +  2£sin(;L  —  n), 
n  =  «1  [l  —  «1  cos  (^1  —  77,)] , 
^  ^1  =  ^1  +  2£,  sin  (Aj  —  77,)  . 

Aus  denselben  folgt,  da  -,y  ==  n  ist, 

(   i     =i[l  +  ecos(i-JI)], 
-^^    =-\[H-2fC0s(A-n)], 


(13) 


0 

1 


du 
dt 


d«r 


waf  sin  (A  —  77)  ,     -,--  =  «*a£  cos  (A  —  77) , 


dt 


^^5.    =w+2«fCos(A-n),     '^'^^ 


rf« 


dt' 


—  2n«fsin(A  — 77), 


(-g.)  =  ««  +  4n«£  cos  (X  -  n) , 

^    -T^-    =-^[l  +  2e,  cos(X,-770]- 
Weiter  ist  q  eine  Funktion  von  Tq,  r,  und  /^  —  7,,  so  dafs  wir 

(-^  —  -^)  n  cos  (Zo  —  h)  ~  -^hT  =  /"(»O.    n,    ^0)    ^i) 

=  f\a  —  ae  cos  {l  —  Tt)^  a,  —  a^z^  cos  (A,^  —  77,),  A,  -f-  2  f  sin  (A,  —  77)  , 

;L,  +  2f,  sin(;Lj  —  77)] 

=  /"(a,  a,,  A,  Xj)  —  /"^af  cos  (X  —  77)  —  /i«!«!  cos  {l^  —  77,) 

+  2/i8  sin  (X  —  n)  +  2f^B^  sin  (A^  -  H,) 

setzen   dürfen,    worin   /*,,   /"g,   ^g,   /4    die    partiellen   Differentialquotienten 
von  f  nach  seinen  vier  Variabein  bezeichnen;  es  folgt  dies  aus  dem  Taylor- 
schen  Satze  für  mehrere  Variabein. 
Nun  ist 

f(a,  ai,  A,  A,)  =  (^  —  -^)  a,  cos  (A  —  A,)  --  -  j^r  , 


wenn 


*)  Man  beachte,  dafs  in  §  9  die  Zeit  t  =»  0  mit  einem  Periheldarchgang 
identifiziert  wurde  and  dafs  letzterem  qp  =»  0  entsprach. 
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(13a)  Q^^  =  [a^  —  2aai  cos  {k  —  Aj  +  «i*] 

gesetzt  wird.     Nach  §  11,  (13)  ist  aber 

-f-oo 

q7^  =  Y  ^*  83a  cos  h{X  —  ^i) 


OD 


und  nach  §  11,  (17) 


OD 

somit 

4-00 


1      ^1   "'**k  /  1 

f(a,  aj,  A,  AJ  ^ -^  2^  ~Ä^  ^^^  ^^  ~  ^^^  ""  V  ^^^  *^^  "  ^^ 


■OD 

+  00 


2 


-    ^*   ^<^osK^-0, 


OD 


wenn  in  Z'  der  Koeffizient  -j-^  «=  —5 —  durch  -3—* =  ersetzt  wird. 

da  da  da         Oj 

Man  berechnet  hieraus  durch  Differentationen 


1    ^w7'  ^  *** 


■0» 

+» 


OB 


+  00 


T^*   * -3^  sin  Ä(A  -  i,) , 


•0» 
«o 


1  tl'     d«. 

fi=^        t2I'   *  d^  sin  *(A  -  A.)  , 


OD 


SO  dafs  schliefslich*) 

(1*)   (^  -  ,7)  *■'  *^«  ('0  -  «i)  -  ^  -  2-  2*'S  «<»«  *(*  -  h) 

—  OD 


OD 

+  <*> 


—  OD 


wird. 


*)  Man  beachte,  dafs  z.  B. 

2  COS  Ä;(A  — Xj)  cos  (X  — H)  —  cos  [ifc(l— X, )  +  X  —  H]  +  cos  [-  lk(X  —  Xj)  +  X  —  H] 

ist;  es  kommt  jedes  Glied  in  der  Summe  doppelt  vor,  wodurch  der  Faktor  2 
heranstritt. 

Banionberger,  analyt  Me<d&an!k.  I.  6 
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Femer  folgt  aus  (13  a) 

oder  nach  §  11,  (ll) 

-Zf*   "^  ^^  *(^  ~  ^>)  ""  ^»^ö"'  sin  (^  —  ^i) » 

OD 

also 

(14  a)  (i,  -  -\)  «.  sin  {X  -  A.)  =  i-^  "^  ^  ^^  -l.)  "  ^  ''"^ 


00 


=  y2'— *«^*(*-^)' 


—  00 


wenn  in  £    statt  Äg  und  9l-.i  die  Gröfse  Äj ^  gesetzt  wird,  was  mit 

Ol 

der  oben   angegebenen  Bedeutung  von  £'  vollkommen  zusammenstimmt 
Nach  der  vorigen  Methode  wird 

+  00^ 

(^^)     ii  -  r^)  "-i  «i^  (^0  -  ^i)  =  2^  Z '^'^^  ^^^  *(^  -  ^') 

00 

4-00 

+  ^2'  *[(2*  +  l)2t*  -  «  ^*]  sin  m  -^^)  +  X-n] 


00 


10«     Die  sämtlichen  Ausdrücke  der  vorigen  Nummer  führen  wir  in 
(10)  ein  und  erhalten,  da  nach  §  9,  (21)  f{l  +  m)  =  r^(j?  ist  und 

fm^  =  f(\.  +  wi)m,  =  w^rt^mj 

gesetzt  werden  darf,  weil  mm^  zu  vernachlässigen  ist, 

<<^^)  "dF"  =  ^^^'^  +  ^''''  -dT  +  -2-2!i  ^  ^^^  *(^  -  ^i) 

00 


+  M 


10«^  cos  (iL  —  n)/ir  +  2«M  cos  (X  —  JI)  ^^ 

+  00 


+  •_!.!i.  ^-  [„  ^^.  _  „  5]  ,„  [,(._  ,,)  +  ,_  „, 


00 


—  00 
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und,   indem  wir   die   zweite  Gleichung  vor   der  Umformung   durch  Tq  di- 
vidieren, 

-f.  00 

(*^)   -dir ir-W ^  2f  k%,  sm  hil  -  X,) 


+  * 


00 


sin(A-  n)^r —  —cos  (X— ZI)  ^—  2nsin(X  — H) 


a^  ^  a^  ''di  ^  "^    dt 


-  -**^^  cos  (;i  -  n)  y}'  Jc%  sin  k{X  -  A,) 


2 

OD 


OD 


^k 

2 

—  00 


'    r  dS0ir\ 

k  I  (2Ä;  +  1)  %k  —  a  -^J  sin [ä(A  —  ;i,)  +  A  -  JIJ 


4- OD 

Wir  können  nun  z^r^  und  z/^^  in  je  zwei  Teile  zerlegen,  welche  von  e 
und  fj  frei,  resp.  von  b  und  Cj  ahhängig  sind.  Nach  (12)  ist  aber  zu 
setzen,  wenn  wir  den  von  b  und  b^  abhängigen  Teil  durch  den  Index  i 
kenntlich  machen, 

also 

(18)  jdr  =  Ja'\-  Jr,,     Jl  =  jdk  +  M,. 

Wir  könnten  die  Gleichungen  (16)  und  (17)  in  je  drei  Teile  zerföllen, 
begnügen  uns  jedoch  damit,  der  eingeführten  Bezeichnung  entsprechend, 
einen  von  den  Exzentrizitäten  freien  und  einen  von  diesen  abhängigen 
Teil  aufzustellen.    Für  den  ersten  haben  wir 

.^^.d^Ja        _    8    .  ^       ddl         a^n^m^    X!'  ^^*        t/.       i\       a 


00 

OD 


(^^)  "d?"  +  T  ~dt    +       2~^  -Zf    *''*  ^^^  *^(^  ~  ^1)  =  ^5 


00 


für  den  zweiten,  wenn  wir  beachten,  dafs  in  Gliedern  mit  dem  Faktor  e 
oder  fj  die  Gröfsen  ^r,  und  /Sl,  weggelassen  werden  dürfen, 

dMr.  d^h 

(21)  -j-^^*  —  Zn^/tu  —  2aw  -^  —  lOen*  cos  (A  —  J7)  ^a 

—  2ca«  cos  (jl  —  IT)    ,  - 

+  0D 


2        ^ 

—00 

+» 


—  00 

6* 
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+  00 

+  *«»'•«.  ^'  fc  [(2Ä  +  2)  «.  -  «  ^*]  sin  [fca  _  i.)  +  i  _  77j 


—  00 
-|-00 


-^  OD 

11*     Der  Gang  der  Integration  dieser  Differentialgleichungen  ist  der 
folgende.    Da  a  konstant  ist,  kann  (20)  direkt  einmal  integriert  werden ; 

wird  der  sich  ergebende  Wert  für  -jr-  in   (19)  substituiert,  so  gelingt 

die  vollständige  Integration  dieser  Oleichung  nach  §  11,  (21).  Das  hier- 
durch gefundene  Ja  wird,  wieder  in  das  Integral  von  (20)  substituiert, 
wodurch  dieses  zum  zweiten  Male  integrierbar  wird.  Führt  man  die  er- 
haltenen Werte  ftir  Ja  und  JX  in  (21)  und  (22)  ein,  so  kann  auf  diese 
das  gleiche  Verfahren  angewandt  werden. 

Wir  haben  zuerst  aus  (20)**) 

(23)    i^  +  'i^^-  ,-|!L=;^  2'  «•  -  KA  - »,)  -  T, 

00 

dann  durch  Einsetzen  in  (19) 

—  2öwir=0 
und  durch  Integration,  wenn ^  =  q  gesetzt  wird, 


*)  Man  bemerke,  dafs 
cos  (X  -  IT)   SI'  IcSSi^  sin  Ä;(i  -  X^  =  ^^  Ä;5l^.  sin  [Ä:(X  —  ij  +  i  —  J7] 


OD  — CO 

ist,  da  sich  die  Glieder  von 

-4-00 

sin  (i  —  /7)  ^I'  k%^  cos  fc(  X—  Xi) 


00 


gegenseitig  zerstören. 

**)  Es  ist  zu  beachten,  dafs  nach  (11)  %  —  X^  ^  {^n  -  nj  i  +  X'  —Z/  ist.  — 
Das  Glied  mit  Ä:  =  0 ,  welches  in  (20)  wegfällt,  ist  in  (23)  ebenfalls  gleich  NoU 
zu  setzen,  was  in  der  Folge  immer  zu  berücksichtigen  ist 
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(25)  ^a  =  C  sin  (nl  +  «)  +  «-^  +  1  «»».,  g^ 


worin  8rt  ==  0  zu  nehmen  ist,  während  -5-^  nicht  verschwindet. 
"  '  da 

Setzen  wir  den  erhalteneu  Wert  für  Ja  in  (23)  ein,  so  können  wir 

integrieren  und  finden 

(26)      Jk  =  ~  cos  {nt  +  a)  —  /'s  ä:  +  a^nm^  ^^  t 

+  Y^     ki^ik^-qTzn) Sin  k(X  -  l,)  +  /f, . 

12.  Hier  müssen  wir  eine  Bemerkung  üher  die  Eonstantenbestim- 
mung einschalten.  Bisher  nahmen  wir  an,  dafs  die  ungestörte  Bahn  ge- 
geben und  dafs  die  Störungen  nur  als  Korrekturen  an  derselben  anzu- 
bringen seien.  Allein  der  ungestörte  Zustand  war  in  Wirklichkeit  niemals 
vorhanden ,  und  die  Konstanten  der  hypothetischen  ungestörten  Bahn  haben 
sich  unter  Mitwirkung  der  Störungen  ausgebildet. 

Als  eine  der  Bahnkonstanten  kann  die  ümlaufszeit  oder,  was  auf 
dasselbe  hinausläuft,  die  Gröfse  n  angesehen  werden.  Denkt  man  sich  die 
ümlaufszeit  als  Mittel  von  wirklichen  direkten  Beobachtungen  bestimmt, 
so  enthält  dieselbe  bereits  die  Einflüsse  der  Störungen  mit  Ausnahme  der 
periodischen,    welche   sich   bei   wiederholten   Beobachtungen    ausgleichen. 

Da  nim 

2  o«  w<  +  r 

ist,  so  können  wir  uns  das  Glied  von  (26),  welches  t  als  Faktor  enthält, 
bereits  mit  X  vereinigt,  d.  h.  als  bei  der  Bestimmung  von  n  schon  be- 
rücksichtigt denken  und  demgemäfs 

'  *  da 

oder 

a^nm.  -^-^ 
jr_ äa 

setzen. 

Auch  die  Exzentrizität  der  Bahn  und  die  Lage  ihres  Perihels  haben 
sich  unter  Einflufs  der  Störungen  ausgebildet.  Man  überzeugt  sich  nun 
leicht  davon,  dafs  man  durch  eine  geeignete  Abänderung  der  Gröfsen  e 
und  n  die  ersten  Glieder  auf  der  rechten  Seite  von  (25)  und  (26),  welche 
die  Umlaufszeit  des  gestörten  Planeten  zur  Periode  haben,  überflüssig 
machen  kann.     Setzt  man  nämlich  €  -{-  Jt  und  11  -{-  JII  statt  s  und  11^ 
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so  gehen  die  beiden  ersten  Gleichnngen  (t2)  bei  Yernachlässigong  kleiner 
GrÖfsen  zweiter  Ordnung  in 

Tq  ~  a[l  —  s  cos  (l  —  n)  —  Js  cos  (A  —  J7)  —  e  sin  (l  —  IT)  JII]  , 
Zj,  =  A  +  2f  sin  (A  —  J7)  +  2Js  sin  (A  —  JI)  —  2s  cos  (X  —  Z7)zf  JT] 

über,  und  man  braucht  nur 

—  aJe  cos  (l  —  ^)  — "  fl«  sin  (l  —  It)jn  «=  C  sin  (nf  +  a) 

=  C  sin  [X  —  il  +  (a  +  JI  —  A')] 

=  C  sin  (a  +  il  —  A')  cos  {X  —  H)  +  C  cos  («  +  H  —  A')  sin  (A  —  ü) , 

2z/f  sin  (X  —  il)  —  2e  cos  {X  —  iI)^JI 
=  —  ^  sin  (a  +  JI—  X')  sin  (A  —  il)  +  ^cos  («  +  JI— A^  cos  {X  —  U) 

zu  setzen.    Beide  Gleichungen  werden  identisch  befriedigt,  wenn 

zf  €  «= sin  (a  +  IT  —  jf) , 

Z/J7  =  —  —  cos  (a  +  il  —  X') 

genommen  wird. 

Wir  sind  demnach  berechtigt,  in  (25)  und  (26)  rechts  die  ersten 
Glieder  weg/.ulassen,  wenn  fttr  die  GrÖfsen  s  und  77  die  Werte  benutzt 
werden,  welche  sich  unter  Einflufs  der  Störungen  herausgebildet  haben. 
In  gleicher  Weise  verfahren  wir  späterhin. 

Ebenso  darf  in  (26) 

gesetzt  werden,  da  ein  anderes  K^  durch  Änderung  von  X    berücksichtigt 
werden  kann. 

So  vereinfachen  sich  die  Gleichungen  (25)  und  (26)  in 

(27)  ^a ___.__.^*_^^__+       JcosÄ(A-A,), 

00 

(27a)    ^l^Y  2j WW^-gT^) —  «^  *(^  "  *')• 


OD 


13.     Die  Formeln  (27)  und  (27  a)  erfordern  nach   §  11,  (22)   eine 
Abänderung,  falls 

k{n  —  n,)  =  w, 
also 


_n  k 

fL         k—  X 
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wird;  da  die  ümlaufszeiten  beider  Planeten 


sind,  so  wird  hieraus 

(28) 

T   ^  k-l' 

In  diesem  Falle  würde  ein  nicht-periodisches  Glied,  d.  h.  ein  Glied 
auftreten,  welches  t  auch  aufserhalb  des  Sinus  und  Kosinus  enthielte. 
Während  die  periodischen  Glieder  immer  zwischen  gewissen  Grenzwerten 
hin  und  her  schwanken,  würde  das  nicht-periodische  Glied  mit  der  Zeit 
ins  unendliche  wachsen.  Nennt  man  eine  Störung  säkular,  wenn  sie 
nicht  periodisch  ist,  so  findet  eine  säkulare  Störung  der  mittleren  Ent- 
fernung vo^n  der  Sonne  und  damit  der  Umlaufszeit  statt,  falls  (28)  zu- 
triflFt.  Sonst  liefert  (27)  nur  periodische  Glieder,  deren  Werte  zwischen 
gewissen  Grenzen  hin  und  her  schwanken.  Die  Perioden  derselben  be- 
tragen 

29r  1 


k{n  —  Wi) 


Die  sämtlichen  Glieder  gelangen  bei  der  Wiederkehr  der  gleichen  gegen- 
seitigen Stellung  beider  Planeten  zu  ihren  früheren  Werten. 

Von  dem  Nichtvorkommen  säkularer  Störungen  des  Radiusvektor 
hängt  in  erster  Linie  die  Stabilität  des  Planetensystems  ab.  Wären 
solche  Störungen  vorhanden,  so  müfsten  sich  die  Planetenbahnen  mit  der 
Zeit  gänzlich  ändern.  Das  Nichtzutreffen  von  (28)  bietet  für  die  Stabi- 
lität allein  noch  keine  Garantie.  Wenn  nämlich  in  den  von  der  Exzen- 
trizität —  auch  deren  höheren  Potenzen  —  abhängigen  Störungen  des 
Eadiusvektor  nicht-periodische  Glieder  auftreten  j  wird  die  Stabilität  eben- 
falls vernichtet.  Lagrange  hat  nun  fttr  beliebige  Exzentrizitäten  —  bei 
Berücksichtigung  nur  der  ersten  Potenz  werden  wir  das  Resultat  sogleich 
bestätigt  finden  — ,  aber  bei  Beachtung  nur  der  ersten  Potenz  der  Masse 
m^,  Poisson  auch  unter  Rücksichtnahme  auf  die  zweite  Potenz  von  m^ 
nachgewiesen,  dafs  säkulare  Störungen  des  Radiusvektor  nur  ein- 
treten können,  wenn  die  Ümlaufszeiten  zweier  Planeten  in 
einem  rationalen  Verhältnis  stehen*). 

Da  nun,  wie  an  sich  zu  erwarten,  die  Verhältnisse  der  Umlaufszeiten 


*)  Bei  Berücksichtigung  der  Potenzen  der  Exzentrizität  lassen  sich  die  Dif- 
ferentialgleichungen in  ganz  analoger  Weise  entwickeln  wie  hier.  —  Nach  neuesten 
Untersuchungen  von  G^rlddn,  Acta  mathematica,  B.  9,  p.  185,  dürften  säkulare 
Störungen  des  Radiusvektor  überhaupt  ausgeschlossen  sein.  Nach  den  Unter- 
suchungen von  Poisson  u.  A.  treten  säkulare  Störungen  bei  Berück^iichtigung 
der  Glieder  dritter  Ordnung  (in  den  Massen)  auf,  nach  Mathieu  (Borch.  J. 
B.  80)  jedoch  erst  bei  Berücksichtigung  der  Glieder  vierter  Ordnung. 
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der  Planeten  sämtlich  irrational  sind,  scheint  die  Stabilität  des  Planeten- 
systems gesichert  zu  sein. 

Wenn  das  Verhältnis  der  ümlanfszeiten  zweier  Planeten  einem  ra- 
tionalen Werte  sehr  nahe  konmit,  welcher  sich  durch  nicht  allzu  grofse 
Zahlen  ausdrückt,  so  können  einzelne  Störungsglieder  aufsergewöhnlich 
grofs  werden.  Dieser  merkwürdige  Fall  trifft  bei  Jupiter  und  Saturn 
zu,  deren  XJmlaufszeiten  sich  fast  genau  wie  60  :  149  und  demnach  sehr 
nahe  wie  2  :  5  verhalten.  Erst  bei  Berücksichtigung  der  dritten  Potenz 
der  Exzentrizitäten  erhält  man  hierdurch  ein  Störungsglied  von  auffallender 
Gröfse,  das  gröfste,  welches  überhaupt  im  Planetensysteme  vorkommt  (die 
sog.  grofse  Gleichung).  Die  Periode  dieser  starken  Störung  beträgt 
circa  932  Jahre. 

Aus  §  10,  (5)  geht  hervor,  dafs  die  Verlangsamung  der  Bewegung 
des  einen  von  zwei  Planeten  die  Beschleunigung  der  Bewegung  des  andern 
zur  Folge  haben  mufs.  Eine  säkulare  Änderung  der  ümlaufszeit  könnte 
nur  (vgl.  (27  a))  bei  einer  säkularen  Änderung  des  Radiusvektor  ein- 
treten. 

14.  Da  die  Integration  der  Gleichungen  (21)  und  (23),  wenn  darin 
Ja  und  Jl  durch  die  in  (27)  und  (27  a)  gefundenen  Werte  ersetzt  wer- 
den, in  derselben  Weise  wie  .die  soeben  durchgeführte  verläuft,  können 
wir  auf  ihre  detaillierte  Ausführung  verzichten.  Es  sind  nur  einige  Trans- 
formationen nötig,  um  eine  einheitliche  Gestalt  zu  gewinnen.  So  ist  z.  B. 
die  Transformation 

K^  -  ^i)  +  ^i  -  ^i  -  (Aj  -  1)  (X  -  aO  +  A  -  n, 

vorzunehmen;  femer  sind  die  Formeln  (I9a)  und  (19b)  von  §  11  an- 
zuwenden. 

Die  Endresultate  lauten 

(29)  z/r.  «=  m^a  ^'  {cP*  cos  [Tc{X  —  A,)  -f  iL  —  il] 

—  OD 

+  j,P/  cos  [A;(i  -  1,)  +  A  —  n,]  }  , 

-f-OD 

(30)  Jl.  =  m^  2'  UQk  sin  [ä(A  —  i,)  +  i  -  H] 


'OO 


-I-  iQ^  sin  {h{X  —  ii)  +  ;i  -  IT,]  }  , 


wonn 


(31) 


d«. 


3a 


Pk 


^      t        L     av  »         y  -r    J        q()t*q*  —  l)        ^2         rfg« 

(*g  +  1)'  -  1 


P '  =  _^"5 +"J  __  Zt* _Ü±i.      ~d^         "2"~d^^ 
*  (*2+l)«-l 
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(31a) 


gesetzt  ist. 


2 


2(*a  +  1)      «(ft'9'  -  1) 


.IS^-l'"+')'^--«-1rl- 


*a  + 


kq  +  \ 


T^*. 


P*' 


Ä« 


Vb 


2a%,  +  qa'-^  1        d3l 

Für  Ä;  ^  0  ist  statt  -  -;,-«  »       ^x~  der  Wert  ~  a*  -r-^  einzufügen. 

In  diesen  Ausdrücken  sind  jedoch  diejenigen  Glieder,  welche  unend- 
lich werden,  durch  andere  zu  ersetzen.  In  (29)  insbesondere  werden  die 
Glieder  mit  k  =  0  unendlich;  dieselben  lauten,  vom  unendlich  machenden 
Nenner  abgesehen: 


(32) 


I        r  <w      » <*«i    «'  <^'«iT    /,    TT  \ 


(33) 


Nach  §  11,  (22)  ist  an  deren  Stelle  zu  setzen*) 
2        L       aa     '     2    da*  J         ^  ^ 


Andere  nicht-periodische  Glieder  können  noch  auftreten,  wenn  n  und  rty 
in  rationalem  Verhältnis  stehen;  doch  wollen  wir  diesen  Fall,  weil  that- 
sächlich  nicht  vorhanden,  nicht  weiter  verfolgen. 

15»  Wir  haben  bisher  die  Störungen  der  Koordinaten  betrachtet; 
nur  bei  der  Störung  des  Radiusvektor  wurde  gleichzeitig  die  Störung  der 
grofsen  Halbachse  als  ein  Teil  der  ersteren  in  Betracht  gezogen.  Es 
empfiehlt  sich  aber,  alle  säkularen  Störungen,  zu  welchen  die  durch  (33) 
dargestellte  gehört,  auf  die  Elemente  zu  übertragen,  die  periodischen 
Störungen  dagegen  bei  den  Koordinaten  zu  berücksichtigen.  Um  die 
Störung  der  Exzentrizität  und  der  Perihellänge  einzuführen,  setzen  wir, 
ähnlich  wie  in  Nr.  12,  in 

rQ  =  a  —  ÜB  cos  (A  —  U) 


*)  Dafs  der  Faktor  n  in  den  Zähler  tritt ^  während  er  bei  §  11,  (22)  im 
Nenner  steht,  erklärt  sich  daraas,  dafs  bei  der  zweimaligen  Differentiation  von 
(29),  die  anägefflhrt  werden  mof»,  um  wieder  zur  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung  zu  gelangen,  der  Faktor  n*  heraustritt. 


m 
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fQ  '\-  Jr^  €  -{-  Je  und  11  -{-  JII  an  Stelle  von  r^,  s  und  11]  es  folgt, 
da  a  keine  säkulare  Störung  erleidet, 

(34)  Ar  =  —  a(sin  JI .  ^e  +  e  cos  77  .  Alt)  sin  X 

—  a  (cos  7T .  2i€  —  €  sin  77 .  Alt)  cos  il . 

Soll  sich  die  säkulare  Störung  (33)  nun  ungezwungen  durch  eine  Stö- 
rung der  Exzentrizität  und  der  Perihellänge  erklären,  so  müssen  die  Fak- 
toren von  sin  X  und  cos  X  in  der  zweiten  Form  von  (33)  und  in  (34) 
identisch  sein.     Es  folgt 

=  sin  7T.  ^£  +  ^  cos  7T .  AH^ 

«=  cos  n .  As  —  €  sin  77  .  ^77 
und  hieraus 

(35)  ^._5L^(2a,_2a^-a'^)™(I7-II,), 

(36)  ^„_i^'(,^  +  „55)  +  i  "y!f(,«,_,„^-4_„.gi) 

X  cos  (77  —  77^) . 

Werden  diese  Korrekturen  an  Exzentrizität  und  Perihellänge  angebracht, 
so  brauchen  bei  r  und  l  nur  die  periodischen  Störungen  berücksichtigt  zu 
werden.  Man  Überzeugt  sich  nämlich  durch  eine  analoge  Bechnung  davon, 
dafs  bei  Berücksichtigung  von  (35)  und  (36)  auch  die  säkularen  Störungs- 
glieder von  (30)  weggelassen  werden  können. 

Die  Gleichungen  (35)  und  (36)  sind  nur  von  den  Elementen  beider 
Planetenbahnen,  nicht  von  der  augenblicklichen  Stellung  der  Planeten  ab- 
hängig.     Wegen  der  sehr  langsamen  Änderung  von  77  und  77^  können 

Je  .      AU 

T     ^^     — 

für  lange  Zeit  als  konstant  angesehen  werden;  beide  können  positiv  oder 
negativ  sein. 

16.  Die  Gleichung  (35)  bildet  die  Grundlage  für  eine  der  merk- 
würdigen Relationen,  welche  Laplace  in  Bezug  auf  die  Gesamtheit  der 
Planeten,  soweit  die  Exzentrizitäten  und  gegenseitigen  Neigungen  ihrer 
Bahnen  gering  sind*),  aufgestellt  hat. 

Zunächst  sei  bemerkt,  dafs  die  Gröfse  n  für  alle  Planeten  dieser  Art 
dasselbe  Vorzeichen  hat,  falls  sie  ihre  Bahnen,  wie  wirklich  der  Fall,  in 


*)  Und   falls   keine   rationalen   Verhältnisse   bei   zwei   Umlaufszeiten   vor- 
kommen. 
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gleicher   Richtung    durchlaufen.     Setzen    wir,    was    hier   ausreichend    ge- 
nau ist, 


n^a^  =  f,     also     n  =  ]/-^, 


so  ist  die  Quadratwurzel  hier  wie  in  analogen  Ausdrücken  durchgehends 
positiv  zu  nehmen. 
Die  Gröfse 


\       *  da  da*/ 


bleibt  ungeändert,  wenn  man  den  störenden  und  den  gestörten  Planeten, 
also  a  und  a^  vertauscht,  wie  mit  Hilfe  von  §  11,  (19a)  und  (I9c)  leicht 
zu  verifizieren  ist.  Bezeichnet  daher  Js^  die  Störung  der  Ezzentrizit&t, 
welche  der  Planet  mj  durch  m  erfährt,  so  haben  wir 

Je  =  ?*»-^  tMsm  (n  -  J70, 

Jsi  =  ^^   tu  sin  (JT.  —  JT), 

also 

(37)  m  YasJe  +  m^yals^JBi  =  0. 

Sind  nun  m^^  m^  ^  ,  .  .  nin  die  Massen  der  n  Planeten  desselben  Systems, 
welche  alle  den  vorausgeschickten  Anforderungen  genügen  —  bei  unserem 
Planetensystem  trifft  dies  zu,  wenn  die  kleineren,  an  Einflufs  unbedeu- 
tenden Planeten  aufser  acht  gelassen  werden  —  und  werden  die  Halb- 
achsen und  Exzentrizitäten  ihrer  Bahnen  entsprechend  bezeichnet,  so  gelten 
für  die  Exzentrizitätsstörungen,  welche  je  zwei  aufeinander  ausüben, 
Gleichungen  von  der  Form  (37).     Verstehen  wir  jetzt  unter 

die  Exzentrizitätsstörungen,  welche  die  betreffenden  Planeten  durch  die 
Gesamtheit  der  übrigen  erleiden,  so  ist 

(38)  Wj  yäi€i  Jsi  +  Wjj  Y^h'^h  H \-^n  Van f« ^Sn  =  0; 

denn  löst  man  die  Gröfsen  z/e  in  ihre  Einzelbestandteile  auf,  so  zerstören 
sich  je  zwei  Glieder  nach  (37). 

Die  Gleichung  (38)  kann  aber  wie  eine  Differentialgleichung  behandelt 
und  integriert  werden;  wir  erhalten 

(39)  m^  V^£i*  +  m^  Ya^  f g*  +  •  •  •  +  »»„  Voj^«»*  =  Const. 

Multipliziert  man  das  Quadrat  der  Exzentrizität  eines  jeden 
Planeten  mit  der  Masse  und  der  Wurzel  aus  der  mittleren  Son- 
nenferne, so  ist  die  Summe  dieser  Gröfsen,  für  das  ganze  System 
genommen,  eine  Eonstante. 

Da  die  Gröfsen  j/a^  bei  der  Gleichläufigkeit  aller  Glieder  des  Systems 
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positiv  sind,  so  zieht  die  Vergröfserung  eines  Teils  der  Exzentrizitäten 
die  Verkleinerung  anderer  nach  sich.  Waren  die  Exzentrizitäten  alle  an- 
fänglich sehr  klein,  so  können  wenigstens  die  der  gröfseren  Planeten  nicht 
über  eine  gewisse  Grenze  wachsen.  Dieser  Satz ,  der  freilich  unter  Voraus- 
setzungen bewiesen  ist,  die  seinen  Wert  sehr  einschränken,  bildet  ein 
neues  Argument  für  die  Stabilität  des  Planetensystems. 

17.  Es  bleibt  uns  noch  übrig,  die  dritte  Gleichung  (4),  welche  die 
Störung  der  Breite  liefert,  umzugestalten  und  zu  integrieren.  Wir 
können  in  dem  zweiten  Gliede  der  rechten  Seite,  welches  schon  m^  ent- 
hält, die  sehr  kleine  Grofse  s  weglassen  und  dürfen  die  beiden  Planeten- - 
bahnen  als  Kreise  mit  den  Badien  a  und  a^  ansehen.  Wir  haben  zu 
setzen 

r  =^  a,  *"i  "^^^  ^1  j  ^  *==  a  sin  6  =  a& ,  ;?j  =  Oj  sin  6^  =  a^  sin  J  sin  l^ 

=  tty^J  sin  \  =  a^J  sin  X^ 
und  erhalten 

d*6 /*(!  -f  m)  h    ,    fnii a,  J  sin  Xi        fm^  J  sin  l^ 

oder,  wenn  /*(!  -(-  w)  =  /*=  n^a^  gesetzt  wird, 

(40)  ^,-  +  nH  —  n^m^a^a^J  [^\  —  ~J  sin  l^  =  0 

oder  nach  §  11,  (13) 


(41)    -^•\'nH  —  r?m^c?a^J 


~*  -|-Q0 

V  S  ®*  cos  Ä(A  -  A,)  —  a,-» 


00 


sinlj=0 


oder  nach  einer  mehrfach  angewandten  Methode 

(42)      ^  +  «25  _  1  „2  ^^  ^2  ^j    yi'  35^  sij,  [^(;^  __  ;^^)  +  Ij  =  0, 


dt' 


00 


2 

wenn  85^ g  statt  S5q  eingesetzt  wird. 


«1 


Diese  Gleichung  ist  aber  nach  §  11,  (21)  sofort  zu  integrieren;  wir 
erhalten 

(43)  h  =  --^n^m,a^a,J 2^    ____^__^  ,      . 

—  00 

wenn  sogleich  ein  Glied  C  sin  {nt  -j-  a)  weggelassen  wird,  welches  durch 
Verlegung  der  Knotenlinie  und  Änderung  der  Zeit,  in  welcher  diese  vom 
gestörten  Planeten  passiert  wird,  überflüssig  gemacht  werden  kann  (vgl. 
Nr.  12). 

Einer  Verbesserung  bedarf  wieder  das  Glied  ä  =  1 ;   wir  haben  es 
zu  ersetzen  durch 

(44)  _  i.  w^  a*a,  /»i  <  cos  A . 
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Fig.  8. 


18.  Das  säkulare  Störongsglied  kann  wieder  durch  eine  geeignete 
Änderimg  der  Bahnelemente  ersetzt  werden;  wir  müssen  annehmen,  dafs 
sich  die  Bahnebene  des  gestörten  Planeten  so  bewegt,  dafs  bei 
gleichbleibender  Neigung  J  der  aufsteigende  Knoten  auf  der 
Bahnebene  des  störenden  Planeten  mit  konstanter  Geschwin- 
digkeit rückwärts  rückt.  Stellen  nämlich*)  in  Fig.  8  KK^N  die 
Ebene  des  störenden  Planeten, 
KqPq  und  KP  die  Ebenen  des  ge- 
störten Planeten  im  Anfangszustande 
und  nach  der  Zeit  t  dar,  machen 
wir  NPqP  auf  K^Pq  und  KP  senk-  K^ 
recht  (was  wegen  der  Kleinheit  des 
Lagenunterschiedes  der  beiden  letzten 
Ebenen  näherungsweise  möglich  ist) 
und  setzen  wir 


KqN=^K^Pq  =  1,     KK^^d^,     P^p^db, 


so  ist 


dh  =  sin  (l  4*  ^^)  sin  /  —  sin  A  sin  J  «=  tT"  cos  Xd^, 

Vergleichen  wir  diesen  Ausdruck  mit  (44),  so  erkennen  wir,  dafs  dieses 
Störungsglied  weggelassen  werden  darf,  wenn  man  den  Kiiotenpunkt  auf 
der  Ebene  des  störenden  Planeten  bei  ungeänderter  gegenseitiger  Neigung 
mit  der  Winkelgeschwindigkeit 


—  f}»tja^a^8| 


(44b) 

zurückgehen  läfst. 

Die  Neigung  J  dürfen  wir  als  unveränderlich  annehmen. 

19.  Es  ist  von  Interesse,  die  Lagenändenmg  der  Ebene  des  ge- 
störten Planeten  in  Bezug  auf  eine  feste,  gegen  die  Ebene  der  in  Be- 
tracht kommenden  Planetenbahnen  nur  sehr  wenig  geneigte  Ebene  zu 
untersuchen.  Man  kann  als  solche  —  ohne  dafs  dies  jedoch  notwendig 
wäre  —  die  Laplace'sche  unveränderliche  Ebene  wählen. 

Seien  N  und  N^  die  Neigungen  der  gestörten  und  der  störenden 
Bahn  gegen  die  feste  Ebene,  J  die  unveränderliche  Neigung  der  beiden 
Bahnebenen  gegeneinander,  >&  und  '0'^  die  in  der  festen  Ebene  von  einer 
bestimmten  Anfangsrichtung  aus  gerechneten  Längen  der  aufsteigenden 
Knoten  beider  Bahnen  in  Bezug  auf  die  feste  Ebene.  Wir  denken  uns  wieder 
der  Anschaulichkeit  halber  (Fig.  9)  an  Stelle  der  durch  die  drei  Ebenen 
gebildeten  Ecke  das  sphärische  Dreieck  ABC  gesetzt.  BC  stelle  die 
feste  Ebene,  AB  die  Ebene  des  störenden,  AC  die  des  gestörten  Planeten 
dar;  die   Seite  AB  bezeichnen   wir  mit  x.    Alle  Oröfsen  werden  in  der 


*)  Man  denke  sich  zn  diesem  Zwecke  das  Ganze  auf  eine  Kngel  projisdert, 
deren  Mittelpunkt  mit  den\jenigen  der  Sonne  zasammenfäUt  —  J*  wird  ver. 
nachläsBigt,  alao  cos  /  «-  1  gesetet 


94 


Erster  Abschniti 


Fig.  9. 


/- 


Richtung  der  Planetenbewegung,  die  wir  bei  allen  in  Betracht  kommenden 
Gliedern    des   Sonnensystems    als    wesentlich  gleichsinnig    annehmen,    als 

positiv  gerechnet;  der  Neigungs- 
A  winkel  zwischen  zwei  Bogen  (Ebe- 
nen) ist  der  Winkel  zwischen  ihren 
positiv  gerichteten  Teilen.  Zwischen 
den  angegebenen  Oröfsen  bestehen 
für  zwei  Zeitpunkte,  die  um  t  aus- 
einander liegen  —  es  m5ge  unter- 
dessen nur  eine  sehr  kleine  Änderung 
der  Elemente  stattgefunden  haben  —  die  folgenden  Relationen: 

cos  ^  =  cos  iVj  cos  J  —  sin  .^j  sin  J  cos  x , 

cos  {ß  +  ^-^)  ~  cos  ^1  cos  J  —  sin  .^j  sin  cT*  cos  {x  +  ^^ 

oder 

cos  'N  —  sin  NJN  =  cos  N^  cos  J  —  sin  eT"  [cos  x  —  sin  xJx^ , 

aus  denen  folgt 

sin  NJN  =  —  sin  jYi  sin  eT  sin  xJx 
oder,  da 


Bin  JVBJn  (g'  —  ^i) 
sin  J 


(45)  sin  0?  B 

ist, 

(45a)     JN  =  —  sin  ^1  sin  {^  —  ^^Jx  =  —  iV^  sin  (-^  —  ^^Jx^ 

worin  ^x  das  Stück  bezeichnet,  um  welches  die  Knotenlinie  der  beiden 
Planetenbahnen  sich  auf  der  störenden  Bahn  während  der  Zeit  t  ver- 
schoben hat. 

Weiter  folgt  aus  (45) 

sin  J  cos  xJx  =  cos  ^ sin  (d  —  ^^)/1N  -f-  sin  ^  cos  (&  —  -^j)  Jd^ 
oder  wegen  (45  a) 

sin  N  cos  {d"  —  -^i)  Jd'  =  [sin  cT"  cos  a;  +  cos  N  sin  N^  sin^  (^  —  ^,)  ]  /1  x 
Durch  Berücksichtigung  der  Relationen 


COB  J  008  Ni   —  008  N 

cos    X     ^■~*  .  f       l  -wy 

Bin  J  sin  iVi 


und 


cos  J"  =  cos  -^  cos  ^j  +  sin  J^T  sin  N^  cos  (&  —  -^j) 

folgt  hieraus 

sin  NJd^  =  —  [cos  (d'  —  ^j)  cos  ^sin  N^  —  sin  Neos  Ni]/1x 

oder,  wenn 

sin  ^  «=  ^,     cos  ^  a=  1     u.  s.  w. 
gesetzt  wird, 

(46)  2i0  =  [l  —  cos  (&  —  ^i)  ^]  ^x . 
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Setzen  wir  gemäfs  (44  b) 

Ax  =  —  —  m^ncfa^^  , 

so  haben  wir  nach  (45  a)  für  die  Änderung  der  Neigung  gegen  die  feste 
Ebene 

(47)  A^  =  y  Wiwa»ai»i2^i  sin  (-^  —  ^^ -i 
und  nach  (46)  für  die  Bewegung  des  Knotens  auf  derselben 

(48)  J&  =  ^m^na^ a^ »j [cos  {^  —  (^i) -^ l] ^ 

Wann  die  Neigung  der  Ebene  der  gestörten  Bahn  gegen  die  feste  Ebene 
zu-,  wann  abnimnA,  wann  die  Knotenlinie  auf  ihr  vor-,  wann  zurttck- 
rückt,  ist  aus  (47)  und  (48)  unmittelbar  zu  erkennen. 

20.  Für  (47)  können  wir  schreiben,  da  /'=w*a®  ist, 

JN^^  fnia^YaYf^.N^  sin  (O  —  ^,)  J; 

bilden  wir  dieselbe  Gleichung  für  JNi  und  addieren  nach  Multiplikation 
mit  mYaN  und  Wjj/äjiVj,  so  erhalten  wir: 

(49)  mYäNJN  +  «»i  Vä^N^  JN^  =  0 . 

Bezeichnen  wir  jetzt  mit  N^  N^,,  Nn  .  .  .  die  (kleinen)  Neigungen  der 
Bahnebenen  der  n  Glieder  eines  PlanetensTstems  gegen  eine  feste  Ebene, 
so  folgt  durch  Summation  einer  Beihe  von  Gleichungen   der  Form  (49) 

(60)  m,yä,N^JN,  -f  m^y^N^JN^  -^ [-  rnnfänN^^Nn  =  0  , 

aus  der  durch  Integration  die  Laplac ersehe  Relation 

(61)  m^ yä'xN^^  +  »»2  V^%N%^  H \' fnnVänNr? -=^  Const. 

hervorgeht*). 

21.  Denkt  man  sich  die  Erde  fest,  Sonne  und  Mond  aber  sich  um 
dieselbe  bewegend,  so  kann  man  die  Störungen,  welche  die  elliptische 
Mondbahn  durch  die  Attraktion  der  Sonne  erleidet,  in  ähnlicher  Weise 
berechnen,  wie  die  Störungen  der  Planeten.  Der  wesentliche  Unterschied 
gegen  dieses  Problem  besteht  darin,  dafs  die  Masse  der  Sonne  sehr  grofs 
gegen  die  Erdmasse  und  nur  wegen  der  bedeutenden  Entfernung  von 
verhältnismäfsig  geringem  Einflufs  ist. 

Begnügt  man  sich  mit  einer  ersten  Näherung,  so  ist  das  Problem 
einfacher  zu  behandeln  als  dasjenige  der  Planetenstörungen;  aus  den 
Resultaten  für  die  letzteren  kann  man  übrigens,  wie  wir  sogleich  thon 
werden,  durch  Spezialisierung  jene  Näherungsformeln  herleiten.  Wenn 
besonders  eine  derselben  sich  von  der  Wirklichkeit  ganz  bedeutend  ent- 
fernt, so  beruht  dies  in  dem  von  uns  schon  bemerkten  Umstände,  dafs 
anscheinend  zu  vernachlässigende  Störangsglieder  durch  Kleinwerden  des 
Nenners    einen    unverhältnismäfsig  grofsen  Wert  erlangen.     Die  genaue 

*)  Laplace  bat  in  der  GleichiiDg  die  Gröfsen  tg'^^  u.  s.  w.,   die  wir  bei 
der  Kleinheit  der  Winkel  durch  J^i*  n.  b.  w.  ersetzen. 
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Mondrechnung ,  bei  der  u.  a.  auch  Potenzen  der  Exzentrizität  und  Nei- 
gung, femer  die  Störungen  durch  die  Planeten  und  die  Abplattung  der 
Erde  in  Betracht  zu  ziehen  sind,  gehört  zu  den  kompliziertesten  Auf- 
gaben der  Astromechanik  und  mufs  hier  Übergangen  werden. 

Jene  erste  Näherung  der  Mondrechnung  erhalten  wir  einfach  dadurch, 
dafs  wir  zu  der  Attraktion,  welche  der  Mond  durch  die  Erde  erleidet, 
die  Differenz  der  Attraktionen  hinzufügen,  welche  von  der  Sonne  auf 
Mond  und  Erde  ausgeübt  werden.  Setzt  man  hier  die  Erdmasse  gleich  1, 
die  Mondmasse  gleich  n»,  die  Sonnenmasse  gleich  m^  und  wählt  im  übrigen 
die  Bezeichnung  analog  wie  früher*),  so  gelangt  man  auch  hier  zu  den 
Gleichungen  (4),  aus  welchen  (10)  und  (40)  abgeleitet  werden.  Die 
weitere  Entwicklung  dieser  Gleichungen  geschieht  nun  in  der  Weise,  dafs 

aufser  den  Potenzen   von  s  und  J  auch  das  Produkt  von  n»j  mit  einer 

et 
höheren  als  der  dritten  Potenz  von  —  vernachlässigt  wird. 

Die  wirkliche  Durchführung  der  Rechnung  ist  bei  diesen  Vernach- 
lässigungen nicht  schwierig  und  kann  als  Übung  empfohlen  werden;  wir 
begnügen  uns  damit,  die  Formeln  für  die  planetarischen  Störungen  dadurch 

zu  vereinfachen,  dafs  wir  in  8tjt,  S5jb  u.  s.  w.  alle  Potenzen  von  —  aufser 

der  ersten  und  eventuell  der  zweiten  unterdrücken.  Beachtet  man  die 
Bildung  der  Ck  in  §  11,  so  erhellt,  dafs  man  alle  Kk  vernachlässigen 
darf  mit  Ausnahme  von 

(5.)        ^_X.  a._i.^,  ^_^_(^)-, 

ein  Resultat,  das  freilich  infolge  der  Werte  der  Koeffizienten  der  Wirk- 
lichkeit nicht  ganz  entspricht.  Aus  §  11,  (16)  geht  hervor,  dafs  auch 
sämtliche  SSa  mit  Ausnahme  von 

fK^\  «   _       gfli L       «  =  JL    JL 

vernachlässigt  werden  dürfen. 

Nach  §  11,  (18),  (19),  (19  b)  u.  s.  w.  findet  man  noch 

d^^  1       a         d%^  1  d^  Sa 

da  fli*     Oj '       da  a^*  '       da  SOi'     a^   ' 

d%  2  d^t  2         a 


(Ö4) 


dtti  Oj*    '      doi  Oj*  '  Oj    ' 

d'gp^  1         d*«,^_9_     a^       ^^„J_      ^[1^==_1L    ±**) 
da*        Ol"       da^       Aa^^^'a^^      da*'       2a,^^     da""        4ai>  *  a^ ' 

d'gp 3_     a^        d*% 2^         d^  9        a 


dadtti  Oj'     Ol'     dadoi  a/'     dadai  2a,*    a,  ' 

während  die  übrigen  Koef6izienten  nicht  beachtet  zu  werden  brauchen. 


*)  Der  Erdmittelpunkt  bildet  den  Nullpunkt  des  Koordinatensystems. 
**)  Diese  Werte  findet  man  am  einfachsten  durch  direktes  Bilden  der  eraten 
Glieder  in  §  11,  (2)  nnd  Di£Perentiation. 
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In   den  Reihen  l!   ist  übrigens  nach  Früherem  statt  %^  und  -^  * 
resp.  0  zu  setzen. 

22«  Nach  diesen  Vorbereitungen  können  wir  unmittelbar  die  ersten 
Näherungswerte  der  Mondstörungen  aus  den  Gleichungen  (25),  (26),  (29), 
(30),  (43)  u.  s.  w.  ableiten.  Zur  numerischen  Berechnung  mögen  fol- 
gende Angaben  dienen: 

1  ^  ^. 


1¥* 

79,667          "'"""•' 

«•l 

=  322  800 , 

a 

—  384  415,5  km, 

«1 

—  148  670  000  km, 

a 
«1 

=  0,002586  , 

e 

=  0,054908  , 

fi 

=  0,016770  , 

J 

=  5^8'39",96. 

Mittlere  siderische  Umlaufszeit*)  des  Mondes:  T  =27,32166/, 

mittlere  siderische  Umlaufszeit  der  Erde:  T,  =  365,25636  /, 

woraus 

5  =  ^-^'  =  ^^^-?  =  0,9252 

folgt. 

Die  Störungen  der  Länge  und  Breite  werden  in  Bogenteilen  mit 
dem  Radius  1  erhalten  und  müssen  in  das  gewöhnliche  Winkelmafs  um- 
gesetzt werden. 

Zunächst  erhalten  wir  drei  Störungen  des  Radiusvektor  —  der  häufig 
durch  die  Parallaxe  ersetzt  wird  —  und  der  Länge,  die  resp.  von  den 
Exzentrizitäten  unabhängig,  von  t  oder  i^  abhängig  sind;  dieselben  heifsen 
die  Variation,  die  Evektion  und  die  jährliche  Gleichung**). 

Aus  (27)  und  (27a)  erhalten  wir  als  Resultate  der  Variation: 


(56) 


oder 


Ja  =  — 


Zam^{<l->r  1) 


±A)(^)eos2(i-0, 


2g(43» 

82»(43'  -  1) 


^A »3(*i;-+ *?rhi)  (^)%i,  2(,  _  ,,) 


f  ^a  —  —  0 
(^«)  {  AX  =  35M 


0,00718a  cos  2  {k  —  X,), 
15  sin  2  (^  —  A,)  . 


*)  In  der  Astronomie  bezeichnet  man  die  wirkliche  Umlaafszeit  eines  Himmels- 
körpers als  die  siderische. 

**)  Die  Mittelpunktsgleichung,  welche  öfters  bei  den  Störungen  der 
Mondbahn  mit  aufgeführt  wird,  gehört  nicht  hierher;  sie  ist  die  nach  der  K  epler- 
schen  Gleichung  an  der  gleichmäisigen  Kreisbewegung  anzubringende  Korrektur. 

Bauienberger,  analyt.  Mechanik.   I.  7 
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Diese  Werte  sind  von  denjenigen,  welche  die  ausführlichere  Rechnung 
liefert,  nicht  sehr  verschieden.  Die  genauere  Formel  für  die  Störung 
der  Länge  lautet,  von  höheren  Gliedern  abgesehen, 

(57)  Jk=  —  2'  sin  (l  —  Aj  +  39',5  sin  2  (A  —  k^)  . 

Die  Ausdrücke  (56)  haben  den  halben  synodischen  Monat*)  zur 
Periode.  Es  rührt  dies  daher,  dafs  zur  Zeit  des  Neumondes  und  des 
Vollmondes  (der  Syzygien)  die  Schwächung  der  Erdattraktion  durch  die 
Anziehung  der  Sonne  nahezu  die  gleiche  ist;  der  kleine  Unterschied 
veranlafst  das  erste  Glied  in  (57),  die  sog.  parallaktische  Gleichung. 
Wir  entnehmen  (56)  das  Resultat: 

Der  Radiusvektor  der  Mondbahn  wird  am  stärksten  verkürzt 
zur  Zeit  der  Syzygien  (Voll-  und  Neumond),  am  stärksten  ver- 
gröfsert  zur  Zeit  der  Quadraturen  (erstes  und  letztes  Viertel); 
zu  diesen  vier  Zeitpunkten  verschwindet  die  Variation  derLänge. 
In  den  vier  Zeitpunkten,  welche  in  der  Mitte  zwischen  je  zwei 
der  vier  ebengenannten  liegen,  erhält  der  Radiusvektor  seine 
normale  Länge,  während  die  Längendifferenz  ihr  Maximum  von 
35',  genauer  39',5  erreicht.  Zu  beachten  ist,  dafs  der  Mond  gerade 
dann  der  Erde  am  nächsten  kommt,  wenn  deren  Anziehung  am  meisten 
geschwächt  erscheint. 

In  derselben  Weise  berechnet  man  aus  (29)  und  (30)  die  Evektion 
und  die  jährliche  Gleichung.  Die  Ausdrücke  werden  etwas  umständlich, 
weshalb  wir  uns  auf  Angabe  der  (verbesserten)  Zahlenwerte  der  Haupt- 
glieder beschränken.  Für  die  Evektion  findet  man  die  auffallend  grofsen 
Werte  —  das  Glied  mit  k  =  —  2  erhält  einen  kleinen  Nenner  und  soll 
allein  in  Betracht  gezogen  werden   — 

ljr,=  —  0,00961  cos  [2(1  —  Aj  —  X  +  Tll , 

(ö8)  r  n 

\jh  =  76',5  sin[2(A  —  ^i)  —  A  +  JI)]  . 

Das  Argument  der  periodischen  Funktionen  ist  hier  die  Differenz  zwischen 
dem  doppelten  mittleren  Winkelabstande  von  Mond  und  Sonne  und  der 
mittleren  Anomalie  des  ersteren.     Die  Periode  der  Evektion  beträgt: 

;r=r2^  =  -T-=:jT  =  ^1'7  Tage, 

also  etwas  mehr  als  ein  synodischer  Monat.  Zur  Zeit  der  Syzygien  re- 
duziert sich  das  Argument  auf  die  mittlere  Anomalie,  und  die  Evektion 
vermischt  sich  dann  mit  der  Mittelpunktsgleichung. 

Für  die  jährliche  Gleichung,  die  Störung,  welche  von  s^  ab- 
hängt, kommt  besonders  das  Glied  äj  =  —  1  in  (30)  in  Betracht;  man 
erhält  Werte,  welche  der  genaueren  Rechnung  nach  in 


*)  Der  synodificbe  Monat  ist  die  Zeit,  welche  von  einem  Neumond  bis  zam 
andern  verstreicht;  er  beträgt  29*  12^  44"  2,9«. 
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(Jr,^  =  a .  0,000085  cos  (Aj  —  JI,) , 
^     ^  t^?.,  =  —  ll',22cos(Ai  —  JIi) 

zu  berichtigen  sind.  Von  dem  Werte  ^/r,, ,  welcher  überhaupt  sehr  ge- 
ringfügig ist,  wurde  nicht  einmal  das  gröfste,  sondern  nur  das  am  ein- 
fachsten zu  interpretierende  Glied  angegeben. 

Das  Argument  der  periodischen  Punktionen  in  (59)  ist  die  mittlere 
Anomalie  der  Sonne,  die  Periode  der  Störung  also  ein  (anomalistisches*) 
Jahr. 

Wenn  die  Erde  sich  am  weitesten  von  der  Sonne  entfernt, 
kommt  ihr  der  Mond  am  nächsten  und  umgekehrt.  Dies  geht 
schon  unmittelbar  daraus  hervor,  dafs  mit  der  Entfernung  der  Erde  von 
der  Sonne  die  schwachende  Wirkung  der  letzteren  auf  die  Attraktion  der 
Erde  abnimmt. 

Als  periodische  Störung  der  Breite  des  Mondes,  die  man  wegen  der 
Kleinheit  des  Neigungswinkels  auf  die  Ekliptik  beziehen  kann,  erhält 
man  nach  (43)  unter  Anbringung  von  Verbesserungen  (Glied  k  =  —  1 ) : 

(60)  Jb  =  8',6  sin  {k  —  2^^) , 

wo  die  Längen  von  der  Knotenlinie  an  gerechnet  sind. 

23.  Aus  (36)  folgt  fttl-  die  Änderung  des  Perigäums  (der  Erd- 
nähe) des  Mondes  der  beträchtliche  Wert: 

oder  für  das  Jahr  ein  Vorrücken  der  Apsidenlinie  um 

20^9'  . 

Dieses  Resultat  stimmt  mit  der  Beobachtung  durchaus  nicht;  die 
letztere  liefert  40^40'.  Der  auffallende  Unterschied  liefs  Clairaut  zeit- 
weilig vermuten,  dafs  das  Newton' sehe  Attraktionsgesetz  nicht  in  voller 
Strenge  gelte;  bei  einer  eingehenderen  Berechnung  fand  er  indessen 
Beobachtung  und  Theorie  in  Einklang.  Gerade  hier  macht  sich  der  Ein- 
flufs  scheinbar  unbedeutender  Glieder  in  der  stärksten  Weise  bemerklich. 

Aus  (35)  folgt  für  Je  ein  sehr  geringer  Wert;  auch  ist  diese  Stö- 
rung wegen  der  raschen  Änderung  von  77  als  periodisch  zu  betrachten. 

Aus  (44)  folgt  für  das  Zurückgehen  der  Knotenlinie  die  Ge- 
schwindigkeit: 


(e^)  '"'"(i)'. 


woraus    man    ein   jährliches    Zurückgehen    (über   20®)    dieser    Linie   be- 
rechnet, welches  mit  dem  wahren  Werte   19^20'  nahe  tibereinstimmt. 


*)  Das  anomalistiscbe  Jahr  ist  die  Zeit,  welche  zwischen  zwei  Sonnennähen 
der  Erde  verstreicht;  es  beträgt  im  Mittel  S66^  6^  IS""  48,5«. 
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§  13. 

Die  Flanetenbewegung  im  widerstehenden  Mittel. 

1*  Der  Weltraum  ist,  wie  schon  die  Fortpflanzung  des  Lichtes  durch 
ihn  lehrt,  nicht  völlig  leer,  sondern  mit  einem  ftufserst  wenig  dichten 
Stoffe  ausgefällt,  den  wir  bei  der  absoluten  Unbekanntheit  seiner  Natur 
als  Weltäther  bezeichnen.  Der  Äther  mufs  auf  die  Planetenbewegung 
einen  hemmenden  EinfluTs  ausüben;  wir  wollen  annehmen,  dafs  dieser 
bei  sonst  gleichen  Verhältnissen  dem  Quadrate  der  Geschwindigkeit  des 
Himmelskörpers  direkt  proportional  sei,  da  sich  diese  Annahme  bei  der 
Bewegung  in  der  Luft^  als  ziemlich  zutreffend  erweist.  Wir  können 
das  Problem  als  ein  planimetrisches  behandeln,  falls  wir  den  Planeten 
nur  von  der  Sonne  angezogen  denken;  denn  die  seitliche  Ablenkung, 
welche  ein  Himmelskörper  von  unsymmetrischer  Gestalt  durch  den  Äther- 
widerstand  erfahren  kann,  ist  jedenfalls  äufserst  gering.  Konnte  doch 
überhaupt  der  gesamte  Widerstand  noch  nicht  durch  Beobachtungen  bei 
den  Planeten  nachgewiesen  werden;  nur  an  Kometen,  insbesondere  dem 
Encke' sehen,  wurde  eine  Verkürzung  der  Ümlaufszeit  konstatiert,  welche 
vielleicht  durch  diesen  Widerstand  zu  erklären  ist  (Encke). 

Es  ist  bis  jetzt  nicht  gelungen,  die  Differentialgleichungen  der  Planeten- 
bewegung  im  widerstehenden  Mittel  allgemein  zu  integrieren.  Nur  wenn 
der  Widerstand  dem  Quadrate  der  Geschwindigkeit  umgekehrt  pro- 
portional wäre,  liefse  sich  die  Integration  ausfahren,  doch  ist  diese  An- 
nahme init  den  Thatsachen  durchaus  nicht  im  Einklang.  Die  Rechnungen, 
welche  hierüber  angestellt  wurden,  findet  man  bei  Jacob i,  Vorlesungen 
über  Dynamik,  pag.  125  ff.;  sie  sollen  wegen  ihrer  Besultatlosigkeit 
hier  nicht  reproduziert  werden.  Vielmehr  wollen  wir  nach  dem  Vorgange 
von  Laplace,  Lagrange,  Poisson  u.  A.  die  Aufgabe  als  ein  Störungs- 
problem unter  der  Annahme,  dafs  der  Widerstand  sehr  klein  sei,  behandeln. 

2«    Die  Differentialgleichungen  unseres  Problems  lauten: 


(1) 


d^y  _         /•(!  +  m)y   __  ^^  dy 


df"  r«  '""dt  ' 

worin  k  eine  sehr  kleine  Gröfse  ist,  welche  von  der  Dichtigkeit  des 
Äthers,  der  Gestalt  und  Gröfse  der  Oberfläche  sowie  der  Masse  des  Pla- 
neten abhängt. 

Wir  setzen  a;  =  r  cos  Z,   y  ==  r  sin  Z,  und  finden  nach  Muster  von 
§  12,  (7),  (8): 


(2) 


-41'    4.  A  ^  1.'        _  t    <*' 
dt*   "1"  r   d«  dt  °°°  dt 


3.  Wir  wollen  die  üntersuchnng  nur  ftlr  den  Fall  durchfllhreD,  dafs 
die  ungestörte  Bewegung  des  Planeten  eine  kreisförmige  ist;  die  Exzen- 
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trizität  nnd  die  Perihellänge  erleiden  ohnehin  nur  periodische  Störungen. 
Die  genauere  Durchführung  findet  man  bei  Lagrange,  M6canique  ana- 
Ijtique  (2.  Ed.),  Poisson,  Trait6  de  m6canique. 

Wir  setzen 
(2a)  r  =  a  +  ^<^i     ?  =  (w  +  ^^)'  +  ^\ 

worin  Aa  und  An  die  Störungen  des  Radiusvektor  und  der  Geschwin- 
digkeit bedeuten,  a  und  n  sind  der  Radiusvektor  und  die  Winkel- 
geschwindigkeit des  ungestörten  Planeten;  sie  sind  von  der  Zeit  unab- 
hängig, während  Aa  und  An  von  ihr  abhängen.  Ans  (2)  wird  hiemach, 
wenn  noch  /*(!  -|-  w)  =  c^r^^  «;  =  (a  +  ^o)^^  +  ^*»)  gesetzt  wird  und 
die  zweiten  Dimensionen  der  GrÖfsen,  welche  von  der  Gröfsenordnung  k 
sind,  vernachlässigt  werden*): 

(3)  ^^,''  «=  Sn'Aa  +  2naAn, 

(4)  —r—  = -r: kan^ . 

^  "^  dt  a     dt 

Die  Integration  von  (4)  liefert 

(5)  An=: Aa  —  kan^t^ 

wo  keine  Konstante  zuzufügen  ist,  wenn  angenommen  wird,  dafs  für 
t  sss  0  die  Bewegung  mit  der  ungestörten  zusammenföllt.  Durch  Ein- 
setzung des  Wertes  für  An  in  (3)  erhalten  wir: 

(6)  ^*^,- n'Aa  -  2ka^nH  . 

Nun  ist  aber,  wie  man  leicht  verifizieren  kann,  das  allgemeine  Inte- 
gral der  Di£ferentialgleichung 

(7)  g  +  „»y  +  aa;  =  0 
der  Ausdruck 

(8)  y  =  -.  ^  -I-  c  sin  («Ä  +  a)  , 

falls  n  von  Null  verschieden  ist.     Daher  giebt  (6)  integriert: 

(9)  Aa  «s=  —  2ka^nt  -f-  c  sin  (nt  -|-  a)  . 

Soll  für  /  SS  0  die  gestörte  Bahn  der  Gröfse  und  Richtung  nach  in 
die  ungestörte  übergehen,  soll  also  für  ^  »»  0 

Aa  =»  0     und     —tt'  =  0 

dt 

sein,  so  wird 

a  =  0  ,     c  =  2ka^  , 

das  periodische  Glied  fällt  also  nicht  weg**).     Nimmt  man  dagegen  an 


^  _  d(a  +  Aa)        dJa       dl  ,    ^  dU         dJn 

**)   Das  periodische  Glied  kann  weggelassen  werden,    wenn   man   die   ur- 
sprüngliche kreisförmige  Bahn  durch  eine  elliptische  ersetzt  (vgl.  §  12,  12). 
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— *  was  der  Wirklichkeit  am  besten  entspricht  — ,  dafs  .  einen  kon- 
stanten Wert  erlangt  habe,  so  ist  einfach 

(10)  Ja=  —  2ka^nt 
zu  setzen.     Im  letzteren  Falle  folgt  aus  (5) 

(11)  Jn  =  3kan^t . 

Die  Entfernung  des  Planeten  von  der  Sonne  nimmt  also 
proi)ortional  mit  der  Zeit  ab,  während  sich  die  Winkelgeschwin- 
digkeit ebenso  vergröfsert. 

Die  Änderung  der  (linearen)  Geschwindigkeit  wird  durch 

(12)  (a  +  /ia){n  +  Jri)  —  an  =  aJn  +  ^^ci  =  kan^t 

dargestellt.  Wir  haben  also  die  anscheinend  paradoxe  Thatsache,  dafs 
durch  den  Ätherwiderstand  die  Geschwindigkeit  des  Planeten 
fortwährend  zunimmt. 


Zweiter  Abschnitt. 
Die  unfreie  Bewegung  materieller  Punkte. 

§  14. 
Einführong  der  tmfreien  Bewegung. 

1«  Es  wird  nicht  selten  die  Aufgabe  gestellt,  die  Bewegang  mate- 
rieller Punkte  zu  entwickeln,  welche  nicht  nur  der  Einwirkung  gewisser 
Kröfte  unterliegen,  sondern  über  deren  Bahnen  noch  anderweite  Vor- 
schriften gegeben  werden.  So  kann  z.  B.  verlangt  werden,  dafs  ein  mate- 
rieller Punkt,  welcher  der  Schwerkraft  unterliegt,  immer  in  derselben 
Ebene  verbleibe;  dies  giebt  das  bekannte  Beispiel  des  Falls  auf  der 
schiefen  Ebene.  Wird  ein  schwerer  Körper,  der  als  materieller  Punkt 
gedacht  werden  möge,  an  einem  unausdehnbaren  und  unbiegsamen,  als 
massenlos  anzunehmenden  Faden  aufgehängt,  so  wird  hierdurch  der 
Punkt  genötigt,  sich  auf  einer  Eugelfläche  zu  bewegen  (Pendel).  All- 
gemeiner kann  man  einem  durch  Kräfte  bewegten  Punkte  vorschreiben, 
auf  einer  Fläche  f{x^  y^  z)  ^=0  zu  bleiben;  in  derselben  Weise  kann 
man  ihm  auch  eine  beliebige  Kurve  /i(^,  y,  ^)  =  0,  /^(a;,  y,  je:)  =  0 
als  Bahn  vorzeichnen.  Sind  zwei  materielle  Punkte  x^^  y^^  z^  und  x^^  y^^  z^ 
vorhanden,  so  kann  man  sich  dieselben  durch  einen  starren,  doch  massen- 
losen Stab  von  der  Länge  r  verbunden  denken,  so  dafs  die  Bewegung 
fortwährend  der  Gleichung 

(^1  -  ^2)*  +  (vi  —  y^y  +  (^1  —  ^2)'  =  »•* 

genügen   mufs.      Dabei  kann    dann  noch  der    eine   der  Körper    genötigt 
werden,  auf  einer  bestimmten  Fläche  zu  bleiben  u.  s.  w. 

Auch  von  der  Zeit  können  die  Bedingungsgleichungen  abhängig  sein. 
So  kann  man  beispielsweise  die  Bewegung  des  Fadenpendels  untersuchen, 
falls  der  Aufhängungspunkt  nach  einem  bestimmten  Gesetze  bewegt  wird. 
Nur  zweierlei  möge  in  betreif  der  Bedingungen  festgehalten  werden: 

a)  sie  sollen  durch  Gleichungen,  nicht  durch  Ungleichheiten  ge- 
geben sein; 

b)  sie  sollen  aufser  der  Zeit  t  nur  die  Koordinaten  der  bewegten 
Punkte  selbst,  nicht  aber  Differentialquotienten  derselben 
(also  keine  Geschwindigkeiten)  enthalten. 
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Bedingungen  wie  die,  dafs  ein  materieller  Punkt  in  seiner  Bewegung 
auf  den  inneren  Hohh'aum  einer  Kugel  angewiesen  ist,  sollen  also  vor- 
läufig nicht  zur  Behandlung  kommen. 

2,  In  welcher  Weise  sind  nu|i  diese  Bedingungen  in  die  Bewegungs- 
gleichungen einzuführen?  Um  diese  Frage  zu  beantworten,  müssen  wir 
uns  die  physikalische  Natur  solcher  Aufgaben  klar  machen.  Bewegt 
sich  etwa  ein  materieller  Pimkt  auf  der  Oberfläche  eines  festen  Körpers, 
so  ist  der  letztere  bei  dieser  Bewegung  keineswegs  so  unthätig,  wie  man 
nach  dem  oberflächlichen  Augenschein  annehmen  könnte.  Kein  fester 
Körper  ist  ohne  Elastizität 5  der  Punkt  wird  daher  bei  seiner  Bewegung 
die  Körperoberfläche  etwas  zusammendrücken,  wogegen  der  Körper  durch 
einen  Gegendruck  reagiert.  Es  wirken  mithin  auf  den  materiellen  Punkt 
zahllose,  höchst  verwickelte  und  im  Einzelnen  nicht  zu  verfolgende  Kräfte 
ein,  deren  Gesamtresultat,  soweit  es  für  die  Bewegung  des  materiellen 
Punktes  in  Betracht  kommt,  dahin  geht,  dafs  der  letztere  ungefähr  an 
der  nur  wenig  veränderlichen  Oberfläche  des  Körpers  gehalten  wird. 
Ähnlich  ist  es  bei  dem  Fadenpendel;  die  Molekularkräfte,  welche  in  dem 
Faden  thätig  sind,  verhindern  eine  merkliche  Ausdehnung  desselben  und 
üben  auf  den  materiellen  Punkt  des  Pendels  Kraftwirkungen  aus,  welche 
ihn  nötigen,  sich  nahezu  auf  der  Oberfläche  einer  Kugel  zu  bewegen. 
Ähnliches  gilt  für  alle  übrigen  Fälle. 

Diese  Betrachtungen  führen  uns  zu  einem  Resultate,  welches  nur  zu 
oft  unbeachtet  gelassen  wird: 

Die  BewQ^ung  materieller  Punkte  nach  gegebenen  Be- 
dingungsgleichungen läfst  sich  nicht  a  priori  durch  rein  mathe- 
matische Betrachtungen  ermitteln;  auch  läfst  sich  kein  allge- 
meingiltiges  physikalisches  Gesetz  für  eine  solche  Bewegung 
aussprechen  von  der  Art,  wie  die  in  §  2  behandelten  sind.  Die 
Bewegung  nach  vorgeschriebenen  Bedingungsgleichungen  ist 
kein  einfacher  Vorgang;  sie  ist  stets  die  Folge  von  zahl- 
losen, verwickelten  Kräften,  welche  nur  näherungsweise  in 
Rechnung  gezogen  werden. 

3«  Um  der  praktischen  Lösung  des  Problems  näher  zu  treten,  denken 
wir  uns  zunächst  als  einfachstes  Beispiel  eine  Ebene  vorgelegt,  auf 
welcher  sich  ein  materieller  Punkt  infolge  irgend  welcher  Kräfte  be- 
wegen  soll. 

Wir  können  uns  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  und  die  Resul- 
tante der  wirkenden  Kräfte  in  zwei  Komponenten  zerlegt  denken,  von 
denen  die  eine  auf  der  Ebene  senkrecht  steht,  die  andere  in  die  Ebene 
selbst  fällt.  Es  unterliegt  keinem  Zweifel,  dafs  die  erste  Komponente 
durch  die  von  der  festen  Ebene  ausgeübten  Kräfte  zerstört  werden  mufs, 
da  sonst  der  Punkt  die  Ebene  voraussetzungswidrig  verlassen  müfste. 
Aber  was  wird  aus  der  anderen  Komponente?  Hierüber  sagt  die  Fassung 
des  Problems  gar  nichts.  Die  Komponente  kann  völlig  unverändert 
bleiben,  ohne  dafs  die  Bedingung  einen  Widerspruch  erfährt;  aber  eben- 
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sowohl  ist  es  denkbar,  dafs  die  Kräfte,  welche  von  der  Ebene  ausgehen, 
auch  diese  Komponente  beeinflussen.  Befragen  wir  die  Erfahrung,  so 
giebt  sie  keine  einheitliche  Antwort.  Die  Komponente  wird  wohl  immer 
beeinflufst,  und  zwar  stets  in  der  Art,  dafs  die  Geschwindigkeit  eine 
Verminderung  erführt,  aber  dieser  Einflufs  ist  je  nach  der  physikalischen 
Natur  der  Unterlage*)  ein  sehr  verschiedener,  mitunter  ein  sehr  geringer. 
Da  sich  aus  der  gestellten  Bedingung  keine  Beeinflussung  dieser  Kompo- 
nente als  notwendig  ergiebt  und  diese  Beeinflussung,  wenn  sie  vor- 
handen ist,  von  Faktoren  abhängt,  welche  sich  aus  dieser  Bedingung 
selbst  nicht  ableiten  lassen,  so  ninmit  man  an,  dafs  die  zweite  Kompo- 
nente  überhaupt  durch  die  Bedingung  keine  Änderung  erleidet.  Verlangt 
das  Problem,  dafs  die  wirklich  vorhandene  Beeinflussung  nicht  vernach- 
lässigt wird,  so  schreibt  man  sie  einer  besonderen  Kraft  zu,  die  man  in 
den  meisten  Fällen  als  Reibung  bezeichnet,  und  bringt  sie  besonders  in 
Rechnung.     Die  folgenden  Aufgaben  lassen  die  Reibung  aufser  acht. 

4«  Soll  sich  der  materielle  Punkt  auf  einer  beliebigen,  nach  allen 
Richtungen  hin  stetig  gekrünmiten  Fläche 

f{x,  t/,  ^)  ==  0 

unter  dem  Einflufs  einer  Kraft  bewegen,  deren  Komponenten  nach  den 
Koordinatenachsen  die  Beschleunigungen  JX",  Y,  Z  verursachen  würden, 
wenn  die  Bedingungsgleichung  nicht  zu  befriedigen  wäre,  so  denken  wir 
uns  die  Kraft  in  zwei  andere  Komponenten  zerlegt,  von  denen  die  eine 
in  die  Normale  der  Fläche  im  Punkte  x^  y^  ^,  die  andere  in  die  zuge- 
hörige Tangentialebene  fällt.  Die  erste  Komponente  mufs  annulliert 
werden,  während  die  zweite,  soweit  man  die  Reibung  aufser  acht  läfst, 
unverändert  bleibt.  Man  kann  sich  die  Zerstörung  der  ersten  Kompo- 
nente dadurch  hervorgebracht  denken,  dafs  man  in  der  Normale  eine  ihr 
gleiche,  entgegengesetzt  gerichtete  Kraft  anbringt.  Doch  ist  noch  die 
Geschwindigkeit  zu  berücksichtigen,  welche  der  bewegte  Punkt  besitzt. 

Wenn  die  Bewegung  nicht  in  einer  Geraden  vor  sich  geht,  so  ist 
eine  Zentripetalbeschleunigung**)  (§  1,  6)  in  der  Richtung  des  ersten 
Krümmungshalbmessers  der  Bahnkurve  —  also  im  allgemeinen  nicht 
der   Flächennormale   —    vorhanden.      Diese    Zentralbeschleunigung   kann 


*)  Auch  nach  der  Natur  des  bewegten  Körpers,  der  ja  nie  ein  materieller 
Punkt  ist. 

**)  Bewegt  sich  ein  Pnnkt  auf  einer  Knrve,  so  erhält  er  infolge  dieser  Be- 
wegung jene  Zentripetalbeschlennignng ,  die  durch  eine  entsprechende  Kraft- 
komponente erzeugt  gedacht  werden  mnfs.  umgekehrt  kann  man  sich  aber  auch 
vorstellen,  dafs  der  bewegte  Punkt  infolge  der  Krümmung  der  Bahn  und  seiner 
Geschwindigkeit  das  Bestreben  habe,  die  Bahn  in  der  umgekehrten  Richtung 
zu  verlassen  (um  in  der  Richtung  der  Tangente  weiter  zu  gehen).  Man  spricht 
daher  von  einer  Zentrifugalkraft,  welche  auf  den  Punkt  infolge  seiner  Be- 
wegung einwirkt  und  die  durch  eine  entgegengesetzt  gleiche  Zentripetal- 
kraft aufgehoben  werden  mufs,  wenn  der  Punkt  die  vorgeschriebene  Bahn  nicht 
verlassen  soll. 
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man  ebenfalls  in  zwei  Komponenten  zerlegen,  von  denen  die  eine  zur 
Fläche  normal  steht,  während  die  andere  in  sie  föllt.  Die  letztere  wird 
nur  durch  die  wirkende  Kraft  hervorgerufen,  während  die  erstere,  nachdem 
die  Normalkraftkomponente  durch  eine  fingierte  Gegenkraft  annulliert 
wurde,  zur  Annahme  einer  zweiten  Normalkraft  führt,  welche  jener  Kom- 
ponente der  Zentripetalbeschleunigung,  multipliziert  mit  der  Masse  des 
^  bewegten  materiellen  Punktes,  gleichzusetzen  ist.  Die  beiden  angenom- 
menen Normalkräfte  können  dann  zu  einer  einzigen  vereinigt  werden. 
Nehmen  wir  Alles  zusammen,  so  können  wir  sagen: 
Die  Bewegung  eines  materiellen  Punktes  auf  einer  Fläche 
kann  als  freie  Bewegung  dargestellt  werden,  wenn  man  den 
Kräften  eine  neue  von  geeigneter  Gröfse  zusetzt,  welche  in 
die  Normale  der  Fläche  in  demjenigen  Punkte  fällt,  an  wel- 
chem sich  der  bewegte  Punkt  gerade  befindet.  Auch  wenn  die 
Fläche  mit  der  Zeit  veränderlich  ist,  wenn  also  ihre  Gleichung 
f{x^  y,  j&,  f )  «=  0  lautet,  gilt  das  Gleiche;  in  der  Richtung  der 
jeweiligen  Normale  ist  eine  Zusatzkraft  anzubringen. 

5«  Die  Bestimmung  der  zuzusetzenden  Kraft  kann  folgendermafsen 
geschehen.  Da  sie  in  die  Normale  n  der  Fläche  im  Punkte  x^  y^  z  fällt, 
die  Bichtungskosinus  der  Normalen  aber  bekanntlich 

df 


(1) 


cos  («,  a?)  = 


dx 


df 


l 


cos  («,  y)  = 


dy 


viähmAU 


cos  («,  ß)  = 


<dy 

IL 


vm^w*  m 


sind,  so  verhalten  sich  die  Komponenten  der  Kraft  nach  den  Achsen  wie 

df     df     df 
dx  '  dy   '  dz 

Es  sind  daher  die   folgenden  Gleichungen   der  Bewegung  des  materiellen 
Punktes  auf  der  Fläche  aufzustellen: 


(2) 


d^x 
df" 

X  +  l 

df 
dx  ' 

d'y 
dt^ 

Y  +  X 

df^ 
dy  ' 

d^z 
di^~ 

= 

Z  +1 

df 

dz  ' 

worin  k  eine  noch  zu  bestimmende  Gröfse  ist. 
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Diese  Bestimmung  kann  folgendermafsen  ausgeführt  werden.  Nehmen 
wir  im  allgemeinsten  Falle  die  Flache  als  von  der  Zeit  abhängig  an, 
setzen  ihre  Gleichung  also 

(3)  f{x,P,^,t)  =  f=0, 

so  mufs,  weil  f  im  Laufe  der  Zeit  den  Wert  0  beständig  beibehält*), 

df 


dt 


=  0 


oder 

W  aa;    dt    •"  ay    dt   "^  dz   dt  '^   dt 

sein.     Eine  nochmalige  Differentiation  liefert: 

djd^x    .df  d*y    ,     df  öTz 
dx  d't^  "•    ay  dt^  "»    dz  dt^ 


(5) 


"^  dx^  \dt)  "^  dy''  \dt  I  '^  dz*  \dt) 

,    9  ^Y.  dydz,  d'f    dzdx    ,       _aY_  dx  dy 

"*"      dydz  dt   dt  "^      dzdx  dt   dt   '^      dxdy  dy  dt 

-^2  ^'^  ^^4-2  ^'f  ^y  .   .   ^V  dz       d^f_ 

"*'  "^  ä^^  di  "^  "^  äya*  dt  ^  "^  dzdt  dt  ^  cf"      ^  • 


il^  X     d^ty     d^  2 

Setzt  man  in  (5)  die  Werte  fQr  ^  y  ,  ^f ,  ^^i  aus  (2)  ein,  so  erhält 
man  eine  Gleichung,    aus  welcher  man  X,  ausgedrückt  durch  ic,  y,  ;?,  f, 

d  X     d  tj     dz 

^-,  jy,  -TT»  ^1   ^)  -^5  linear  berechnen  kann.    Die  Bestimmung  von  X 

giebt  uns  die  Gewähr,  dafs  durch  seine  Einsetzung  in  (2)  diese  Gleichungen 
wirklich  eine  Bahn  bestimmen,  welche  in  die  Fläche  /*=  0  Mit. 

6.  Soll  sich  der  materielle  Punkt  auf  einer ,  eventuell  veränderlichen, 
stetig  gekrümmten  Kurve  bewegen,  welche  durch  die  Gleichungen 

(6)  f{x,  y,  z,  t)  =  0,     f,{x,  y,  0,t)  =  O 

bestimmt  ist,  so  kann  man  sich  die  Kurve  als  den  Schnitt  der  beiden 
Flächen  /*  =  0  und  /*,  =  0  denken.  Da  sich  der  materielle  Punkt  auf 
f  =  0  bewegen  soll,  fügen  wir  wieder  die  Kraftkomponenten 

x^    xlf    x^f 

dx^        dy^        dz 

zu.  Da  nun  noch  die  zweite  Fläche  /i  =  0  beschränkend  hinzutritt, 
setzen  wir  noch  die  Komponenten 

^^dx'     ^  dy  '       ^  dz~ 
einer  Kraft  zu,  welche  normal  zu  dieser  Fläche  ist. 


*}  Man  beachte  den  Unterschied  zwischen  dem  totalen  Differentialquotienten 

■rj  und  dem  partiellen,  sich  nur   auf  das  explicite   in  f  enthaltene  t  he- 
dt 

ziehenden  i   ö'  • 
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Wir  haben  hiernach  zu  setzen: 


(7) 


^  —  Y  J_  1  IL  A^  1    ?A 
dt^~        '^      dx"^  ^^  dx  ' 

dt*~       ^     dy'^  ^^dy  ' 


Diflferentiiert  man  die  beiden  Gleichungen  (6)  nach  Art  von  (5)  und  setzt 

die  Werte  für  -y  ,   ,    -j-^  ,    -,;^    aus  (7)  darin  ein,  so  erhält  man  zwei 

in  X  und  X^  lineare  Gleichungen,  welche  diese  Gröfsen  zu  bestimmen  ge- 
statten. 

Andere  Fälle  der  unfireien  Bewegung  verschieben  wir  auf  später. 

§  15. 

Bewegung  eines  materiellen  Punktes  auf  einer  Kurve  oder  Fläche 

infolge  des  Beharrungsgesetzes, 

1.  Soll  sich  ein  materieller  Punkt  ohne  äufsere  Kraft,  lediglich  infolge 
des  BeharruDgsgesetzes  auf  einer  vorgelegten  Kurve  bewegen,  so  erfilhrt 
seine  Geschwindigkeit  in  der  Richtung  der  Tangente  nirgends  eine  Ände- 
rung; der  Punkt  bewegt  sich  in  dieser  mit  gleichbleibender  Ge- 
schwindigkeit*). 

2.  Soll  sich  ein  materieller  Punkt  unter  gleichen  Bedingungen  auf 
einer  Fläche 

(1)  fix,  y, «)  =  0 

bewegen,  die  wir  als  unveränderlich  und  unbeweglich  annehmen,  so  wird 
seine  Geschwindigkeit  ebenfalls  keine  Änderung  erfahren.  Wir  brauchen 
uns  nur  die  Kurve,  welche  der  Punkt  thatsächlich  durchläuft,  als  vor- 
geschriebene Bahn  zu  denken,  um  diesen  Fall  auf  den  vorigen  zurück- 
zuführen. 

Es  ist  nur  die  Bahn  des  Punktes  auf  der  Fläche  zu  ermitteln. 

3«  Zu  diesem  Zwecke  setzen  wir  nach  §  14,  (2): 

^^^  dt^~^dx'     dt*~^dy'     dt^~^de 

und  eliminieren  aus  ihnen  dt  durch  die  Eelation  ^ 


*)  Dies  Resultat  setzt  voraus,  dafs  die  Kurve  ihre  Richtung  nur  stetig 
ändert;  findet  eine  plötzliche  Richtungsändernng  statt,  so  bleibt  nur  die  Ge- 
schwindigkeitskomponente erhalten,  welche  in  die  neue  Richtung  fällt.  Ana- 
loges gilt  für  die  Bewegung  auf  nicht  stetig  gekrümmten  Flächen  und  Kurven 
im  allgemeinen. 
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worin    c    die   konstante    Geschwindigkeit    bedeutet.       Wir    haben    dann, 

wenn 

X 

gesetzt  wird, 

W  d8^~^dx'     d8^~^dy'     ds^~f^de' 

wo  fi  durch  Einsetzen  dieser  Werte  in  die  entsprechend  transformierte 
Gleichung  (5)  in  §  14  zu  bestimmen  ist.  Die  Gleichungen  (4)  und  (l) 
zusammen  bestimmen  aber  eine  geodätische  Linie  der  Fläche,  d.  h.  eine 
Linie,  welche  die  kürzeste  Verbindungslinie  je  zweier  unendlich  benach- 
barter von  ihren  Punkten  in  der  Fläche  darstellt.  Dies  geht  aus  den 
Differentialgleichungen  der  geodätischen  Linie  hervor,  wie  man  sie  z.  B. 
bei  Joachimsthal,  a.  a.  0.  pag.  162  findet. 

4,  um  dasselbe  Eesultat  durch  ganz  einfache  Schlüsse,  ohne  jede 
Rechnung  zu  erlangen,  kann  man  folgende  Betrachtung  anstellen.  Nach 
§  1,  6  erhält  jeder  Punkt,  welcher  sich  in  einer  Kurve  bewegt,  in  jedem 
Momente  eine  Zentripetalbeschleunigung,  welche  in  die  Richtung  des  be- 
treffenden (ersten)  Krümmungsradius  der  Kurve  fällt.  Da  aber  nach  §  14 
diese  Zentripetalbeschleunigung  nur  von  der  Wirkung  der  Fläche 

herrühren  kann  und  diese  Wirkung  in  die  Normale  der  Fläche  fällt,  so  folgt, 
dafs  jener  Krümmungsradius  selbst  in  diese  Normale  zu  liegen  kommt. 
Es  ist  aber  leicht  nachzuweisen,  dafs  eine  Kurve  auf  einer  Fläche,  deren 
sämtliche  Krümmungsradien  in  die  entsprechenden  Normalen  der  Fläche 
fallen,  eine  geodätische  Linie  dieser  Fläche  ist.  Betrachtet  man  nämlich 
zunächst  zwei  unendlich  benachbarte  Punkte  Ä  und  B  der  Fläche,  so 
kann  man  durch  dieselben  unendlich  viele  Ebenen  legen,  welche  durch 
A  und  B  begrenzte  Kurvenbogen*)  aus  der  Fläche  ausschneiden,  die  man 
unter  Vernachlässigung  unendlich  kleiner  Gröfsen  höherer  Ordnung  als 
Kreisbogen  betrachten  darf.  Von  zwei  Kreisbogen,  welche  zwischen  zwei 
festen  Punkten  gezogen  sind,  ist  aber  derjenige  der  kleinere,  dessen 
Radius  der  gröfsere  ist.  Da  nach  dem  bekannten  Meusnier' sehen  Satze 
(Joachimsthal,  pag.  65)  der  Krümmungsradius  eines  Normalschnittes 
gröfser  ist  wie  derjenige  eines  durch  denselben  Punkt  gelegten  anderen 
ebenen  Schnittes,  so  folgt,  dafs -unter  jenen  unendlich  vielen  Kurventeilen 
derjenige  der  kürzeste  ist,  dessen  Ebene  zwischen  Ä  und  B  normal  zur 
Fläche  steht,  d.  h.  der  Kurventeil,  dessen  Krümmungsradien  zur  Fläche 
normal  sind.  Eine  Kurve,  welche  sich  aus  solchen  kürzesten  Elementen 
zusammensetzt,  ist  aber  eine  geodätische  Linie. 

6*    Das    gewonnene  Resultat,    dafs    ein  materieller  Punkt  sich   auf 
einer   stetigen    Kurve   mit    gleichbleibender   Geschwindigkeit   bewegt, 

*)  Jeder  unendlich  kleine  Teil  einer  stetigen  Kurve  kann  als  eben  angesehen 
werden. 


HO  Zweiter  Abschnitt 

soweit  keine  äufseren  Kräfte  anf  ihn  einwirken,  gestattet  uns  die  Be- 
wegung auf  einer  Kurve  einfacher  zu  behandeln.  Wir  brauchen  nur  beim 
Vorhandensein  einer  Kraft  deren  tangentiale  Komponente  in  jedem  Zeit- 
punkte zu  berechnen  und  ihr  die  Tangentialbeschleunigung  des  bewegten 
Punktes,  multipliziert  mit  dessen  Masse,  gleichzusetzen.  Unter  Hinzu- 
nahme der  Gleichungen  der  vorgeschriebenen  Kurve  erhält  man  so  die 
vollständigen  Differentialgleichungen  d%r  Bewegung. 


§  16. 

Unfreie  Bewegnng  auf  einer  ebenen  Kurve  infolge  der 

Schwerkraft. 

1«  Bewegt  sich  ein  materieller  Punkt  infolge  der  Schwerkraft  auf 
einer  Geraden,  welche  mit  der  Horizontalebene  den  Winkel  a  bildet  — 
wir  legen  die  y- Achse  in  die  Projektion  dieser  Geraden  auf  die  Horizon- 
talebene, die  ir- Achse  aber  vertikal,  nach  oben  als  positiv  gerechnet,  durch 
einen  Punkt  der  (leraden  —  ,  so  kommt  allein  die  Komponente  der  Schwer- 
kraft in  Betracht,  welche  in  die  Richtung  der  Geraden  ftlllt. 

Wir  haben 

(1)  ^Y*  =  —  ^  sm  of, 

wenn  s  in  aufsteigender  Richtung  als  positiv  angesehen  wird, 

(2)  s  =  -^''p^  +  c>  +  c„ 

somit,  wenn  die  Geschwindigkeit  in  der  Anfangslage  5  =  0  Null  ist: 

(3)  '    s n^t*. 

Der  Punkt  bewegt  sich  also  in  der  Geraden  ebenso,  wie 
er  sich  beim  senkrechten  Fall  in  einer  vertikalen  Geraden  be- 

• 

wegen    würde,    falls    die  Beschleunigung  der  Schwerkraft  auf 
^  sin  of  reduziert  wird. 

Die  nach  der  Zeit  t  erreichte  Geschwindigkeit  ist 


V  =  —  g  sina .t=  y —  2gs  sin  a 
oder,  da  a;  =  5  sin  a  ist, 

(4)  V  =  }/—  2gx . 

Da  X  die  vertikale  Höhe  des  Ausgangspunktes  über  dem  Endpunkte  der 
Bahn  ist,  so  kann  man  sagen  (§  3,  (7)): 

Die  erreichte  Geschwindigkeit  ist  dieselbe,  wie  wenn  der 
Punkt  die  gleiche  Höhe  frei  durchfallen  hätte. 

Aber  auch  umgekehrt  wird  der  Punkt,  wenn  er  sich  in  der  schiefen 
Geraden    mit   einer  Anfangsgeschwindigkeit  Vq  aufwärts   bewegt,   dieselbe 
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vertikale  Höhe  über  dem  Ausgangsptinkte  erreichen,  wie  wenn  er  mit  der- 
selben Geschwindigkeit  vertikal  aufwärts  gestiegen  wäre.  Dies  folgt  aus 
(2),  wenn  man  c^  =  0,  c  =^  Vq  setzt  und  untersucht,  wann 


wird.     Es  folgt 


^-r  =  —  g  sma .t  -f-  Vq  =  0 


g  sin  a^  p  sm  a '  g 


2.  Da  jede  beliebige  Kurve  als  zusammengesetzt  aus  geradlinigen 
Elementen  angesehen  werden  kann,  fttr  jedes  Element  aber  die  vorigen 
Resultate  gelten,  so  kann  man  folgende  Sätze  aussprechen: 

Bewegt  sich  ein  Punkt  von  seiner  Ruhelage  infolge  der 
Schwerkraft  auf  einer  beliebigen  Kurve  abwärts,  so  ist  in  jedem 
Momente  seine  Geschwindigkeit  dieselbe,  wie  wenn  er  die 
Höhendifferenz  vom  Ausgangspunkte  bis  zum  Momentanpunkte 
frei  durchfallen  hätte;  erstreckt  sich  die  Kurve  wieder  auf- 
wärts, so  steigt  der  Punkt  von  seiner  tiefsten  Lage  bis  zu  der 
Höhe  seines  Ausgangspunktes  wieder  an.  In  gleichen  Höhen 
hat  er  gleiche  Geschwindigkeit.  Die  Bewegung  wiederholt  sich 
bei  geeigneter  Gestaltung  der  Kurve  periodisch. 

Die  Fallbewjßgung  auf  einer  schiefen  Ebene  läfst  sich,  falls  keine 
Anfangsgeschwindigkeit  vorhanden  ist,  unmittelbar  auf  die  Bewegung  in 
der  geneigten  Geraden  zurückführen.  Die  allgemeine  Bewegung  auf  der 
schiefen  Ebene  infolge  der  Schwerkraft  ergiebt  sich  so  einfach,  dafs  wir 
nicht  darauf  einzugehen  brauchen. 

3.  Ist  der  materielle  Punkt,  der  unter  Einflufs  der  Schwerkraft 
steht,  genötigt,  sich  in  einer  ebenen  Kurve  zu  bewegen,  deren  Ebene  ver- 
tikal ist,  so  haben  wir,  wenn  a  den  Winkel  des  Wegelementes  ds  mit 
der  positiv  gerichteten  Horizontalachse,  der  y- Achse,  bezeichnet,  auch  hier 

(5)  ^^,  =  — psma. 

Wir  wollen  zeigen,  dafs  die  Integration  dieser  Differentialgleichung  immer 
auf  eine  Reihe  von  Quadraturen  zurückgeführt  werden  kann. 
Es  ist 

/  \  .  dx 

(6)  s"»  «  =  dl 

und,  wenn  f(x,  y)  =  0  oder  p  =  (p{x)  die  Gleichung  der  Kurve  ist, 

dx 
so  dafs  sich  x  und  -,-  nach  Ausführung  der  Quadratur  als  Funktion  von 

s  darstellen  lassen: 
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Setzen  wir  den  letzteren  Wert  in  (6)  ein,  so  ist  sin  a  als  Funktion  von 
5  dargestellt,  und  (5)  wird  zu 

(7)  %l 9i^\s), 

eine  Gleichung,  die  nach  Muster  von  §  6,  3  zu  integrieren  ist. 

§  17. 

Die  kreisförmige  Pendelbewegung. 

1«  Der  wichtigste  Fall  der  besprochenen  Bewegungen  ist  die  Be- 
wegung auf  einer  kreisförmigen  Bahn  unter  Einflufs  der  Schwerkraft. 
Denkt  man  sich  einen  materiellen  Punkt  am  einen  Ende  eines  unaus- 
dehnbaren, aber  auch  seine  geradlinige  Gestalt  nie  aufgebenden,  masse- 
losen Fadens  von  der  Länge  l  befestigt,  dessen  anderer  Endpunkt  eine 
feste  Lage  hat,  so  bewegt  sich  der  materielle  Punkt  auf  einer  Kugel- 
fläche (konisches  oder  sphärisches  Pendel).  Fällt  insbesondere  die 
Anfangsgeschwindigkeit  in  eine  Vertikalebene,  welche  durch  den  Kugel- 
mittelpunkt geht,  so  wird  die  Bewegung  eine  kreisförmige  (Kreispen- 
del)*).   Diesen  Fall  behandeln  wir  zuerst. 

Der  Kreismittelpunkt  sei  der  Nullpunkt,  die  rt;- Achse  gehe  wie  bisher 
senkrecht,  die  y-Achse  wagerecht  durch  denselben;  s  werde  vom  Nullpunkt 
aus  nach  der  positiven  Seite  der  ^-Achse  zu  als  positiv  gerechnet.  Be- 
zeichnet a  den  augenblicklichen  Winkel  zwischen  dem  Faden  und  der 
negativ,  d.  h.  abwärts  gerichteten  rc- Achse,  von  dieser  nach  der  positiven 
Seite  der  y- Achse  zu  als  positiv  gerechnet,  so  ist  in  Übereinstimmung 
mit  §  16,  (5) 

(1)  di^  '^  —  g^m  a     und     a  =  j^ 
also 

(2)  ^ ^sm^. 

2.  Wir  betrachten  zunächst  den  besonderen  Fall,  dafs  der  Winkel  a 
nur  sehr  kleine  Werte  annimmt:  dann  wird  -,.o  =  —  ^. 

Die  hier  nahezu  geradlinige  Bewegung  ist  also  dieselbe,  wie  wenn 
der  materielle  Punkt  von  dem  tiefsten  Punkte  der  Bahn  mit  einer  Kraft 
angezogen  würde,  welche  proportional  der  Entfernung  zunimmt.  Die  Be- 
wegung ist  demgemäfs  mit  der  harmonischen  identisch;  sie  besteht  nach 
§  8,  6  in  Oszillationen  um  den  tiefsten  Punkt,  deren  Dauer 

*)  Im  Gegensatz  zu  dem  später  zu  betrachtenden  physischen  Pendel, 
welches  durch  einen  in  einem  Punkte  befestigten  festen  Körper  gebildet  wird, 
heifet  das  hier  besprochene  ein  einfaches  oder  mathematisches  Pendel. 
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(3)  T=2ity 


l 

9 

von  der  Amplitude  unabhängig,  dagegen  der  Wurzel  aus  der  Fadenlänge 
direkt,  der  Wurzel  aus  g  indirekt  proportional  ist.  Dieses  Resultat  wurde 
bereits  von  Huyghens  gefunden. 

3.     Im  allgemeinen  Falle  setzen  wir  wie  früher 


und  erhalten 


ds       d*8  dv 

^~  dt'     57*   ■"  ^ä7 


dv  .      8 

-^  =  gl  COS-J  +  -, 


woraus 


(4)  »  =.  ^*  =.  |/c  +  2^Uos  j , 


(5) 


ds 


y  c  -\-  2gl  cos  j 


folgt.  Die  Ausführung  der  Integration  wird  verschieden,  je  nachdem  das 
Pendel  nur  Schwingungen  um  die  Yertikallage  oder  Rotationen  um  den 
Aufhängepunkt  ausführt. 

4.  Das  erstere  tritt  ein,  wenn  für  s  =  Sq?  «  "="  ^o  ^®  Geschwin- 
digkeit V  Null  ist.  Die  Zeit  werde  so  gezählt,  dafs  für  1*^0  auch 
a  =  0  und  s  =  0  sei.     Dann  ist 


8^ 


c  t^  —  2gl  cos  y  =  —  2gl  cos  a^ 
und 


<=  -  ^* 


J    V^9l 


j/cOB   j- 


C08    ^ 
0 


oder,  wenn  wir  a  einführen,  somit  ds  ^=  Ida  setzen. 


a 


1 /J^       /^_  da ^    1    -i/l^      r da 

Y   ^g    M     t/co8  a  —  cod  ffo  ^     '^    ^     /     l/  ■   ,«0  .   o   a 


0 
Baasenberger,  analjt.  Mecbanik.  I.  8 
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Wir  setzen 
sm  —-  =  Ä     und     sin  —  =  äw,  or  =  2  arc  sm  fcu,   da  = 


damit  wird 


u 


(6)  t 


l/l      (  du 


0 

Somit  ergiebt  sich  für  die  Zeit  ein   elliptisches  Integral  erster  Oattong, 
und  wir  haben  durch  ümkehrung: 


(t, .  i/f) 


u  ^  sm  am 
oder 

(7)  sin  -|-  «=  sin  Y"  sin  am  (sin  "|*  ,  t  l/y)  • 

Für  die  Praxis  ist  es  am  wichtigsten,  die  Dauer  T  einer  Schwingung 
zu  ermitteln;  die  Zeit,  welche  das  Pendel  braucht,  um  von  a  =  0  bis 
of  =  of(j  zu  gelangen,  ist  offenbar  der  vierte  Teil  derselben. 

Wir  entwickeln  (l  —  Ä^w*)  nach  dem  binomischen  Satze,  er- 
halten 

(1  -  k^u^f^  =  1  +  T  *'"'  +  f^  *****  +  ••  • 
und  haben  jetzt 

0         ^ 

auszuführen.     Es  ist  aber 

2  .  4  .  6  .  .  .  2n        u^^du  du  ,  r      /  \  t/^ äl 

i.3...(2n-r)  yrsr-^  =  ^-^.  -  ^  t''- W>^i  -  «'J ' 

wenn 

rn\  /  \  I     2      -    ,    2  .  4    n    ,  ,     2  .  4  .  .  .  (2n  —  2)    ^,    - 

ist;  denn  wir  haben 

^ LSP». W  K 1  —  «  J  =  SP«  W  Kl  —  «*  — 


l/l  -  u*  Vi-  u 

-.     I     2     g    ,    2.4    .    ,    2.4.6    6    ,  ,      2.4.:.(2n  — 2)       «^    „ 

^T   1«*   ^1.3       ^1.3.6       ~        ~1.3.6...(2n  —  3) 

2         2     .    ,    2.4    ß    ,    2.4.6    o  2.4...(2n--2)       ,„ 

,,«_  A,,4_  2^^c „  2.4...(2n^2) 

3  8.6^  3.6  ...(2w— 1)^* 

«_  2  .  4  .  .  .  .  (2n  —  2)2n    2« 
_        ""       8.6.  .  .  (2n  -  1) ^  ^ 


:  ]/l  —  «- 
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Daher  ist 


1                                       1  ] 

...v        2.4.6. ..2n        r  u^^du  f         •      1       f      r  \t/^ i" 


0      '^ 


1 

n 


Setzt  man  dies  in  (8)  ein  und  schreibt  wieder  sin  -^  statt  k ,  so  folgt 

(11)  T=2«>/I  [l  +  (A)%i,.«^  +  (l^)%i,. ".+...]. 

Diese  aus  der  Theorie  der  elliptischen  Funktionen  bekannte  Reihe  kon- 
vergiert für  kleine  a^,  die  meistens  in  Betracht  kommen,  sehr  stark,  so 
dafs  schon  (3)  für  kleinere  a^  der  Wirklichkeit  sehr  nahe  kommt.  In 
der  Praxis  genügt  es  fast  immer 

(12)  T  =  2«  }/I  (l  +  ^^ 

zn  setzen.     Es  sei    ausdrücklich  bemerkt,    dafs   Formel   (ll)   noch   gilt, 
wenn  «^  >  -^  wird. 

6.     Falls  «Q  a=  jr,  Ä;  —  1  wird,  geht  (6)  über  in 


u  u 


VUr^.-iVU[--.  +  r^:\^- 


U 


f  V}  b"  'M  -iVl"'  \^.-' 


die  ümkehrung  liefert 

V{'    -Vi 

(13)  u  =  '-j=   "" 


Vi'    -Vi'' 

fi  +  e 

woraus  a  folgt.    Die  Annäherung  an  den  höchsten  Punkt  ist  eine  asympto- 
tische. 

6.  Im  ersten  betrachteten  Falle  ist  —  2^?<  —  c<2pZ,  im  zweiten 
—  c  tsss  —  2 gl]  es  bleibt  noch  der  Fall  —  c  <  —  2gly  c  >  2 gl  zu  unter- 
suchen.   Hier  ist 


a  a 

J    l/c  +  2flficofla  I     t/ 

0  0 


Ida 


c  -f.  2gl  -  Agl  sin*  y 


oder,  wenn  c  +  2gl  =  v^  gesetzt  wird,  so  dafs  v^  >  4:gl  ist, 

8* 
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a 


0 

Setzen  wir  hier 


—  Ar,    sin  — =  M,    e^a  = 


ro"         '•''-""  2  ->    --        1/,  _:.,!' 


>/l  -  u' 


so  wird 


u 


(14)  ,  =  «i/'__-__^«L_.    ., 

^0  J     1/(1  — ,^»)(1  -ifc»w*)' 
0 

also 

(lö)  M  ==  sin  am  (ä,  -^1  • 

Der  materielle  Funkt  führt  in  diesem  Falle  eine  fortdauernde  Rotation  aus. 
um  die  Botationsdauer  zu  finden,  bemerken  wir,   dafs  die  Zeit  des 
Aufsteigens  derjenigen  des  Absteigens  gleich  ist.     Wir  erhalten 

(16)  T=i^  r — ^^_ ~. 

«'o  J     }/(l  —  tt»)  (1  -  Ä^U») 


0 

2ln 


?['+(irt!^+&^)"«^"+-]- 

Aus  (4)  geht  hervor,  dafs  Vq  die  Geschwindigkeit  ftlr  5  =  0,  also  im 
tiefsten  Funkte  der  Bahn  ist.  Im  höchsten  Bahnpunkte  beträgt  die  Ge- 
schwindigkeit 


ftir  a  =  +  -^  aber  Vc  —  VvJ^  '2gl  - 

7.  Die  Pendelbewegung  bei  Vorhandensein  einer  zur  Geschwindig- 
keit proportionalen  Reibung  ist  für  kleine  Schwingungen  bereits  durch 
die  Untersuchungen  von  §  8  gegeben.  Für  eine  Reibung,  welche  dem 
Quadrate  der  Geschwindigkeit  proportional  ist,  wird  die  Behandlung  um- 
ständlich; siehe  darüber  Narr,  a.  a.  0.,  p.  318. 

§  18. 
Tantoohrone  nnd  Braohistoohrone. 

1«  Die  Wahrnehmung,  dafs  ein  materieller  Funkt  auf  einem  nicht 
zu  grofsen  Bogen  eines  Yertikalkreises  Fendelschwingungen  ausführt,  deren 
Dauer  von  der  Amplitude  wenig  abhängt,  veranlafst  uns,  die  Aufgabe 
zu  stellen: 
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Eine  ebene  Kurve  zu  bestimmen,  welche  die  Eigenschaft 
besitzt,  dafs  ein  materieller  Punkt  infolge  der  Schwere  von 
irgend  zwei  ihrer  Punkte  bis  zu  ihrem  tiefsten  Punkte  in  der 
gleichen-  Zeit  gelangt.    Diese  Kurve  heifst  Tautochrone. 

Ist  dieses  Mal  der  tiefste  Punkt  der  Bahn  der  Nullpunkt,  h  die  ver- 
tikale Höhe  des  Ausgangspunktes  über  demselben  und  setzen  wir  S'=^(x)^ 
wo  t^  noch  bestimmt  werden  soll,  so  ist  bei  sonst  gleicher  Bezeichnung 
wie  früher 


also 


V2g{h  -  X) 
Die  Fallzeit  ist  denmach 

^  ^  J   V2g{h-x)       J   y2g{h--x) 

0  u 

Substituieren  wir  aj  =  /iw,  so  wird 

1  1 

J    'y2g(h  -  hü)       J     y2g(l  -  u)  ' 

so  dafs  jetzt  h  aus  den  Grenzen  des  Integrals  weggeschafft  ist.     Soll  dieser 

Ausdruck  für  beliebige  h  denselben  Wert  geben,  so  mufs  Y hilf '(hu)  von 
h  frei  sein,  d.  h. 

%ff\hu)  = 


s4in.     Wir  haben  also 


Vuh 


yx 


und,  wenn  5  =»  0  und  a?  =  0  sich  entsprechen  sollen, 
(2)  s^i\>{x)  =  2hYx, 


Femer  ist 


r   ^  ^  \dx}         dx       i/^ ' 


also 


(3)  g  -  V- 


—  X 


X 

Hieraus  folgt  durch  Integration,  da  für  a;  =  0  auch  y  ==  0  ist, 

(^)  2^  =  i  V^^x  ~  ^*  i  2  ^^^^^^  ^~W~~ ' 

Dies  ist  aber  die  Gleichung  einer  Oykloide.     Diese  Kurve  stellt  die 
Bahn  eines  Punktes  der  Peripherie   eines  Kreises   dar,   wenn  dieser  auf 
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einer  Geraden  rollt,  ohne  zu  gleiten.  Nehmen  wir  diese  Gerade  als 
^- Achse,  den  Radius  des  rollenden  Kreises  gleich  a,  verlegen  den  Null- 
punkt in  einen  der  Punkte,  in  welchen  der  erzeugende  Punkt  die  y- Achse 
berührt,  und  lassen  sich  den  Kreis  in  der  Halbebene  der  negativen  x  von 
dieser  Anfangslage  aus  um  den  Winkel  a  (gemessen  als  Bogen  mit  dem 
Radius  1,  beim  Rollen  nach  der  positiven  Seite  der  2^- Achse  positiv  ge- 
rechnet) drehen,  so  haben  wir  leicht  (Fig.  10) 

Fig.  10. 


y  =s  aa  —  a  sm  a , 
X  =  —  a  -\'  a  cos  a , 

also  nach  Elimination  von  a  —  man  beachte,   dafs  a  und  sin  a  dasselbe 
Zeichen  haben  müssen  — 


(0 


y 


=  +  V—  2ax  —  x^  +  a 


arccos 


a  +  a; 


a 


Verlegen  wir  jetzt  den  Nullpunkt  in  den  tiefsten  Punkt  der  Bahn, 
d.  h.  substituieren  wir  x  —  2  a  an  Stelle  von  a*,  und  setzen  wieder  fest, 
dafs  für  0?  e=  0  auch  «^  =  0  werden  soll,  so  folgt 


(6) 


y 


±y2ax  —  x^  +  a 


arccos 


o  —  X 


a 


eine  Gleichung,  die  für  k^  =  2a  mit  (4)  identisch  wird. 

Die  Tautochrone  ist  also  eine  Cykloide,  welche  durch  Rol- 
len eines  Kreises  auf  der  unteren  Seite  einer  horizontalen  Ge- 
raden erzeugt  wird*). 

2«  Das  Cykloidenpendel  kann,  infolge  einer  bekannten  Eigenschaft 
der  Cykloide,  auch  in  mechanisch  brauchbarer  Weise  hergestellt  werden. 
Nach  Mafsgabe  von  Fig.  11  hängt  man  ein  Fadenpendel  zwischen 
zwei  Cylindem  von  cykloidisclier  Basis  auf;  die  Länge  des  Pendels  mufs 
der  Hälfte  eines  Cykloidenteils  gleich  sein**).  Schwingt  nun  das  Pendel 
in  einer  zu  den  Cjlinderachsen  senkrechten  Ebene,  so  beschreibt  der  ma- 
terielle Punkt  desselben  die  Evolvente  einer  Cykloide,  d.  h.  wieder  eine 
mit  der  Evolute  kongruente  Cykloide;  das  Pendel  schwingt  also  tautochron. 


*)  Zuerst  von  Huyghens  gefanden. 
**)  D.  b.  gleich  4  a. 
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Die  nähere  Ausführung  des  benutzten  geometrischen  Satzes  kann  hier  wohl 
übergangen  werden. 

Wie  Newton  zuerst  zeigte,  behält  die  Cykloide  den  Charakter  des 
Tautochronismus  bei,  wenn  sich  der  Bewegung  auf  ihr  ein  der  Geschwin- 
digkeit proportionaler  Widerstand  entgegensetzt.  Die  Rechnung  ist  mittels 
der  in  §  8  gegebenen  Hilfsmittel  leicht  durchzuführen,  Ist  der  Wider- 
stand dem  Quadrate  der  Geschwindigkeit  proportional,  so  erhält  man  als 
Tautochrone  keine  Cykloide  mehr.  Siehe  hierüber  Narr,  Einleitung 
in  die  theoretische  Mechanik,  p.  329  ff. 


• 

\ 

\ 

* 

Fig. 

11. 

\ 

'  v 

•  * 

Eine  Verallgemeinerung  des  Tautochronenproblems  behandelt  Abel 
in  seiner  Abhandlung:  Solution  de  quelques  probl^mes  ä  Taide 
d' integral  es  d^finies,  Oeuvres  compl ,  T.  I,  p.  11.  Weitere  Litteratui* 
siehe  bei  Narr,  a.  a.  0.  p.  333,  Schell,  a.  a.  0.  I,  p.  408. 

3.  Unter  der  Brachistochrone  für  zwei  beliebig  im  Räume  ge- 
gebene Punkte  vei*steht  man  die  Kurve,  in  welcher  sich  ein  materieller 
Punkt  von  dem  höher  gelegenen  Punkte  in  der  kürzesten  Zeit  nach  dem 
tiefer  gelegenen  infolge  der  Schwerkraft  bewegt*). 

Es  leuchtet  ein,  dafs  die  Brachistochrone  eine  ebene  Kurve  ist, 
welche  in  der  durch  die  beiden  Punkte  bestinunten  Vertikalebene  liegt. 
Wäre  nämlich  die  Brachistochrone  irgend  eine  andere  Kurve,  so  könnten 
wir  uns  dieselbe  auf  jene  Ebene  orthogonal  projiziert  denken.  Bei  der 
Bewegung  in  dieser  Projektionskurve  würde  der  fallende  materielle  Punkt 
an  jeder  Stelle  dieselbe  Geschwindigkeit  erreichen,  wie  in  dem  entsprechen- 
den, gleich  hoch  gelegenen  Punkte  der  Brachistochrone  (§  16,  2).  Nun 
ist  aber  ein  Element  der  Projektionskurve  kleiner  als  das  entsprechende 
der  projizierten  Kurve  oder  höchstens  demselben  gleich;  dasselbe  mufs  also 
bei  derselben  Geschwindigkeit  im  allgemeinen  in  kürzerer  Zeit  zurück- 
gelegt werden.  In  der  Projektion  der  Brachistochrone  würde  also  die  Be- 
wegung rascher  vor  sich  gehen  als  in  der  Brachistochrone  selbst,  was 
einen  Widerspruch  involviert. 


*)  Das  Problem   der  Brachistochrone   wurde   zuerst  von  Leibnitz   gelöst. 
Weitere  Litteratur  b.  bei  Schell. 
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Wir  behandeln  demnach  das  Problem  als  ein  ebenes.  Legen  wir  das 
Koordinatensystem  wie  bei  der  Tautochrone,  so  haben  wir  wieder  fttr  die 
Fallzeit,  falls  die  Anfangsgeschwindigkeit  gleich  0  ist, 

A 


(7) 

7-=    / 

U 

Hierin  setzen  wir 

und  erhalten 

0 

um  nun  T  für  die  gegebenen  Endpunkte,  welche  mit  Bücksicht  auf 
die  vorhin  gemachten  Festsetzungen 

a:  =  0 ,  y  =  0     und     x  =  h^  V  '=^  Vi 

sein    mögen,    zu    einem   Minimum   zu   machen,    verfahren    wir   nach    den 
Regeln  der  Variationsrechnung.     Soll 


(9)  /V(^,  y,  y') 


dx 


für  die  festen  Grenzwerte  Xq  und  x^  ein  Minimum  oder  Maximum  sein, 
so  mufs  bekanntlich  die  Gleichung 

erfüllt  werden.    Enthalt  /*,  wie  in  unserem  Falle,  y  nicht  explizite,   so 
reduziert  sich  (10)  auf 

(»^  al(^)-». 

woraus 

(12)  aY'  = ' 

folgt. 

Wenden  wir  dies  auf  (8)  an,  so  erhalten  wir  die  Bedingung 

(13)  — C^  -^ c 

oder 

^^*^  .•'         V  i  -2c*g(h-x) 

Es  folgt 

(15)  y  =/y'^«'/(!;0I ä.^±  ^^V{h-.) - 2c^g(k-.y 

+  ü^g  ^^^^^^  [^  ~  ^^^^Q^  —  x)]  +  C, 
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Da  fllr  rc  =  Ä  y  aoa  y^  sein  soll,  so  mufs 

(16)  C  =  y, 

gesetzt  werden.  Durch  die  Bemerkang,  dafs  für  rc  ~  0  auch  y  =  0  wird, 
hestimmt  sich  c  in  komplizierter  Form.  (15)  stellt  wieder  eine  Cjkloide 
dar,  die  durch  einen  auf  der  unteren  Seite  einer  horizontalen  Geraden 
rollenden  Kreis  erzeugt  wird  (der  Unterschied  im  Zeichen  gegen  (6)  er- 
klärt sich  durch  eine  Verlegung  des  Anfangspunktes  der  Koordinaten). 
Durch  die  Anfangs-  und  Endlage  ist  GrOfse  und  Lage  dieser  Cykloide 
vollkommen  hestimmt. 

§  19. 

Das  konisohe  oder  sphärisohe  FendeL 

1  •  Von  Bewegungen  auf  Flächen  infolge  der  Schwerkraft  hehandeln 
wir  nur  diejenige  auf  der  Kugel  fläche,  da  die  Bewegung  auf  der 
schiefen  Ehene  bereits  durch  §  16  hinreichend  klargestellt  ist. 

Ein  Fadenpendel  von  der  Länge  l  ist  das  zweckmäfsigste  Beispiel 
für  die  Bewegung  auf  der  Kugelfläche;  nuin  bezeichnet  ein  solches,  wenn 
es  nicht  in  einer  Ebene  schwingt,  als  konisches  oder  sphärisches  Pendel. 

Wir  legen  den  Nullpunkt  in  den  Mittelpunkt  der  Kugel,  die  o:- Achse 
vertikal  aufwärts  gerichtet,  die  y-  und  ;?•  Achse  beliebig  horizontal.  Die 
Kugelgleichung  ist 

(1)  a»  +  y»-\-z*^l*. 

2«  Wir  behandeln  die  Bewegung  zunächst  für  den  Fall,  dafs  sich 
das  Pendel  nur  unendlich  wenig  von  der  Gleichgewichtslage  entfernt. 
Denkt  man  sich  durch  den  Pendelfaden  eine  Vertikalebene  gelegt,  so  ist 
es  einleuchtend,  dafs  die  wirksame  Komponente  der  Schwere  in  diese 
Ebene  fällt.  Wir  haben  also  dieselbe  Art  der  Beschleunigung,  wie  in 
§  17,  2.  Es  findet  daher  nach  §  8  harmonische  Bewegung  statt;  der 
materielle  Punkt  bewegt  sich  im  allgemeinen  in  einer  unendlich  kleinen 
Ellipse  um  den  Gleichgewichtspunkt  als  Mittelpunkt.  Die  Umlauf szeit  ist 
der  Schwingungsdauer  bei  unendlich  kleinen  ebenen  Schwingungen  gleich. 

3«  Den  allgemeinen  Fall  wollen  wir  nach  §  14  behandeln,  da  ein 
direkter  Ansatz  schwieriger  ist;  wir  erhalten  so  ein  passendes  Beispiel 
zu  einer  wichtigen  allgemeinen  Methode. 

Wir  setzen: 

d'x        _  ^    ,    ,  a/       d*y  _     df       d'z  _     df 

wobei 

/•=a;«  +  y2  +  ^2_2» 

ist.     Daher  können  wir  unter  Änderung  der  Gröfse  l  schreiben 
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wo   X  mit  Hilfe  von  (l)  za  bestimmen  ist.     Eliminiert  man  k  aus   der 
zweiten  und  dritten  Gleichung,  so  folgt 

und  hieraus 

es  gilt  also  der  Plächensatz  für  die.  Projektion  auf  die  yz-Ehene^  jedoch 
nicht  für  andere  Ebenen.     Multipliziert  man  die  Gleichungen  (2)  resp.  mit 

/7/  >   7^ '    ÄJ  ^^^  addiert,  so  folgt,  da  nach  (l) 


dt  ^    dt^    dt 


dx    ,       dy    .        dz         . 


ist, 

^  X  dx  d^x    j^  dy  d*y    ,    dz  d'^z dx 

^^^  di'di'^'didi^'^Jidi*  ^  dt 

und  durch  Integration 

«         40' +(!!)•+ (",)■]---  +  « 

oder  • 

(7)  Y  =  -  </*  +  C, 

eine  Gleichung,  welche  lediglich  das  Besultat  von  §  16,  2  enthält. 
Wir  führen  nun  Polarkoordinaten  ein,  indem  wir 

(8)  X  ^^  l  cos  er ,     ^  s=s  ^  sin  a  cos  9 ,     ;?  =s  2  sin  a  sin  9 
setzen.     Es  ist  dann 

//>\       ^-^  .    .        da       dy        .  da        .    ,  .         dw 

W      dl '»m«^,     ^j  =«cos«cos<p;j^-?sm«sin9,^-, 

dz         .  .         da    ,     ,    .  dq) 

-,  -  =  (  COS  a  sm  90  ^  +  Z  sm  üf  cos  tp  -tt  , 

so  dafs  aus  (4) 

(10)  l'  sin««  ^^  =  0 

und  aus  (6) 

(")  ^'  K^i)'  +  '^^'"  (57)1  =  -  ^31  cos  «  +  2  C 

wird. 

Eliminiert  man   aus  (10)  und   (11)   das   eine   Mal    -^,   das   andere 
Mal  dt^  berechnet  dann  dt  und  dfp  und  integriert,  so  erhält  man 


(12)  ^  =  P   C  *"'" ""- 

^     ^  J   V2FBin*a  (C  -  gl  cos  « 


r^*' 


(13)  q>  =  c   f- 
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da 


sin  a  Y^l^  8in*a{0  —  gl  cos  a)  —  c* 

Es  sind  dies  elliptische  Integrale,  wie  sich  durch  Beseitigung  der  trigo- 
nometrischen Funktionen  leicht  ergiebt  (s.  unten).  Die  beiden  Integra- 
tionskonstanten hängen  nur  von  der  Wahl  der  y-  und  ;?-Achse  und  des 
Anfangspunktes  der  Zeit  ab;  c  und  C  charakterisieren  die  spezielle  Be- 
wegung. 

4,  Die  Methode,  welche  hier  zur  Integration  der  Bewegungs- 
gleichungen benutzt  wurde,  verdient  Aufmerksamkeit;  wir  werden  sie 
später  in  allgemeinerer  Form  wiederfinden.  Die  Berechnung  von  k  nach 
§  14  wurde  gänzlich  vermieden.  Wir  fdhrten  neue  Koordinaten  a  und  (p 
ein,  welche  ausreichen,  um  den  Ort  eines  Punktes  auf  der  vorgeschrie- 
benen Eugelfläche  vollständig  zu  bestimmen.  Infolge  dieser  zweckmäfsigen 
Wahl  brauchen  wir  nur  zwei  Bewegungsgleichungen;  eine  dritte  für  die 
Bewegung  in  der  Richtung  des  Radius  würde  ja  doch  nur  Gröfsen  ergeben, 
welche  zu  annullieren  sind.  Durch  Elimination  von  k  aus  (2)  erhalten  ¥rir 
aber  gerade  zwei  Gleichungen. 

In  "  derselben  Weise  können  wir  auf  einer  vorgeschriebenen  Kurve 
jeden  Punkt  durch  eine  Angabe  fixieren,  etwa  durch  die  Bogenlänge  5; 
dann  können  wieder  die  beiden  Gröfsen  k  und  A.^  aus  den  Gleichungen 
eliminiert  werden  und  die  einzige  übrigbleibende  Gleichung  ist  zur  Be- 
stimmung ausreichend. 

5«  In  die  Formeln  (12)  und  (13)  können  wir  statt  a  wieder 
X  ^=  l  cos  «  einführen;  wir  erhalten 

_-    r dx 

^^^)  J   V2  {i^'^'x^ÜC  —  gx)  -  c* ' 

(15)  q>  =  -cl    f  ,__   J-""  --. 
^      ^                                      J    (P-^x*)y2{P-x'^){C^gx)--c* 

Um  uns  über  den  Verlauf  der  Bewegung  einen  Überblick  zu  verschaffen, 
suchen   wir   die   höchsten  und  niedrigsten  Punkte   zu  bestimmen,   welche 

der  materielle  Punkt  erreicht.     Es  mufs  in   ihnen  x  ein  Maximum   oder 

dx 
Minimum  sein,   also  -.7  =  0  oder 

(16)  ip(ä-)  =  2(?  -  x^)  {C  —  gx)  —  c^  =  0. 

Diese  Gleichung  dritten  Grades  hat  drei  reelle  Lösungen.  Für  a:  =  00 
ist  nämlich  tp  =  00,  für  x  =^  l  aber  tp  =  —  c*,  so  dafs  zwischen  diesen 
beiden  Werten  t/;  den  Nullwert  passiert,  d.  h,  (16)  eine  negative  Lösung 
oberhalb  l  besitzt.  Dieser  Wert  kommt  für  uns  nicht  in  Betracht,  da 
bei  der  Pendelbewegung  x  <il  bleibt.     Da  es  aber  in  der  Natur  der  Sache 

liegt,  dafs,   wenn  x  nicht  konstant  ist,   es  mindestens  ein  Maximum  und 

dx 
ein  Minimum    erreichen    mufs,    aber   nur   noch    zwei  Nullwerte  von   -j- 

möglich  sind,  so  mufs  angenommen  werden,  dafs  diesen  eben  ein  Maximum 
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und  ein  Minin^um  entspricht.  Dieses  Maximum  und  Minimum  ist  aus  der 
Gleichung  (16)  zu  berechnen.  Wegen  (7)  mufs  C  —  gx  immer  positiv 
sein.  Ist  C<0,  so  bleibt  immer  a;<0;  ist  aber  (7=0,  so  wird  x 
höchstens  0;  für  (}>0  genügen  wohl  positive,  aber  immer  auch  geeig- 
nete negative  x  der  Gleichung  (7).  In  Worten  ausgedrückt:  Der  mate- 
rielle Punkt  begiebt  sich  immer  in  die  untere  Hälfte  der  Kugel, 
in  der  also  stets  das  Minimum  liegt;  er  gelangt  bis  in  die  Höhe 
des  Aufhängepunktes,  wenn  (7  =  0,  ist  und  steigt  noch  höher, 
wenn  (7>  0  ist. 

Da  die  rechte  Seite  von  (14)  ein  elliptisches  Integral  erster  Gattung 
ist,  also  für  denselben  x-Wert  unendlich  viele  ^Werte  liefert,  welche  um 
die  reelle  Periode  des  Integrals  voneinander  abstehen,  so  erreicht  der  ma- 
terielle Punkt  denselben  höchsten  und  niedrigsten  Stand  unendlich  oft 
in  gleichen  Intervallen;  ob  dann  aber  auch  derselbe  9- Wert  erreicht  wird, 
mufs  noch  untersucht  werden. 

6«  Wir  wollen  zunächst  die  Schwingungsdauer,  d.  h.  das  doppelte 
Zeitintervall  zwischen  zwei  höchsten  oder  niedersten  Ständen  untersuchen. 
Zu  diesem  Zwecke  müssen  wir  (14)  auf  die  Normalform  reduzieren.    Sind 

^1  =  Z  cos  ttj  und  0^2  «=  Z  cos  a^  der  höchste,  resp.  niederste  Stand,  während 

dx 
Xq  den  nicht  in  Betracht  kommenden  dritten  Nullwert  von  -yr-  bedeutet, 

so  wird  durch  Zerlegung  von  ip(a:)  in  Faktoren 

l_    r dx 

(^'^^  ""        V^gJ  VJp^-x^){x--x,)(x^x^) 

Setzen  wir  zunächst 

Xq  —  X  =  v?^    dx  ==  —  2udu, 


so  wird 


^  _l_     /•     2du 


(ajo  -  x^)] 


worin   Xq  —  a?,    rmd  Xq  —  x^    sicher   keine    negativen    Gröfsen    sind,    da 

Xq  j^  X\  j^_  Xq    ISw. 

Wir  setzen 

und  erhalten 

lY^  r  dw 


«;*)  (1  -  k^w^) 


Da  für  a;  =  a?|  und  a;  =  ar^  u  =  Yxq  —  x^  und  u  =  y^o  —  ^  )  *^^^ 
w;  =  +  1  und  m;  =  Hh  -,7  wird,  da  femer  die  Schwingungsdauer  T  das 
Doppelte  der  Zeit  ist,  welche  zwischen  zwei  Maximis  verläuft,  so  ist 
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7*  Der  Ansdmck  (15)  für  q>  ist  ein  elliptisches  Integral  dritter 
Gattung  mit  derselben  Irrationalität  wie  dasjenige  für  t.  Kehrt  x  zu  dem- 
selben Werte  zurück,  so  hat  sich  9  um  eine  konstante  Oröfse  geändert, 
welche  von  c  abhängt.  Auf  die  eingehendere  Untersuchung  des  Gegen- 
standes können  wir  uns  hier  nicht  einlassen;  man  findet  dieselbe  voll- 
ständig durchgeführt  in  Durdge,  Theorie  der  elliptischen  Funk- 
tionen, 4.  Aufl.  p.  307.     Das  Endresultat  lautet: 

Das  konische  Pendel  beschreibt  eine  sphärische  Figur, 
welche  näherungsweise  mit  einer  Ellipse  verglichen  werden 
kann,  deren  grofse  Achse  sich  mit  konstanter  Geschwindigkeit 
in  der  Bichtung  der  Bewegung  dreht.  Wird  die  höchste  Lage 
des  Pendels  als  gegeben  angenommen,  so  ist  die  Drehung  desto 
stärker,  je  höher  der  niedrigste  Punkt  der  beschriebenen  Bahn 
liegt. 

Ist  c«s  0^  so  geht  die  Bewegung  in  einer  Ebene  vor  sich. 

8*  Fallen  das  Maximum  und  das  Minimum  von  x  zusammen,  so  mufs 
X  konstant  =  a?,   sein;   es  mufs  ^r  *=*=  0,  also 

2(P  -  V)  {p  —  9^x)  -  c«  —  0 
sein.  Das  Pendel  fuhrt  dann  eine  kreisförmige  Bewegung  mit  gleich- 
bleibender (nach  (4) )  Geschwindigkeit  aus.  Wenn  man  die  Beschleunigung 
der  Schwere  g  in  Komponenten  nach  dem  Radius  dieses  Kreises  und  dem 
der  Kugel  zerlegt,  so  mufs  die  erstere  Komponente  —  ^  tg  a  der  Zentri- 
petalbeschleunigung gleich  sein;  es  ist  also 

—  1/  tff  «  =  y—       " 

^  ^  I  sm  a 

oder 
(20)  V  =*  y —  gl  sin  a  tg  et . 

Die  Umlaufszeit  ist  gleich  dem  Umfange  des  Kreises,  dividiert  durch  die 
Geschwindigkeit,  also 


(21)  T  =  -J^-^^-^^  =  2n  l/^I^  =  2;r  l/^ ' 

^      ^  1/— ^isinatg«  ^  9  ^       9 

Die  Rotationsdauer  ist  also  gleich  der  Schwingungsdauer 
eines  ebenen  Pendels,  welches  — x^  zur  Länge  hat  und  unendlich 
kleine  Schwingungen  ausführt. 

x^  mufs  negativ  sein;  nur  bei  unendlich  grofser  Gesch?nndigkeit 
könnte  das  Pendel  in  einer  horizontalen  Ebene  schwingen. 


1^6  Zweiter  Abschnitt. 


§  20. 

Bewegping  auf  der  Oberfläche  der  rotierenden  Erde. 

1.  Wir  wollen  hier  mehrere  Probleme  einschalten,  welche  sich  mit 
der  relativen  Bewegung  auf  der  rotierenden  Erde  beschäftigen  und  die 
wenigstens  zum  Teil  an  diese  Stelle  gehören.  Zuerst  möge  die  rein  hori- 
zontale Bewegung  auf  der  Erdoberfläche  imtersucht  werden.  Wir  wollen 
annehmen,  dafs  die  letztere  eine  Eugelfläche  sei.  Die  gleichförmige  Rota- 
tion um  die  feste  Achse  gehe  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  m  vor  sich, 
d.  h.  in  der  Zeiteinheit  beschreibe  der  Halbmesser  irgend  eines  Parallel- 
kreises den  Winkel  cd  (der  aber  wieder  als  Bogen  gemessen  wird).  Auf 
einen  Punkt  der  Oberfläche,  der  die  Bewegung  der  umgebenden  Teile 
angenommen  hat,  wirkt  aufser  der  Schwerkraft,  die  nach  dem  Erdmittel- 
punkte gerichtet  sein  möge,  die  durch  die  Umdrehung  erzeugte  Zentri- 
fugalkraft ein,  welche  in  der  Richtung  des  betreffenden  Parallelkreisra- 
dius thiitig  ist.  Dieselbe  bringt  nicht  nur  eine  Verminderung  der  Schwerkraft, 
sondern  a\ich  eine  Bichtungsänderung  derselben  zuwege,  so  dafs  es  scheinen 
könnte,  dafs  dem  materiellen  Punkte  eine  in  die  Eugelfläche  fallende  Be- 
schleunigung erteilt  werde.  Allein  die  Erde  ist  keine  genaue  Kugel,  son- 
dern ihre  Oberfläche  hat,  wie  wir  später  begründen  werden,  wenigstens 
da,  wo  sie  sich  ohne  Einwirkung  anderer  Kräfte  frei  entwickeln  konnte 
(z.  B.  in  der  Meeresfläche),  eine  solche  Gestalt  angenommen ,  dafs  die  ver- 
einigte Schwer-  und  Zentrifugalkraft  auf  jedem  Punkte  der  Oberfläche 
senkrecht  steht,  eine  seitliche  Komponente  also  ausgeschlossen  ist. 

Wir  wollen  nun  in  der  Folge  zwar  die  Kugelgestalt  der  Erde  an- 
nehmen, aber,  um  mit  der  Wirklichkeit  in  Übereinstimmung  zu  bleiben, 
keine  seitliche  Kraftkomponente  in  Betracht  ziehen.  Die  Schwerkraft  und 
die  Zentrifugalkraft  kommen  für  uns  hier  gar  nicht  in  Rechnung;  die  erstere 
dient  nur  dazu,  den  Punkt  immer  auf  der  Erdoberfläche  festzuhalten.  Be- 
findet sich  daher  dieser  in  einem  Momente  in  Ruhe,  so  wirkt  keinerlei 
seitliche  Kraft  auf  ihn  ein. 

2.  Anders  wird  aber  die  Sache,  wenn  er  sich  in  Bewegung  be- 
findet; es  stellt  sich  dann  eine  Kraftwirkung  ein,  welche  eine  seitliche 
Verschiebung  zur  Folge  hat.  Am  leichtesten  erkennt  man  das  Statthaben 
einer  solchen  bei  der  Bewegung  im  Meridian.  Da  sich  ein  Punkt  in  höheren 
Breiten  infolge  der  Rotation  mit  geringerer  Geschwindigkeit  bewegt  wie  ein 
solcher  in  niederen  Breiten,  so  gelangt  ein  Punkt,  der  sich  in  meridionaler 
Richtung  bewegt,  aus  Gegenden  mit  geringerer  Geschwindigkeit  in  solche 
mit  gröfserer  oder  umgekehrt,  was  eine  Seitenablenkung  zur  Folge  haben 
mufs.  V.  Baer  basierte  hierauf  sein  bekanntes  Gesetz  von  der  Ablenkung 
der  Flofsläufe,  übersah  aber,  dafs  auch  bei  anderer  Richtung  der  Bewegung 
wesentlich  dieselbe  Ablenkung  statthat,  wie  aus  der  folgenden  Betrachtung 
(nach  Buff)  hervorgeht. 
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lig.  12. 

o 


I  > 
•  « 
■     1 


\i?\ 


Sei  (Fig.  V£)  AB  eine  unendlich  kleine  Strecke  auf  der  Erdober- 
fläche, welche  der  materielle  Punkt  in  der  Zeit  di  in  der  Richtung  von 
A  nach  B  durchlaufen  würde,  falls 
die  Erde  stillstände.  Infolge  der  Ro- 
tation ist  aber  AB  9Xi  eine  andere 
Stelle  gelangt,  etwa  nach  A^B^.  Legt 
man  durch  Ay^  eine  Parallele  A^  B^ 
zu  AB^  welche  mit  dieser  Strecke 
gleiche  Länge  hat,  so  ist  B^  der 
Punkt,  an  welchen  nach  dem  Paral- 
lelogramm der  Geschwindigkeiten  der 
materielle  Punkt  in  der  Zeit  di  wirk- 
lich gelangt  ist.  B^  B^  giebt  also  die 
Ablenkung  yom  Wege  an.  A^  B^  liegt 
strenge  genonunen  nicht  in  der  Erd- 
oberfläche, doch  dürfen  wir  uns  hier, 
wo  es  auf  Komponenten,  welche  senk- 
recht zur  Erdoberfläche  wirken,  nicht 
ankommt,  A^  B^  auf  diese  projiziert 
denken;  die  hierdurch  begründete  Än- 
derung der  Ablenkung  ist  unendlich 
klein  von  der  zweiten  Ordnung.  Femer 
denken  ¥rir  uns  in  A  und  A^  Tan- 
genten an  den  Meridian  gelegt,  die 
sich  in  0  treffen  und  dort  den  sehr 
kleinen  Winkel  d^  bilden.   Die  Winkel 


a  und  oTi  zwischen    diesen    Meridian- 


J) 


ricfatungen  (im  Sinne  von  Norden 
nach  Süden)  einerseits  und  AB  (oder 
A^Bi)  und  AiB^  andrerseits  geben, 
Yon  Süden  nach  Westen  zu  gerechnet, 
das  Azimut  dieser  Strecken  an. 

Verlängern  wir  Ai  B^ ,  his  es  ^  0  in  I)  schneidet,  was  jedenfalls  bei 
einer  zu  vernachlässigenden  Änderung  der  Figur  eintritt,  so  ist 

<^ -42>i4j  =  a     und     -^  cfj  =  « -j- dj3 , 
also 


(1) 


dß  =  a^  —  a  =  ByA^B^. 


Zur  Bestimmung  von  dß  benutzen  wir  die  Fig.  13,p.  128,  welche  einen  Durch- 
schnitt der  Erde  mittels  einer  Meridianebene  zeigt.  Ist  q>  die  geogra 
phische  Breite  von  A,  r  der  Erdradius,  so  folgt 

(2)  AO  '^  r  cotg  (p . 

Der  von  Ä  während  dt  zurückgelegte  Bogen  ist  aber 

(3)  AAi  =  ra  cos  q>dt^ 
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woraus 


(4) 


dß  =  -^jy  =  fif)  sin  (pdt 


ds^    B^B^  =  d6 


folgt.     Hiernach  berechnet  man,  wenn 

AB  =  A^B^  =  A^2  = 
gesetzt  wird,  aus  AA^B^B^ 
(5)  da  ^=  A^B^dß  =  m  sin  (pdtds . 

Aus  der  Figur  geht  hervor,  dafs  diese  Ablenkung,  die  als  normal  zur 
Bahn  angesehen  werden   kann,   auf  der  nördlichen  Halbkugel  stets  nach 

rechts,  auf  der  südlichen  stets  nach  links  vor 
sich  geht. 

Diese  Ablenkung  kann  aber  durch  eine 
seitliche  Beschleunigung  ersetzt  werden. 
Nennen  wir  dieselbe  k^  so  mufs,  weil  die  Be- 
schleunigung in  dem  kleinen  Zeitelemente  als 
gleichförmig  angesehen  werden  darf, 

kdt^ 


da 


2 


sein,  so  dafs 


d8 


(6)       k  «*  2 fi)  sin 9   ,-  «=  2 »i;  sin  90 

wird.  Diese  Beschleunigung  ist  vom  Azimut 
unabhängig,  sie  ist  nur  durch  die  geographische 
Breite  des  Ortes  und  die  Geschwindigkeit 
der  Bewegung  bedingt.  Rechnet  man  die 
Zeit  nach  Sekunden,  so  ist,  weil  ein  Stern- 

tag  86  164  Sekunden  beträgt,  «  ==»  ^^rrr  zu 

OD  lo4 

nehmen. 

Diese  seitliche  Beschleunigung  ist  so  ge- 
ring, dafs  sie  sich  bei  Flufsläufen  kaum  be- 
merklich machen  dürfte,  da  hier  bedeutendere  Wirkungen  in  Betracht 
kommen.  Die  durch  Krümmungen  des  Flufslaufes  erzeugte  Zentrifugalkraft 
dürfte  fast  immer  bedeutend  überwiegen.  Dagegen  ist  der  Einflufs  der 
Erdrotation,  wie  wir  sogleich  durch  Bechnung  zeigen  werden,  bei  der 
Bildung  der  Windrichtung  von  mafsgebendem  Einflufs. 

3«  Es  ist  leicht,  die  Bewegung  während  eines  endlichen  Zeit- 
raumes zu  verfolgen,  wenn  die  beschränkende  Voraussetzung  gemacht 
wird,  dafs  sie  sich  während  desselben  nur  Über  einen  so  kleinen  Teil  der 
Erdoberfläche  erstreckt,  dafs  dieser  als  eine  Ebene  und  die  Breite  als 
konstant  angesehen  werden  kann.  Da  alsdann  die  seitliche,  also  in  der 
Normale  der  Bahn  wirkende  Beschleunigung  k  konstant,  eine  Tangential- 
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beschleimigung  aber  nicht  vorhanden  ist,  so  wird  die  Bahnkurve  eine 
konstante  Erünunnng  aufweisen,  also  ein  Kreis  sein,  der  von  dem  be- 
wegten, im  Übrigen  nur  dem  Beharrongsgesetze  unterworfenen  Punkte 
mit  gleichmäfsiger  Geschwindigkeit  durchlaufen  wird.  Unter  Anwendung 
des  bekannten  Ausdrucks  ftlr  die  Zentripetalbeschleunigung  und  der  Glei- 
chung (6)  haben  wir 

—  SS  2001?  sm  o) 

9  ^ 

ZU  setzen,  woraus  für  den  Radius  des  Kreises 

V  86 164r 


^  ^  ^         2o>8inqp  ^n  Bin  fp 

folgt. 

Für  (p  =  50®,  t;  =  10  m,  was  schon  stärkeren  Winden  entspricht, 
erhalten  wir  z.  B.  ^  »s  89  508  m  .  Hiernach  erklärt  sich  die  Entstehung 
der  Wirbelwinde  vollkommen,  der  Badius  zeigt  durchaus  keine  unmög- 
lichen Dimensionen.  Auch  bei  Geschossen,  welche  freilich  weit  bedeutendere 
Geschwindigkeiten  erreichen,  wird  eine  seitliche  Ablenkung  in  Betracht 
kommen  können. 

4.  Wir  wollen  bei  dieser  Gelegenheit  auch  die,  eigentlich  nicht  an  diese 
Stelle  gehörige  Aufgabe  behandeln:  Die  Abweichung  eines  frei  fallen- 
den Körpers  von  der  L  otlinie  zu  berechnen*^).  Da  bei  dem  Falle  der 
materielle  Punkt  von  einer  höheren  Stelle,  an  welcher  gröfsere  Geschwindig- 
keit infolge  der  Rotation  vorhanden  ist,  an  eine  solche  mit  geringerer  gelangt, 
wird  er  immer  nach  Osten  vom  Lote  abgelenkt  werden.  Von  dem  Um- 
stände, dafs  in  der  Höhe  die  Schwerkraft;  geringer,  die  Zentrifugalkraft 
aber  gröfser  ist,  so  dafs  die  Lotlinie  in  der  Höhe  eine  andere  Richtung 
hat  wie  in  der  Tiefe,  wollen  wir  an  dieser  Stelle  absehen.  Wir  legen 
die  a;- Achse  in  die  Vertikale,  die  ^- Achse  von  Westen  nach  Osten,  den 
Nullpunkt  in  den  FuTspunkt  des  Ausgangspunktes  auf  der  Erdoberfläche. 
Befindet  sich  der  fallende  Körper  zur  Zeit  t  in  dem  Abstände  (r  -\-  x) 
vom  Erdmittelpunkte,  so  ist  die  Rotationsgeschwindigkeit  unter  der  Breite 
g>:  a)(r  -^  x)  cos  g),  nach  der  Zeit  dt  aber:  {o(r  -^  x  -j-  dx)  cos  9,  so  dafs 
wir  eine  Ablenkung  —  ca  dx  dt  cos  (p  nach  Osten  haben,  woraus  wir  wieder 

auf  eine  Beschleunigung  —  2co  cos  9  ^r  schliefsen.    Da  ^.-  =  —  gt  ist, 
so  haben  wir 

— ^  wsi  2m  cos  fp.gty 

also,  weil  fttr  den  Ausgangspunkt  Xq     j?  =  ^ »    y  =  0  ist, 

(8)  y  =  ywcosy.^^. 


*)  €tenaaer  wurde  der  Gegenstand  von  Hoppe  behandelt  (Freier  Fall 
aus  einem  Punkte  der  Erdoberfläche,  Granerfs  Arch.   B.  64). 
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Da  die  Fallhöhe  h  =     -    ,  also  t  ^=  y —  ist,  so  wird  daraus 

(9)  y  =  —  CO  cos  g>  y  —  • 

5.  Über  den  bekannten  Foucanlt'schen  Pendelversuch,  dessen 
Theorie  trotz  neuerer  Untersuchungen  —  die  Litteratur*)  darüber  s.  bei 
S.  Günther,  Lehrbuch  der  Geophysik  u.  s.  w.  —  noch  manche  Dunkel- 
heit zeigt,  mögen  hier  nur  wenige  Bemerkungen  Platz  finden.  Wir  wollen 
zunächst  den  einfachen  Fall  in  Betracht  ziehen,  dafs  ein  Pendel  am  Pole 
aufgehängt  ist  und  dafs  dasselbe  seine  Schwingungen  beginnt,  nachdem 
es  in  einer  Buhelage ,  in  der  sein  Faden  mit  der  Horizontalen  den  Winkel 
a  bildete,  festgehalten  worden  war. 

Die  gewöhnliche,  in  elementaren  Büchern  meistens  vertretene  An- 
sicht geht  dahin,  dafs  dann  das  Pendel,  absolut  betrachtet,  ebene 
Schwingungen  ausführt,  da  keine  Ursache  vorhanden  ist,  eine  seitliche 
Bewegung  hervorzurufen.  Belativ  betrachtet  führt  dann  die  Sch?nngangs- 
ebene  eine  gleichmäfsige  Drehung  um  die  Vertikale  aus,  welche  der- 
jenigen der  Erde  gleich  und  entgegengesetzt  ist**^).  Diese  Betrachtung 
leidet  aber,  wie  Becker  nachgewiesen  hat,  an  einem  fundamentalen 
Fehler.  Wenn  nämlich  das  Pendel  in  schiefer  Lage  in  Buhe  gebracht 
ist,  so  bezieht  sich  diese  Buhe  nur  relativ  auf  die  Erdoberfläche.  Ab- 
solut betrachtet  wird  dem  Pendel  in  dieser  scheinbaren  Buhelage  eine 
seitliche  Drehungsgeschwindigkeit  erteilt,  welche  derjenigen  der  Erde 
gleich  und  entgegengesetzt  ist.  Diese  Anfangsgeschwindigkeit  mufs  mit 
in  Betracht  gezogen  werden. 

Nehmen  wir  zunächst  an,  dafs  die  Schwingungen  verschwindend  klein 
sind,  so  sind  dieselben  nach  den  Untersuchungen  von  §  19  elliptisch 
mit  absolut  unverändert  bleibender  grofser  Achse.  Belativ  führt  also 
die  grofse  Achse  dieser  Bahn  dieselbe  Drehung  aus,  welche  bei  der  ge- 
wöhnlichen Betrachtungsweise  der  angenommenen  Bahnebene  zugeschrieben 
wird.     Es  tritt  also  keine  wesentliche  Änderung  des  Besoltates  ein. 

Anders  wird  aber  doch  die  Sache  bei  gröfseren  Schwingungen. 
Aufser  der  scheinbaren  Drehung  ist  hier  eine  wirkliche  vorhanden,  welche 
aus  den  Formeln  von  §  19  hervorgeht.  Da  indessen  bei  wirklichen  Ver- 
suchen die  Amplitude  der  Schvmigungen  keine  sehr  grofse  zu  sein  pflegt, 
so  wird  die  Modifikation  des  einfacheren  Besultates  nicht  allzusehr  ins 
Gewicht  fallen.    . 

6.  Um  den  Vorgang  für  einen  Punkt  A  der  Erdoberfläche,  welcher 
unter  der  geographischen  Breite  tp  liegt,  zu  erhalten,  brauchen  wir  an 


*)  Die  ausführlichste  neuere  Bearbeitung  des  Gegenstandes  rührt  von  Onnes 
her  (Over  de  betrekkelijke  beweging,  Nieuw  Aroh.  v.  wiskonde,  B.  V, 
Amsterdam). 

**)  Von  der  Bewegung  der  Erde  um  die  Sonne  wird  dabei  als  unerheblich 
abgesehen. 
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Stelle  der  Drehung,  welche  am  Pole  eine  vertikale  Ebene  tun  die  Erd- 
achse aiisftLhrt,  nur  die  relative  Drehung  zu  setzen,  welche  eine  solche 
im  Punkte  Ä  um  eine  vertikale  Gerade  ausführt.  Wir  legen  zu  diesem 
Zwecke  an  die  Erdkugel  im  Punkte  Ä  eine  Tangente  an,  welche  die 
verlängerte  Erdachse  am  Punkte  B  schneidet;  es  ist 

(10)  ÄB^ 


Bin  <p 


Die  relative  Drehungsgeschwindigkeit  der  untersuchten  Yertikalebene  ist 

dann  offenbar 

r 
CO    .  p    »s  o  gin  9. 

Der  Vorgang  im  Punkte  Ä  stimmt  also  mit  demjenigen  im 
Pole  tlberein,  wenn  man  nur  die  Botationsgeschwindigkeit  a> 
durch  CO  sin  <p  ersetzt. 

Auf  eine  allgemeinere  Behandlung  der  relativen  Bewegung  verzichten 
wir  an  dieser  Stelle;  die  gewählte  speziellere  üntersuchungsweise  dürfte 
grölsere  Durchsichtigkeit  gewähren,  wenn  sie  auch  durch  eine  strengere 
ersetzt  werden  könnte. 
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Dritter  Abschnitt. 

Die  Prinzipien  der  Mechanik  nnd  die  Differentialgleiehnngen  der 

Bewegung  in  allgemeiner  Behandlang. 

§  21. 

Das  Prinzip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  und  das 

d*Alembert'8Cho  Prinzip. 

1.  Wir  eröffiieten  den  vorigen  Abschnitt  durch  allgemeinere  Be- 
trachtungen über  die  unfreie  Bewegung,  untersuchten  jedoch  nur  den  Fall 
eingehender,  dafs  sich  ein  materieller  Punkt  auf  einer  festen  Fläche  oder 
Kurve  bewegt.  Es  wurde  uns  schon  dort  klar,  dafs  von  einer  rein 
logischen  Deduktion  der  Bewegungsgesetze  für  beliebige  Bedingungs- 
gleichungen keine  Bede  sein  kann.  Bepräsentieren  doch  diese  anscheinend 
so  einfachen  und  mathematisch  präzisen  Bedingungen  thatsächlich  äufserst 
komplizierte  physikalische  Vorgänge,  die  auf  Grund  der  Erfahrung  mittels 
Näherungsmethoden  in  Bechnung  zu  ziehen  sind.  Wir  supponierten  bei 
den  behandelten  Aufgaben  Hilfskräfte,  durch  welche  alle  Bewegungen, 
die  den  Bedingungsgleichungen  zuwiderlaufen,  vernichtet  werden,  während 
wir  alle  Bewegungskomponenten,  welche  sich  mit  den  mathematischen 
Bedingungsgleichungen  nicht  in  Widerspruch  befinden,  ungeändert  liefsen. 
Dabei  mufsten  wir  uns  freilich  eingestehen,  dass  die  letztere,  vereinfachende 
Annahme  nur  in  einzelnen  Fällen  der  Wirklichkeit  nahe  kommt. 

Die  Aufgabe,  an  die  wir  jetzt  herantreten,  ist  die  folgende  ganz 
allgemeine: 

Die  Bewegungsgleichungen  für  n  materielle  Punkte  auf- 
zustellen, aufweiche  gegebene  Kräfte  einwirken  und  die  aufser- 
dem  m  Bedingungsgleichungen,  in  welchen  nur  die  Koordi- 
naten der  Punkte  vorkommen,  zu  genügen  haben. 

Das  Auftreten  von  Differentialquotienten  der  Koordinaten  nach  der 
Zeit,  also  z.  B.  der  Geschwindigkeit  der  Punkte,  in  den  Bedingungs- 
gleichungen ist  ausgeschlossen;  auch  lassen  wir  hier  noch  den  Fall  aufser 
acht,  dafs  an  Stelle  dieser  Gleichungen  Ungleichungen  treten.  Das 
explizite  Vorkommen  der  Zeit  in  den  Bedingungsgleichungen  wollen  wir 
gleichfalls  nicht  in  den  Bereich  unserer  Untersuchung  ziehen. 

Bei  der  rein  empirischen  Grundlage,  welche  dieses  Problem  hat,  mag  es 
a  priori  nicht  scheinen,  dafs  wir  besonders  einfache,  allgemeine  Resultate 
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erhalten  werden;  yielmehr  müssen  wir  erwarten,  dafs  die  Untersuchung 
nach  den  Einzel^Qlen  zn  trennen  ist  und  dafs  vielleicht  eine  verschiedene 
physikalisch-mechanische  Verwirklichung  derselben  Bedingungen  zu  yer- 
schiedenen  Resultaten  führt.  Wenn  es  nun  trotzdem  gelingt,  den  ganzen 
Komplex  heterogen  erscheinender  Thatsachen,  der  hier  zu  bewältigen  ist, 
in  ein  höchst  einfaches  Prinzip,  d.  h.  ein  nicht  rein  mathematisch  dedu- 
ziertes allgemeines  Gesetz  zusammenzufassen,  so  ist  dies  nur  dadurch  zu 
erklären,  dafs  wir  uns  nicht  auf  reine  Empirie  stützen.  Die  Ergebnisse 
der  Beobachtungen  sind  allerdings  kompliziert  und  nicht  einheitlich;  allein 
wir  werden,  wie  wir  dies  bereits  in  den  einfachsten  Fallen  thaten,  an 
Stelle  der  direkten  Erfahrung  gewisse  vereinfachende,  mathematisch  einfach 
darstellbare  Annahmen  setzen. 

Das  merkwürdige  Prinzip,  welches  hier  aufgestellt  werden  soll,  trägt 
den  Namen  d'Alembert's,  obgleich  von  diesem  Mathematiker  nur  die 
letzte  Erweiterung  desselben  herrührt.  Die  eigentliche  Grundlage  bildet 
ein  Spezialfall  des  Gesetzes,  welcher  unter  dem  Namen  des  Prinzips 
der  virtuellen  Geschwindigkeiten*)  bekannt  ist. 

Wir  wollen  diese  beiden  Prinzipien  zuerst  formulieren,  ehe  wir  zu 
ihrer  Begründung  übergehen. 

2.  Wir  nennen  jede  unendlich  kleine  Yerschiebung  des  materiellen 
Punktes  x,  y,  ;?,  welche  mit  den  Bedingungsgleichungen  des  Problems 
vereinbai*  ist,  eine  virtuelle,  d.  h.  mögliche  Verrückung**).  Wir 
bezeichnen  die  Komponenten  dieser  Verrückung  mit  6x^  6y^  dz^  indem 
wir  das  Zeichen  der  Variation  anwenden.  Im  Gegensatz  hierzu  stehen 
die  aktuellen  oder  wirklichen  Verrückungen  dar,  dy^  dz^  welche  der 
Punkt  im  Verlaufe  der  Bewegung  während  eines  verschwindend  kleinen 
Zeitteiles  thatsächlich  erleidet;  die  aktuelle  Verrückung  ist  ein  Spezialfall 
der  virtuellen. 

Beim  freien  System  ist  jede  willkürliche,  unendlich  kleine  Verrückung 
eines  Punktes  eine  virtuelle,  beim  konischen  Pendel  jede  in  der  Kugel- 
fläche, auf  welcher  sich  der  materielle  Punkt  des  Pendels  bewegt,  vor 
sich  gehende.  Bei  der  Bewegung  auf  einer  vorgezeichneten  Kurve  giebt 
es  nur  virtuelle  Verrückungen,  welche  mit  aktuellen  (von  der  Richtung 


*)  Das  Prinzip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten,  zn  welchem  Galilei  die 
ersten  AnreguDgen  gab,  wurde  vonJoh.  Bernonlli  allgemein  als  richtig  erkannt. 

**)  Denken  wir  uns  das  ganze  System  während  eines  Zeitelementes  auf 
irgend  eine  mit  den  Bedingungen  verträgliche  Weise  verschoben,  so  verhalten 
sich  die  Geschwindigkeiten  der  einzelnen  Systempunkte  während  dieser  Zeit 
wie  die  zurflckgelegten  Wege,  d.  h.  wie  die  betreffenden  virtuellen  Verrückungen. 
Statt  von  virtuellen  Verrückungen  spricht  man  daher  auch  von  virtuellen  Ge- 
schwindigkeiten, die  den  ersteren  proportional  sind.  Hieraus  erkltlri  sich  die 
Bezeichnung:  Prinzip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten.  —  Auch  wenn 
die  Bedingungsgleichungen  von  der  Zeit  abhängig  sind,  haben  die  virtuellen 
Verrückungen  eine  bestimmte  Bedeutung.  Man  versteht  dann  darunter  die  Ver- 
rflckungen,  welche  mit  den  Bedingungen  verträglich  sind,  falls  man  darin  die 
Zeit  als  unvei^derlich  betrachtet. 
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abgesehen)  identisch  sind,  wenigstens  wenn  die  EurTe  wirklich  ganz  darch- 
laufen  wird.  Ist  nun  ein  System  yon  n  materiellen  Punkten  Xay  y«,  ^a 
mit  den  Massen  m«  vorgelegt  und  sind  X«,  Fa,  Za  die  Komponenten 
der  auf  sie  einwirkenden  Oesamtkrftfte,  so  lautet  das  d'Alembert'sche 
Prinzip 

(1)  2"  [(«•-  ?F  -  ^')  **•  +  ("*«??-  ^'')*y- 


+  ("*«  dF  ~  ^')  *'«]  =  ^ 


oder 

(2)  2 '»''  (-5?  *^-  +  -5i^  *»«  +  d^  **«) 

n 
1 

Soll  Gleichgewicht  stattfinden,  d.  h.  sollen  die  Beschleunigungen 
sämtlich  verschwinden,  so  mufs 

n 

1 

sein.  Dieser  Spezialfall  ist  das  Prinzip  der  virtuellen  Geschwin- 
digkeiten. 

Ist  das  System  ein  freies,  so  sind  die  Sxaj  ipa^  ^^a  vollständig 
willkürlich  und  voneinander  unabhängig;  man  darf  also  auch  alle  bis 
auf  eine  einzige  gleich  Null  annehmen  und  findet,  dafs  der  Koeffizient 
derselben  verschwinden  mufs.  Wiederholt  man  dies  Verfahren  fUr  sämt- 
liche Koeffizienten,  so  zerflült  (l)  in  die  Einzelgleichungen 

d^x^  d^y^  d*z^ 

d.  h.  in  die  bekannten  Differentialgleichungen  der  freien  Bewegung.  Das 
d'Alembert'sche  Prinzip  ist  hier  nur  eine  äufserliche  Zusammenfassung 
der  3n  Bewegungsgleichungen  in  eine  einzige.  Ganz  anders  gestaltet  sich 
die  Sache,  wenn  Bedingungsgleichungen 

(4)  />(iCi,  yu^n  ^2,  y«!  ^s,  •  •  •)  =  Ö 

hinzutreten.  Dann  sind  die  virtuellen  Verrückungen  nicht  mehr  von- 
einander unabhängig,  sondern  durch  Relationen  verbunden,  die  aus  den 
Gleichungen  (4)  hervorgeben;  es  ist  nämlich 

^/"z*  ^f^  ^ffi  ^(r 

Ist|  wie  vorausgesetzt,  die  Zahl  der  Bedingungsgleichungen  gleich  m, 
so   können   mittels  der   Gleichungen  (5)  m  der  virtuellen  Verrückungen 
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durch  die  übrigen  Sn  —  m  ausgedruckt  werden.  Nachdem  dies  geschehen, 
dürfen  die  letzteren  als  willkürlich  behandelt,  d.  h.  ihre  neuen  Koeffi- 
zienten dürfen  einzeln  gleich  Null  gesetzt  werden. 

3.  Es  ist  nun  leicht  einzusehen,  dafs  das  d'Alembert'sche  Prinzip 
aus  dem  von  den  virtuellen  Geschwindigkeiten  unmittelbar  folgt,  wenn 
man  nur  die  Voraussetzung  macht,  dafs  die  Wirkung  der  Bedingungs- 
gleichungen durch  Zusatzkr&fte  ersetzt  werden  kann,  eine  Voraus- 
setzung, welche  schon  durch  die  physikalische  Natur  der  Bedingungen 
gerechtfertigt  erscheint. 

Nehmen  wir  an,  dafs  kein  Oleichgewicht  statthabe,  so  können  wir 
uns  die  Eraftkomponenten  X«,  Ya,  Za  mit  anderen,  welche  die  Be- 
dingungsgleichungen zu  ersetzen  haben,  zu  Komponenten  Sa^  Ha^  Za  ver- 
einigt denken;  alsdann  lauten  die  Gleichungen  der  Bewegung 

(6)        l»a  -^ Aa  *■  0 ,       ma  -j^ Ha  *=  0 ,      W«  ^-^, Z«  «=  0 . 

Fügt  man  aber  den  Komponenten  X^,  Fa,  Za  die  negativ  genommenen 
Sa,  Ha,  Za  ZU,  SO  ¥rird  das  Gleichgewicht  unter  Zuhilfenahme  der  Be- 
dingungen hergestellt  sein,  da  Sa^Ha^  Za  auTser  den  Komponenten  X«,  7a,  Za 
nur  Bestandteile  enthalten,  welche  für  sich  allein  keine  Störung  des  Gleich- 
gewichtes hervorrufen.  Wir  haben  also  unter  Voraussetzung  der  Richtigkeit 
des  Prinzips  der  virtuellen  Geschwindigkeiten 

j  [(X„  —  Sa)iXa  +  (r«  —  Ha)Sya  +  {Za  -  Za)Sea]  =  0 

1 

oder  bei  Benutzung  von  (6) 


«   [(Xa  — Wa  -JiTj^^a  +  (7«  — Wa  -^irj^Va  +  (Za  — «la  J^j  ^^«J   «=  0  , 


d.  h.  das  d'Alembert'sche  Prinzip. 

Demnach  brauchen  wir  uns  in  der  Folge  nur  mit  dem  Bichtigkeits- 
nachweise  für  das  Prinzip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  zu  beschäftigen. 

4.  Behufs  weiterer  Diskussion  setzen  wir  das  Prinzip  der  virtuellen 
Geschwindigkeiten  in  eine  noch  etwas  einfachere  Form.  Sind  Xa,  Y«,  Za 
die  Komponenten  der  Kraft  P«,  deren  Richtung,  im  Sinne  der  Beschleu- 
nigung, welche  sie  erteilt,  genommen,  mit  den  positiv  gerichteten  Koordi- 
natenachsen die  Winkel 

{Pa,   Xa),      {Pa,   Va),      (P«,    ^a) 

bildet,  und  sind  Sxa^  ^Pa,  if^a  clie  Komponenten  der  Verrückung  öpa, 
welche  —  wenn  ihre  Richtung  im  Sinne  der  Verschiebung  genommen 
wird  —  mit  den  Koordinatenachsen  die  Winkel*) 


*)  Die  P    und  Sp    werden  als  absolnte  Gröfsen  behandelt 
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einschliefst,  so  ist 

Xa  =  Pa  cos  (Pa,  fl:«),        T«  =  Pa  COS  (Pa,  y«),       ^a  =  P«  COS  (P«,  J?«), 
dXa  =  dpaCOs(ßpa^  iT«),    ^Jy«  =  ^PoCOs(JjPa,  ^a),    ^^a  =  ^Pa  COS  ((JjPa,  XT«)  , 

also 

(7)  XaÖXa  +    r„(Jy„  +  ZaÖZa 

'=.Pa  ^Pa  [cos  (P«,  Ä-a)  COS  (Jp«,  a*«)  +  COS  (P«,  ^a)  COS  {6pa^  Pa) 

+  COS  (Pa,  Za)  COS  ((J^a,  ;?„)] 
=  Pa^Pa  COS  (Pa,  (Ji?a)  ==  Pa^Pa  COS  Xa  , 

wenn  Xa   den  Winkel  zwischen   der  Wirkungsrichtung  der  Kraft  und  der 
Verschiebnngsrichtung  bezeichnet.     Das  Prinzip  lautet  hiemach 

n 


(8)  ^«  Pa  Öpa  COS  Aa  =  0  . 


1 


Bei  der  Verwendung  desselben  zum  wirklichen  Ansatz  der  getrennten 
Gleichgewichtsbedingungen  müssen  natürlich  die  öpa  wieder  in  ihre  drei 
Bestandteile  aufgelöst  werden. 

Wir  wollen  nun  zunächst  den  Inhalt  und  die  Anwendung  des  Prinzips 
für  einige  der  einfachsten  Spezialfälle  darlegen,  da  hierdurch  das  Ver- 
ständnis desselben  erleichtert  wird. 

5.  Ist  nur  ein  materieller  Funkt  x^  y^  z  vorhanden,  der  sich  auf 
einer  vorgeschriebenen  Fläche  /*(a?,  y,  ä?)  ==»  0  im  Gleichgewichte  befinden 
soll,  so  müssen  die  Kraftkomponenten,  welche  in  die  Tangentialebene  der 
Fläche  fallen,  verschwinden,  während  die  Normalkomponente  beliebig  ist, 
da  sie  durch  den  Widerstand  der  Fläche  doch  annulliert  wird.  Da  aber 
die  virtuellen  Verrückungen  hier  solche  sind,  die  in  die  Fläche  fallen, 
so  besagt  die  Gleichung 

Pöp  COS  A  =  0 , 
aus  der 

P  cos  l  =  0 

folgt,  nichts  Anderes,  als  dafs  die  Projektionen  der  Kraft  P  nach  allen 
möglichen  Bewegungsrichtungen  in  der  Fläche  verschwinden  müssen,  tmd 
dies  ist  eben  die  hinreichende  und  notwendige  Bedingung  des  Gleich- 
gewichtes. 

Soll  sich  der  Punkt  in  einer  Kurve  im  Gleichgewichte  befinden,  so 
braucht  nur  die  Tangentialkomponente  Null  zu  sein,  da  die  übrigen 
Komponenten  von  selbst  vernichtet  werden.  6p  fällt  aber  hier  in  die 
Tangentialrichtung  und  P  cos  X  ist  daher  die  Projektion  der  Kraft  nach 
dieser  Richtung;  P6p  cos  A  «»  0  giebt  also  auch  hier  die  hinreichende 
und  notwendige  Bedingung  des  Gleichgewichtes. 
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Bewegen  sich  mehrere  Punkte,  ohne  untereinander  durch  Bedingongs- 
gleichnngen  yerbnnden  zn  sein ,  auf  vorgeschriebenen  Kurven  oder  Flächen, 
so  gilt  das  Gleiche  für  (8);  denn  die  öpa  sind  untereinander  vollkommen 
unabhängig,  können  also  auch  alle  bis  auf  eine  Null  gesetzt  werden  u.  s.  w. 

6.  Die  einfachste  Art  der  Verbindung  zweier  materiellen  Punkte, 
^19  yn  ^1  ^^^  ^Sf  ^8)  ^81  ^untereinander  ist  die  durch  eine  massenlose, 
unbiegsame  und  unausdehnbare  Stange.  Dieselbe  verkörpert  die  Be- 
dingung, dafs  beide  Punkte  fortwährend  denselben  Abstand  voneinander 
haben  sollen,  also  die  Bedingungsgleichung 

Diese  Verbindung  hindert  keinen  der  Punkte,  einem  Bewegungsantriebe, 
der  senkrecht  zur  Stange  gerichtet  ist,  Folge  zu  leisten.  Man  beachte 
wohl,  dafs  es  sich  um  einen  Antrieb  im  ersten  Momente  handelt,  nicht 
um  die  weitere  Fortsetzung  der  Bewegung;  in  der  That  kann  eine  un- 
endlich kleine  Strecke,  welche  Prmkt  1  bei  Festhaltung  des  Punktes  2 
zurücklegt,  als  senkrecht  zur  Stange  angesehen  werden.  Findet  dagegen 
eine  Bewegung  von  1  in  der  Richtung  der  Stange  statt,  so  mufs  2  eine 
gleichgrofse  und  gleichgerichtete  Bewegung  ausführen.  —  Sollen  1  und 
2  im  Oleichgewicht  sein,  so  müssen  die  Eraftkomponenten  senkrecht  zur 
Stange  verschwinden,  die  in  der  Richtung  der  Stange  auf  1  und  2  aus- 
geübten Ej*äfte  dagegen  entgegengesetzt  gleich  sein.  Diese  Thatsachen 
können  als  durch  elementare  Versuche  konstatiert  gelten,  mit  ähnlichen 
Einschränkungen,  wie  sie  bei  der  Bewegung  auf  Flächen  oder  Kurven 
nötig  waren. 

Wir  wollen  nun  voraussetzen,  dafs  wirklich  Oleichgewicht  stattfindet. 
Stehen  die  virtuellen  Verrückungen  senkrecht  auf  der  Stange,  so  müssen 
die  Komponenten  der  Kräfte  nach  ihnen ,  also  P^  cos  X^  und  P^  cos  k^ 
einzeln  verschwinden,  da  diese  Komponenten  durch  die  Verbindung  nicht 
alteriert  würden.  Fallen  dp^  und  Sp2  aber  in  die  Richtung  der  Stange, 
so  sind  sie  notwendigerweise  gleich.  Das  Prinzip  nimmt  dann  die  Gestalt  an 

(Pj  CQS  ilj  -f-  P,  cos  Ag)  dpi  ■=  0 
oder 

Pj  cos  kl  -|-  Pj,  cos  iLj  =  0, 

was  nichts  Anderes  sagt,  als  dafs  die  Eräftekomponenten  nach  der  Rich- 
tung der  Stange  entgegengesetzt  gleich  sein  müssen,  und  das  ist  in  der 
That  eine  Bedingung  des  Gleichgewichtes.  Haben  öpi  und  6p2  andere 
Richtungen,  so  können  beide  in  zwei  Komponenten,  eine  nach  der  Rich- 
tung der  Stange  (dqi  und  ^^2)}  ^^^  senkrecht  zu  derselben  (J/'i  und  Sr^) 
zerlegt  werden.  Die  Komponenten  der  Kräfte  nach  diesen  Richtungen 
mögen  durch 

Pj  cos  ft,,  P^  cos  ftj;     Pj  cos  V,,  Pg  cos  Vg 

dargestellt  sein.     Dann  ist  im  Falle  des  Gleichgewichtes 

Pj  cos  Vj  =  Pj  cos  Vg  =  0,     Sr^    und    dr^    beliebig. 


138  Dritter  Abschnitt. 

P,  cos  fij  +  Pj  cos  f4  *«  0,    öq^  =  6q^ , 
also  immer 

Pi  (cos  Vj  dr^  -f"  <508  f*|  dgj)  +  P,  (cos  Vj^Jr,  +  cos  f^Ä^j)  =  0  , 

d.  L*) 

Pj  cos  il,  <y|7j  +  Pg  cos  Ag^Ps  '^  ^  • 

Das  Gleichgewicht  verlangt  also  die  Brftlllung  des  Prinzips. 
Aber  die  Oleichung 

Pj  cos  kl  Spi  +  dj  cos  Aj  ^j),  •=  0 

ist  auch  die  hinreichende  Bedingimg  für  das  Statthaben  des  Oleich- 
gewichtes. Da  nämlich  diese  Gleichung  für  beliebige  dp,  und  öp^  gilt, 
welche  senkrecht  zur  Stange  stehen,  so  müssen  alle  Projektionen  der 
Kräfte  Pj  und  P,  nach  diesen  Richtungen  verschwinden,  d.  h.  die  beiden 
Kräfte  müssen  in  der  Richtung  der  Stange  wirken.  Da  aber  für  die 
letztere  Richtung  infolge  der  Bedingung  dpi  «»  dp^  xmd  nach  dem  eben 
Bewiesenen  itj  ^=  A,g  «=  0  ist,  so  folgt  Pj  ««  —  P^,  also  wirklich  die  noch 
fehlende  Bedingung  des  Oleichgewichtes. 

7*  Nachdem  wir  den  Inhalt  des  Prinzips  der  virtuellen  Geschwindig- 
keiten für  einige  Spezialfälle  erprobt  haben,  gehen  wir  zum  allgemeinen 
Nachweis  seiner  Richtigkeit  über.  Dafs  es  sich  um  keinen  mathematisch- 
logischen Beweis  handelt,  ist  schon  öfters  betont  worden.  Aber  man  kann 
auch  nicht  behaupten,  dafs  das  Prinzip  auf  einer  rein  empirischen 
Grundlage  ruht.  Hätten  wir  z.  B.  bei  der  Bewegung  auf  einer  Fläche 
die  Bewegungsgleichungen  aus  der  unmittelbaren  Erfahrung  ableiten 
wollen,  so  würden  sie  nicht  mit  den  früher  aufgestellten  zusammenfallen, 
sondern  ihnen  nur  mehr  oder  weniger  nahe  konunen.  Wir  haben  schon 
erkannt,  dafs  die  Ajinahme  von  Bedingungsgleichungen* der  Bewegung  der 
Wirklichkeit  durchaus  nicht  völlig  entspricht;  in  der  Natur  sind  nur 
freie  Kräfte  thätig,  und  die  Bedingungsgleichungen  haben  blofs  den  Zweck, 
komplizierte  Vorgänge  näherungsweise  richtig  zu  erklären.  Die  Ein- 
führung der  Bedingungsgleichungen  ist  also  an  sich  nur  eine  Fiktion, 
die  wir  weiter  dadurch  ergänzen  müssen,  dafs  wir  präzisieren,  in  welcher 
Art  wir  uns  die  Wirkung  dieser  Bedingungsgleichungen  denken  wollen. 
Dann  werden  wir  erst  an  der  Hand  der  Erfahrung  prüfen  müssen,  wie 
weit  diese  Fiktionen,  bei  deren  Aufstellung  lediglich  eine  gewisse  Plau- 
sibilität  leitend  war,  mit  der  Erfahrung  in  Einklang  sind,  wie  weit  sie 
im  konkreten  Falle  noch  der  Ergänzung  bedürfen.  Man  kann,  wie  dies 
häufig  geschieht,  alle  möglichen  Bedingungsgleichungen  durch  einen  Me- 
chanismus verwirklichen,  der  sich  aus  den  schon  besprochenen  einfachen 


*)  Es  ist  etwa 

dfi  =»  cos  «1  dp^ ,  dqi  =»  cos  Pi  dpi , 

also  cos  Vi  dr^  -4*  <^6  fh  ^9i  ""  {^^^  ^i  ^^  ^i  "h^^^fh.  ^^^  ßi)  ^Pi  *="  cos  l,  ^p, , 
nach  einem  bekannten  Satze  der  analytischen  Geometrie. 


§  21.  Das  Prinzip  der  yirt.  Geschwindigkeiten  u.  das  d'Alembert'sche  Prinzip.    139 

Bestandteilen  zusammensetzt:  Flächen  oder  Kurven,  auf  denen  sich  Punkte 
bewegen  sollen,  und  Stangen,  welche  zwei  Punkte  verbinden;  dabei  wird 
es  freilich  notwendig,  Hilfspunkte  einzuführen,  welche  mit  den  wirklichen 
gleichfalls  durch  Stangen  verbunden  sind  und  sich  auf  festzusetzenden 
Kurven  bewegen.  Es  ist  dann  nicht  schwer,  das  Prinzip  der  virtuellen 
Geschwindigkeiten,  welches  bei  Anwendung  einzelner  Teile  dieses  Mecha- 
nismus besteht,  auch  auf  die  gesamte  Anordnung  zu  übertragen.  Doch 
wollen  wir  diesen  Weg  nicht  einschlagen,  da  er  uns  nicht  zur  klaren 
Erkenfitnis  des  Grundgedankens  des  Prinzips  führt  und  es  auch  nicht 
ohne  weiteres  einleuchtend  ist,  ob  das  Prinzip,  welches  fUr  eine  be- 
stimmte Anordnung  des  Mechanismus  gilt,  auch  bei  einer  anderen,  die 
jedoch  denselben  Bedingungsgleichungen  entspricht,  bestehen  bleibt.  Wir 
wollen  uns  vielmehr  von  dem  speziellen  Arrangement  ganz  unabhängig 
machen  und  das  Prinzip  in  mehr  abstrakter  Weise  untersuchen. 

8«  Um  eine  gleichmäfsigere  Behandlung  zu  ermöglichen,  wollen  wir 
unseren  Vorstellungen  von  der  Bewegung  eines  Systems  eine  etwas  andere 
Form  geben.  Wir  hatten  bisher  bei  einem  System  von  n  Punkten 
3n  Variabein,  von  denen  je  drei  als  Koordinaten  desselben  Punktes  zu- 
sammengehören, in  Becbnung  zu  bringen;  hierdurch  erlangen  Gleichungen, 
welche  zwischen  Koordinaten  desselben  Punktes  und  solchen  verschie- 
dener Punkte  bestehen,  einen  ungleichartigen  Charakter.  Von  diesem 
Mifsstande  können  wir  uns  aber  frei  machen.  Statt  die  Bewegung  eines 
Punktes  im  Baume  zu  untersuchen,  können  wir  auch  die  Bewegung  von 
drei  Punkten  auf  je  einer  Geraden  in  Betracht  ziehen,  nämlich  die  Be- 
wegung der  Projektionen  jenes  Punktes  auf  die  drei  Koordinatenachsen 
eben  in  diesen.  Bei  freier  Bewegung  können  diese  Projektionen  wie 
völlig  isolierte  Punkte  behandelt  werden;  nur  ist  ihnen  die  gleiche  Masse 
beizulegen.  Wird  dem  ursprünglichen  materiellen  Punkte  die  Bewegung 
auf  einer  Fläche  oder  Ktirve  vorgeschrieben,  so  sind  die  Bewegungen 
der  drei  Projektionspunkte  durch  eine  oder  zwei  Bedingungsgleichungen 
verknüpft.  Handelt  es  sich  z.  B.  um  die  Bewegung  auf  der  ebenen  Kurve 
y  "»  f{^)i  so  denken  wir  uns  zwei  Punkte  x  und  y  auf  Geraden  durch 
Kräfte,  welche  in  der  Richtung  dieser  Geraden  wirken  (die  Komponenten 
X  und  r)  bewegt,  während  x  und  y  durch  die  angegebene  Relation, 
oder  die  Inkremente  beider  durch  die  Beziehung  dy  >»  f{x)dx  verknüpft 
sind.  Während  wir  früher  annahmen,  dafs  durch  das  Vorschreiben  der 
Bahn  alle  Komponenten  der  Bewegung  zerstört  werden,  welche  nicht  in 
die  Richtung  der  Tangente  der  Bahnkurve  fallen,  woraus  weiter  hervor- 
geht, dafs  sich  die  Komponenten  der  wirklichen  Bewegung  nach  der  y- 
und  ^- Achse  wie  dy  \dx  «^^  f{^)  verhalten,  setzen  wir  jetzt  dieselbe  Re- 
lation zwischen  den  Verrückungen  der  beiden  isolierten  Punkte  x  und  y  fest. 

Auf  diese  Art  gelingt  es,  die  Beziehrmgen  zwischen  den  Koordinaten 
eines  Punktes  und  denen  verschiedener  Punkte  vollkommen  gleich- 
artig zu  machen.  Wir  werden  daher  von  jetzt  an  (bei  dieser  Unter- 
suchung) nur  noch  von  n  (was  an  Stelle  des  früheren  3n  treten  mag) 
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Ponlcten  x^y  oc^y  .  ,  ,  Xn  sprechen,  welche  sich  in  ebensovielen  Geraden  — - 
die  gegenseitigen  Lagen  derselben  bleiben  für  uns  aufser  Betracht  — 
unter  dem  EinfiuTs  von  Kr&ften  X^,  X^,  .  .  .  X^  bewegen,  deren  Rich- 
tungen mit  eben  diesen  Geraden  zusammenfallen.  Dabei  sollen  die  Orts- 
bestimmungen 0?] ,  0^2 ,  .  .  •  ^n  durch  Gleichungen  xmtereinander  verbunden 
sein,  in  denen  die  Zeit  t  nicht  auftritt. 

9.  Wftre  die  Zahl  der  Bedingungsgleichungen  n,  so  wUrden  die 
Gröfsen  Xi^  x^j  .  >  .  Xn  durch  diese  völlig  bestinunt  und  es  könnte  über- 
haupt keine  Bewegung  stattfinden;  die  gröfste  zulässige  Zahl  vop  Be- 
dingungsgleichungen ist  daher  n  —  1.  Wir  wollen  vorerst  die  Unter- 
suchung für  den  Fall  führen,  dafs  diese  Mazimalzahl  von  Be- 
dingungen wirklich  vorhanden  isf^).  Durch  geeignete  Elimi- 
nationen können  wir  diese  Gleichungen  so  umgestalten,  dafs  die  Gröfsen 
rCg,  0^3,  .  .  .  o^n  als  Funktionen  von  x^  erscheinen: 

Ist  die  Bewegung  von  rr,  bekannt,  so  ist  damit  auch  diejenige  aller 
übrigen  Punkte  bestimmt;  und  ebenso  determiniert  die  Bewegung  eines 
beliebigen  Punktes  diejenige  aller  übrigen.  Sind  die  Funktionen  (9) 
formell  mehrdeutig,  so  mufs  eine  Festsetzung  getroffen  sein,  welcher  Wert 
in  jedem  Falle  zu  wählen  ist.  Ist  x^  im  Gleichgewicht,  d.  h.  in  Buhe  —  es 
ist  ausreichend,  diesen  Spezialfall  ins  Auge  zu  fassen  —  so  sind  es  auch 
die  übrigen  Punkte  und  umgekehrt.  Es  genügt  daher,  die  Bedingung  für 
das  Gleichgewicht  von  Xi  au£susuchen.  Dabei  möge  nochmals  darauf  auf- 
merksam gemacht  werden,  dafs  in  unserem  Falle  die  virtuellen  Ver- 
rückungen  (von  der  Richtung  abgesehen)  stets  auch  aktuelle  sind.  Denn 
rTj  kann  irgendwie  in  seiner  Geraden  verschoben  werden,  während  die  Yer- 
schiebxmgen  der  übrigen  Punkte  dann  völlig  bestimmte  sind.  Wir  dürfen 
daher  die  Bezeichnung  d  an  die  Stelle  von  d  treten  lassen. 

Mögen  nun  auf  die  Punkte  x^^  x^^ . ,  .  Xn  die  Kräfte  X^,  X,, ...  X« 
in  der  Richtung  ihrer  Geraden  wirken,  wobei  die  Kräfte  als  positiv  be- 
trachtet werden,  wenn  sie  die  x  zu  vergröfsem  suchen.  Es  ist  klar,  dafs 
jede  Bewegung,  welche  z.  B.  x^  durch  X^  erteilt  wird,  eine  ganz  be- 
stimmte Bewegung  von  x^  nach  sich  zieht.  Ist  nämlich  dx^  die  während 
dt  hervorgerufene  Verrückung  von  x^  —  von  einer  Anfangsgeschwindigkeit 
sehen  wir  wieder  ab  — ,  so  ist  die  zugehörige  Verrückung  dx^  von 
Xi  durch 

vollkommen  determiniert.  Dabei  möge  zunächst  die  Kraft  X,  allein  in 
Thätigkeit  sein.  Diese  Kraft  kann  man  nun  durch  eine  andere,  X^',  ersetzt 
denken,  welche  auf  x^^  in  der  Richtung  seiner  Geraden  einwirkt,  und  es 
fragt  sich  nur,  welches  Gröfsenverhältnis  zwisöhen  X^  und  X^'  au&ustellen 


*)  Jede  Maschine  im  gewöhnlichen  Sinne  ist  ein  Mechanismus,  bei  wel- 
chem der  Bewegung  nur  noch  ein  Grad  der  Freiheit  gelassen  ist. 
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ist,  damit  der  Effekt  beider  Kr&fte  für  die  Bewegung  des  Systems  der 
gleiche  ist.  Vor  allen  Dingen  ist  hervorzuheben,  dafs  die  Masse  der 
einzelnen  Punkte  bei  dieser  Yergleichung  keine  Bolle  spielt,  da  ja  doch 
jede  Kraft,  welche  einen  Punkt  bewegt,  die  übrigen  in  ganz  bestimmter 
Weise  mitbewegt,  so  dafs  jede  Kraft  die  Gesamtmasse  des  ganzen  Systems 
in  Bewegung  zu  setzen  haf^).  Zwei  Kräfte  verhalten  sich  nun  ceteris 
paribtis  wie  die  Beschleunigungen,  welche  sie  einem  materiellen  Punkte 
erteilen;  diese  sind  wieder,  falls  anfangs  Ruhe  herrschte,  den  Wegen  pro- 
prortional,  welche  von  diesem  Punkte  in  der  gleichen  unendlich  kleinen 
Zeit  (2/,  während  deren  die  Kräfte  als  konstant  betrachtet  werden  können, 

unter  ihrer  Einwirkung  ztuückgelegt  werden,  wie  aus  der  Formel  ^^ 

für  den  unter  EinfiuTs  der  Kraft  g  zurückgelegten  Weg  ersichtlich  ist 
X^  mufs  sich  daher  zu  X^  verhalten  wie  dx2  zu  dxi^  da  letzteres 
die  Wege  sind,  welche  die  Punkte  x^  und  x^  unter  dem  EinfiuTs  von  X^, 
resp.  X^'  durchlaufen;  es  ist  also 

(10)  ^'-=^1?- 

In  gleicher  Weise  ersetzen  wir  die  auf  x^^  x^^  ,  ,  ,  x^  einwirkenden 
Kräfte  X3,  X4,  .  .  .  Xn  durch  neue 

(11)  ^Zj-Z,-^,    x,-z,.^,    ...  z„  =  z,5^^, 

welche  den  Punkt  x^  angreifen.  Soll  Gleichgewicht  stattfinden,  so  müssen 
sämtliche  den  Punkt  x^  angreifenden  Kräfte  sich  gegenseitig  zerstören,  d.  h. 
es  mufs 

oder 

(12)  X^dxi  +  X^dx^  +  X^dx^  H rf-  Xndxn  —  0 

sein.  Infolge  der  Identität  von  dxa  mit  öxa  stimmt  aber  diese  Gleichung, 
welche  die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  des  Gleichgewichtes 
enthält,  mit  dem  Prinzip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  überein. 

Dieser  Betrachtung  liegt  nur  die  eine  Voraussetzung  zu  Grunde, 
dafs  sich  die  Kräfte,  welche  auf  einen  Punkt  wirken,  eben  in  der  an- 
gegebenen Weise  atif  die  mit  ihm  verbundenen  Punkte  übertragen,  dafs 
insbesondere  durch  die  Mechanismen,  welche  die  Bedingungen  verkörpern, 
keine  Kraftwirkungen  aufser  den  durch  jene  Übertragung  implizite  invol- 
vierten hervorgebracht  werden.  Diese  Voraussetzung  hat  den  Vorzug 
der  Einfachheit  und  Plausibilität  für  sich;  sie  stinmit  in  den  einfacheren, 


*)  Es  ist  zu  bemerken,  dafs  bei  allen  Gleichgewichtsproblemen  die 
Masse  keine  Bolle  spielt;  es  handelt  sich  hier  nur  darum,  dals  sich  eine  An- 
zahl von  Kräften  gegenseitig  zerstört 
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bereits  abgehandelten  Fällen  mit  der  Erfahrung  leidlich  überein.  Wir 
tragen  daher  kein  Bedenken,  sie  als  allgemein  gültig  hinzustellen,  ohne 
dabei  zu  vergessen,  dafs  in  jedem  konkreten  Falle  Korrekturen,  die  man 
auf  Rechnung  der  Reibung  zu  setzen  pflegt  und  Über  die  sich  nichts 
Allgemeines  angeben  läfst,  anzubringen  sind*).  Kurz,  wir  sind  berechtigt, 
die  gemachte  Voraussetzung  als  eine  Fiktion  hinzustellen,  welche  der  ge- 
samten Behandlung  der  Bedingungsgleichungen  einen  gleichartigen,  prä- 
zisen Charakter  verleiht  und  dabei  von  den  Beobachtungen,  wie  sie  bei 
Maschinen  u.  s.  w.  angestellt  werden  können ,  sich  nicht  allzuweit  entfernt. 
Mehr  kann  bei  dem  an  sich  fiktiven  Charakter  der  Annahme  von  Be- 
dingungsgleichungen nicht  gefordert  werden.  Auch  die  erwähnte  Zurück- 
f^hrung  auf  einfache  mechanische  Elemente  leistet  nicht  mehr.  Das 
Gleiche  gilt  für  die  Lagrange 'sehe  Darstellung,  welche  das  Prinzip  durch 
Benutzung  der  Gesetze  des  Flaschenzugs  begründet. 

10.  Ohne  Schwierigkeit  führen  wir  den  Bichtigkeitsnachweis  des 
Prinzips  jetzt  noch  für  den  Fall,  dafs  weniger  als  w  —  1,  z.  B.  n  —  2  Be- 
dingungsgleichungen vorhanden  sind.  Nehmen  wir  an,  dafs  thatsächlich 
Gleichgewicht  statthat,  so  können  wir  zu  den  vorhandenen  Bedingungen 
eine  beliebige  neue,  nur  diesen  nicht  widersprechende  hinzufügen,  ohne 
das  Gleichgewicht  zu  alterieren.  Nach  dieser  Zufügung  mufs  aber  gemäfs 
dem  Vorigen  die  Gleichung: 

(13)  Xidxi  +  X^Sx^-i |-Z«dir«  =  0 

befriedigt  sein.  Infolge  der  Willkürlichkeit  dieser  letzten  Bedingung  kann 
man  dieselbe  derart  variieren,  dafs  die  dxa  nach  und  nach  alle  Werte 
annehmen,  die  ihnen  bei  den  ursprünglichen  Bedingungen  zugänglich 
waren.  Umgekehrt  folgt  auch  aus  (l)  das  Statthaben  des  Gleichgewichts. 
Wäre  dies  nämlich  nicht  vorhanden,  würde  also  Bewegung  stattfinden 
(von  der  Anfangsbewegung  dürfen  wir  hier,  wo  es  sich  doch  nur  um  das 
gegenseitige  sich  Aufheben  von  Kräften  handelt,  wieder  absehen,  ohne  die 
Allgemeinheit  zu  beeinträchtigen),  so  könnte  man  abermals  eine  (n — l)^ 
Bedingung  zufügen,  jedoch  so,  dafs  sie  mit  der  thatsächlichen  Be- 
wegung im  Einklang  wäre.  Handelte  es  sich  beispielsweise  —  um  zu 
der  ursprünglichen  Anschauungsweise  zurückzukehren  —  um  die  Be- 
wegung eines  Punktes  auf  einer  Fläche,  so  könnte  man  bestinmien,  dafs 
er  die  Kurve  auf  dieser  durchlaufen  soll,  welche  er  ohnehin  zum  Wege 
nimmt.  Dann  könnte  aber  (13)  nicht  befriedigt  sein,  da  diese  Gleichung 
bei  n  —  1  Bedingungsgleichungen  das  Vorhandensein  des  Gleichgewichtes 
involviert. 

In  gleicher  Weise   kann   man  bei   einer   geringeren  Zahl   von  Be- 


*)  Anf  die  Theorie  der  Reibung  brauchen  wir  an  dieser  Stelle  nicht  weiter 
einzugehen.  Wie  früher  Öfbers  geschehen  ist,  kann  man  in  jedem  Falle  die 
Reibung  als  eine  Kraft  einfahren,  welche  der  jeweiligen  Bewegangsrichtnng  ent- 
gegengesetzt wirkt  und  eine  Funktion  der  Geschwindigkeit  ist. 
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dingangsgleichnngen  weiter  schliefsen;  (13)  oder  (3)  bildet  also  allgemein 
die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  des  Gleichgewichts. 

Damit  ist  denn  auch  das  d'Alembert'sche  Prinzip  nachgewiesen, 
falls  man  die  oben  gemachte  Voranssetznng  über  die  Wirkungsweise  der 
Bedingongsgleichnngen  anerkennt. 

11«     Der  Ausdruck 

n 
1 

heifst  die  virtuelle  Arbeit  der  wirkenden  Kräfte*);  er  bezeichnet  offen- 
bar die  Arbeit,  welche  die  Kräfte  P«  leisten  würden,  falls  sie  die  vir- 
tuellen Yerrückungen  wirklich  zu  stände  brächten. 

Die  Bedingung  des  Gleichgewichtes  ist  also  die,  dafs  ftlr 
jedes  mögliche  Bystem  von  Yerrückungen  die  virtuelle  Arbeit 
verschwindet. 

Haben  sämtliche  Kräfte  des  Systems  eine  gemeinsame  Kräfte  funk - 
tion  Z7,  so  dafs 

Y       du      ^       du     rj       cv 

Ö^a  ^y«  ^^ir 

ist,  80  geht  (8)  über  in 

dU  ^       ,    dU  .       ,    dU 


irfe^^'+a^/^-'^^S"^ 


oder 

(14)  SU^O. 

Diese  Gleichung  ist  erfüllt,  wenn  U  ein  Maximum  oder  Minimum, 
verglichen  mit  seinen  Werten  für  Nachbarpunkte,  ist;  doch  dürfen  wir, 
wie  aus  den  Elementen  der  Variationsrechnung  bekannt  ist,  nicht  den 
umgekehrten  Schlufs  ziehen.  Wir  kommen  auf  diesen  Gegenstand  später 
zurück. 

§  22. 
Die  Lagrange*80lie  Form  des  d^Alenibert^BOheii  PrinEips. 

1«  Wirken  auf  n  materielle  Punkte  Xa^  ya-^  f^a  mit  den  Massen  m« 
die  Krafbkomponenten  Xa,  Fa,  Za  ein,  während  k  Bedingongsgleichungen 

(1) 

bestehen,  so  liefert  das  d'Alembert'sehe  Prinzip  die  Bewegungsgleichungen 
in  der  Form 


*)  Man  bezeichnet  auch  die  einzelnen  Grölsen  X^dx^  oder  P^dp^  als  vir- 
tuelle Momente. 
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(2)        2  [(♦"«  ^  -  ^«)  ^^«  +  (^«S^  -  ^0  ^y« 

worin  die  3n  Gröfsen  Jo^a,  ^^at  ^^a  iiiit  Hilfe  der  Gleichungen  (l)  durch 
(3n  —  A;)  von  ihnen  aasgedrtlckt  werden  können.  Zu  letzterem  Zwecke 
leiten  wir  aus  (l)  durch  Differentiation  die  Belationen 

U.  8.  W. 

her,  durch  welche  jene  Reduktion  ermöglicht  wird.  Die  (3n  —  ä;)  übrig 
bleibenden  Variationen  sind  als  vollkommen  willkürlich  zu  erachten,  ihre 
Eoef&denten  also  identisch  Null  zu  setzen.  Dieses  Verfahren  wird  im 
allgemeinen  ziemlich  umständlich  und  wenig  übersichtlich,  weshalb  es 
wünschenswert  ist,  dasselbe  durch  die  auch  sonst  öfters  angewandte  Methode 
der  Lagrange'schen  Multiplikatoren  zu  ersetzen. 

2.  Wir  multiplizieren  die  Gleichungen  (3)  der  Reihe  nach  mit  den 
vorläufig  willkürlichen  Multiplikatoren  X^  X^^ , . ,  Ik  ^uid  subtrahieren  sie 
von  (2);  dies  giebt 

eine  Gleichung,  die  noch  mit  (l)  oder  (3)  zu  verbinden  ist.  Nun  können 
wir  die  k  willkürlichen  Gröfsen  iL  so  bestinmien,  dafs  k  der  Ausdrücke, 
welche  als  Faktoren  der  Variationen  auftreten,  identisch  verschwinden. 
Die  (3w  —  k)  Variationen,  welche  mit  den  übrigen  multipliziert  sind, 
können  wir  als  die  unabhängigen  betrachten  und  müssen  dann  ihre  Koeffi- 
zienten ebenfalls  gleich  Null  setzen.  Dies  giebt  die  übersichtliche  und 
elegante  Lagrange'sche  Form  der  Bewegungsgleichungen 


(5) 


ma 

d^X„ 

fita 

dt^ 

4M.. 

d*B 

_  T    J.   1     ^^>    -L  1      ^^'   4-  -I-  1     ^^* 

-  3r„  +  i,  g^  +  i,  g^  +  • .  •  +  i*^, 


Zur  Bestimmung  der  Multiplikatoren  ili ,  A^, . . .  Ajt  sind  die  k  Gleichungen 
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(l)  in  der  Art  zu  verwenden,  wie  dies  §  14,  5  und  6  fllr  Spezialfälle 
auseinandergesetzt  wurde.  Die  Gleichungen  (l)  sind  zweimal  nach  der  Zeit 
zu  differentiieren,  worauf  für  die  Gröfsen 

fXt      d^      ^ 
dt*  '     dt^  >     dt* 

die  sich  aus  (5)  ergebenden  Werte  einzusetzen  sind;  aus  den  erhaltenen 
n  Gleichungen  sind  Xi,  i^)  •  *  •  ^»  ^^  berechnen. 

3«  Die  Lagrange'schen  Bewegungsgleichungen  sind  mit  dem 
d'Alembert 'sehen  Prinzip  vollkommen  äquivalent;  man  kann  auch  das 
letztere  aus  den  ersteren  ableiten.  Man  braucht  nur  die  mit  öxa^  Sya^  iZa 
multiplizierten  Gleichungen  (5)  zu  addieren  und  die  mit  itj ,  Ag ,  ...  Xk 
multiplizierten  Gleichungen  (3)  hinzuzufügen,  um  wieder  zum  d'Alem- 
bert 'sehen  Prinzip  zu  gelangen. 

Die  Bedingungsgleichungen  können  in  unendlich  viele  Formen  ge- 
bracht werden;  in  jedem  Falle  behalten  die  Lagrange'schen  Gleichungen 
ihre  Gültigkeit,  da  sie  mit  dem  d'Alembert'schen  Prinzip,  in  welchem 
die  Form  der  Bedingungsgleichungen  keine  Rolle  spielt,  äquivalent  sind. 
Übrigens  läfst  sich  dies  auch  direkt  durch  eine  einfache  Transformation 
nachweisen. 

4.  Der  Wert  der  Lagrange 'sehen  Gleichungen  beruht  weniger  in 
der  Erleichterung  der  Bechnung,  als  in  dem  klaren  Einblick,  welchen  sie 
in  die  Natur  der  Bewegung  bei  vorhandenen  Bedingungsgleichungen  ge- 
statten. Man  sieht,  dafs  ganz  entsprechend  den  Entwicklungen  von  §  14, 
5  und  6  den  freien  Kräften  so  viele  Hilfskräfte  zuzufügen  sind,  als  Be- 
dingungsgleichungen vorliegen.  Diese  Hilfskräfte  stehen  untereinander  so 
in  Beziehungen,  dafs  bei  jeder  Komponente  dieselbe  Kraft  X  auftritt,  je- 

df 

weilig  multipliziert  mit  der  Gröfse  ö —  u.  s.  w.    Enthält    ein   f  nur   die 

c  x^ 

Koordinaten  eines  Punktes  x^  y^  z^  so  steht  die  entsprechende  Zusatzkraft 
nach  dem  angeführten  Paragraphen  normal  zur  Fläche  /(a;,  y,  ;?)  =  0. 
Dagegen  wird  es  weniger  klar,  wie  sich  die  Hilfskräfte  auf  die  verschie- 
denen Punkte  verteilen;  aus  diesem  Grunde  benutzten  wir  nicht  die  La- 
grange'sehe  Form  der  Bewegungsgleichungen  zu  deren  Herleitung. 
Auch  im  allgemeinen  Falle  können  wir  uns  unter 

aC^u  3^1?  ^n  ^2j  y%^  ^2  ...)«=  0 

eine  Fläche  vorstellen,  wenn  wir  nur  alle  Variabein  aufser  x^^  ^j,  z^  für 
den  Augenblick  als  konstant  annehmen.  Die  Hilfskraft,  welche  für  den 
Punkt  m^  zuzufügen  ist,  steht  dann  auf  dieser  Fläche,  die  sich  in  jedem 
Momente  ändert ,  senkrecht.  Ebenso  können  wir  aber  in  /*  =  0  auch 
^8)  y%i  ^2  allein  als  variabel  betrachten  und  erhalten  so  eine  analoge  Be- 
ziehung für  den  Funkt  x^^  y^^  z^  u.  s.  w. 

6,     Schreiben  wir  für  (5)  abkürzungsweise 

HaaBenberger,  «nalyt.  Meoluuiilc.  L  10 
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(6) 


*Wa    ^^g-   =   Z«   +  Zr«, 
Wß  -^^j    =   Ya  +  -3fß, 


dt' 


fna     ^J  =  Za  +  Na 


und  setzen  wir  diese  Gröfsen,  welche  als  Komponenten  der  Kräfte  bei 
einer  freien  Bewegung  betrachtet  werden  können,  in  die  Gleichung  (2) 
des  d'Alembert 'sehen  Prinzips  ein,  so  erhalten  wir 

(7)  ^  [LaöXa  +  MaSpa  +  N^  S Za]  =  0  . 

Die  durch  die  Bedingungen  indizierten  Kräfte  halten  sich 
also  untereinander  das  Gleichgewicht. 

Man  bezeichnet  —  i«,  —  Ma,  —  N^  als  die  Komponenten  der  ver- 
lorenen Kräfte  und  kann  daher  auch  sagen:  Bei  der  unfreien  Be- 
wegung befinden  sich  die  verlorenen  Kräfte  untereinander  im 
Gleichgewicht. 

Hiernach  bezeichnet  man  auch  das  d^Alembert'sche  Prinzip  als  den 
Satz  von  den  verlorenen  Kräften. 


§  23. 

Das  Fourier*60he  Frinsdp. 

!•  Eine  interessante,  wenn  auch  praktisch  kaum  verwendbare  Er- 
weiterung des  Prinzips  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  hat  Fourier*) 
gegeben.  Es  handelt  sich  darum,  das  Princip  auch  auf  den  Fall  auszu- 
dehnen, dafs  die  Bedingungen  alle  oder  teilweise  in  Gestalt  von  Un- 
gleichheiten gegeben  sind.  So  kann  z.  B.  vorgeschrieben  werden,  dafs 
ein  materieller  Punkt  sich  immer  aufserhalb  einer  Kugel  bewegen  soll. 
Seine  Bewegung  ist  dann  eine  vollkommen  freie,  so  lange  er  nicht  mit 
der  Kugel  in  Berührung  kommt;  im  letzteren  Falle  jedoch  steht  es  ihm 
frei,  sich  auf  der  Kugeloberfläche  weiter  zu  bewegen  oder  sich  wieder  in 
den  äufseren  Baum  zu  begeben,  während  ihm  ein  Eindringen  in  den  in- 
neren Kugelraum  versagt  bleibt.    Ein  zweites  Beispiel  bieten  zwei  mate- 


*)  Dieses  Prinzip  wird  von  Gauss  ohne  Beweis  in  der  Abhandlung:  Über 
ein  neues  allgemeines  Grundgesetz  der  Mechanik,  Ges.  Werke,  B.  5, 
p.  28  mitgeteilt;  Fourier  begründete  es  jedoch  bereits  früher  ausf&hrlich  in  der 
Abhandlung:  Sur  la  statique,  Journ.  de  T^cole  polyl,  Cah.  5,  An  6.  Russi- 
sche  Autoren  schreiben  es  ihrem  Landsmann  Ostrogradsky  zu.  Der  Verfasser 
verdankt  die  Kenntnis  des  Prinzips,  welches  ziemlich  wenig  bekannt  zu  sein 
scheint  und  in  der  Litteratur  selten  Erwähnung  findet,  den  Vorlesungen  von 
Koenigsberger.  In  SchelTs  Werk  (B.  II,  p.  175)  wird  das  Prinzip  nur  sehr 
kurz  erörtert. 
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rielle  Punkte,  welche  durch  einen  massenlosen  unausdehnbaren ,  aber  bieg- 
samen Faden  verbunden  sind. 

Das  Fourier'sche  Erinzip  lautet,  wenn  die  früheren  Bezeichnungen 
beibehalten  werden: 

Die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  des  Gleich- 
gewichtes eines  Systems  von  n  materiellen  Punkten,  welches  ge- 
gebenen Ungleichheiten,  zu  denen  auch  Gleichungen  treten 
können,  Genüge  leisten  soll,  ist 

n 

(1)  ^  (XaöXa  -{■  Y. Sy,  +  Z„ 6Za)  <  0  . 

1 

Die  Verschiebungen  dxa^  dya-,  Szu  müssen  den  Bedingungen  genügen,  sind 
aber  sonst  willkürlich. 

Die  Bedingungen  sollen  sich  nur  auf  die  Koordinaten  der  System- 
punkte beziehen. 

Wir  wollen  das  Prinzip  zuerst  an  Beispielen  eingehend  erproben,  dann 
allgemein  begründen. 

2.  Möge  —  um  das  erste  vorhin  erwähnte  Beispiel  sogleich  zu 
verallgemeinem  —  eine  Fläche  vorgelegt  sein,  welche  den  Gesamtraum 
in  zwei  getrennte  Teüe  zerlegt;  der  eine  derselben  möge  als  der  äufsere 
bezeichnet  werden^  eine  Bezeichnung,  die  willkürlich  wird,  falls  beide 
Teile  unendlich  sind.  Wir  setzen  fest,  dafs  sich  der  materielle  Punkt  in 
dem  äulseren  Teile  bewegen  möge;  die  ümkehrung  der  Festsetzung 
bringt  auch  bei  geschlossenen  Flächen  keine  Änderung  der  Verhältnisse 
hervor.  So  lange  sich  der  Punkt  nicht  an  der  Grenze  selbst  befindet,  ist 
er  völlig  frei;  soll  Gleichgewicht  statthaben,  so  mufs  bei  Innehaltung  der 
früheren  Bezeichnung  P  <=  0 ,  also  auch 

Pcos  >l  (JjfJ  =  0 

sein.  An  der  Grenze  selbst  tritt  aber  Gleichgewicht  ein,  falls  entweder 
P  =  0  ist,  oder  falls  die  Richtung  dieser  Kraft  normal  zur  Grenzfläche 
steht  und  nach  innen  geht.  Da  andrerseits  eine  virtuelle  Verrückung 
entweder  in  der  Fläche  oder  nach  der  Aufsenseite  unter  irgend  einem 
Winkel  statthat,  so  ist  der  Winkel  X  zwischen  P  und  öp  ein  rechter  odei 
sttimpfer,  also  cos  A  <I  0.     Infolge  dessen  ist  in  allen  Fällen 

(2)  Pcosldp<0. 

Umgekehrt  folgt  aus  (2)  das  Statthaben  des  Gleichgewichtes.  Be- 
findet sich  nämlich  der  Punkt  im  freien  Eaume,  so  finden  sich  unter  den 
ganz  willkürlichen  dp  unendlich  viele,  die  mit  der  Kraftrichtung  einen 
spitzen  Winkel  einschliefsen,  also  cos  il  >  0  machen.  Daher  ist  für  diese 
Lage  (2)  nur  durch  die  Annahme  P=  0  allgemein  zu  befriedigen.  Ist 
aber  der  Punkt  an  die  Grenzfläche  gelangt,  so  fordert  (2),  dafs  die  Kraft- 
richtung mit  keiner  der  möglichen  Verrückungen  einen  spitzen  Winkel 
bildet.     Diese  Bedingung  befriedigt   aber  nur  eine  Kraft,  welche  normal 

10* 
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zur  Fläche  nach  innen  geht,  deren  Wirkung  also  durch  den  Widerstand 
der  Fläche  aufgehoben  wird.  So  ist  (2)  auch  die  hinreichende  Be- 
dingung des  Gleichgewichtes. 

3»  Für  das  zweite  angeführte  Beispiel  der  beiden  durch  einen  un- 
ausdehnbaren  Faden  verbundenen  materiellen  Punkte  lautet  die  Be- 
dingung 

(3)  (x  -  x,y  +  (»  -  »,)-  +  («  -  ^,)'  <  r* . 

So  lange  die  beiden  Punkte  m  und  m^  ihren  Maximalabstand  r  nicht  er- 
reicht haben,  befinden  sie  sich  in  freiem  Zustande;  das  Vorhandensein  des 
Gleichgewichtes  fordert  hier  das  Verschwinden  der  beiden  Kräfte  P  und  Pj, 
welche  auf  m  und  wi,  einwirken.  Befinden  sich  aber  die  Punkte  im  Ab- 
stände r,  ist  also  der  Faden  gespannt,  so  mufs  P^  =  P  sein  und  beide 
Kräfte  müssen  in  der  Richtung  des  Fadens  derart  wirken,  dafs  sie  m 
und  Wj  voneinander  zu  entfernen  streben*).  Die  virtuellen  Verrückungen 
dp  und  6pi  müssen  in  dieser  Lage  so  gerichtet  sein,  dafs  sie  keine  Ver- 
gröfserung  des  Abstandes  mm^^  nach  sich  ziehen.  Dies  liefert  die  Be- 
dingung 

(4)  cos  l  6p  •]-  cos  Xi  dpi  ^  0 . 

Der  linksstehende  Ausdruck  giebt  nämlich  die  Vergröfserung  an,  welche 
die  Projektion  des  Abstandes  der  beiden  materiellen  Punkte  auf  die  ur- 
sprüngliche Lage  des  Fadens  erfährt;  da  diese  Projektion  offenbar  von 
dem  Abstände  selbst  nur  um  unendlich  kleine  Gröfsen  höherer  Ordnung 
verschieden  ist,  kann  die  Vergröfserung  nach  Erreichung  des  Maximal- 
abstandes nur  eine  negative  oder  verschwindende  sein.  Wegen  P  =>  P^ 
können  wir  für  (4)  schreiben 

(ö)  P  cos  Xöp  -{-  Pi  cos  Xi  öpi  <^  0 , 

und  es  ist  nach  dem  Gesagten  klar,  dafs  diese  Belation  bei  stattfindendem 
Gleichgewicht  für  jede  Lage  der  Punkte  gilt. 

Auch  die  Ümkehrung  ist  unschwer  zu  erweisen.  Ist  der  Abstand  der 
Punkte  geringer  als  r,  so  ist  es  nicht  zu  vermeiden,  dafs  für  geeignete 
Richtungen  der  willkürlichen  Verschiebungen  öp  und  öp^  cos  X  und  cos  X^ 
positiv  werden;  daher  kann  (5)  nur  unter  der  Voraussetzung  P  =  Pj  =  0 
bestehen.  In  der  Grenzlage  ist  erforderlich,  dafs  nicht  X  und  X^  gleich- 
zeitig spitze  Winkel,  also  cos  X  und  cos  Xj^  positiv  sind;  die  Anschauung 
zeigt,  dafs  dies  für  sämtliche  zulässigen  öp  und  öp^  nur  möglich  ist, 
wenn  P  und  P^  entgegengesetzt  sind  und  m  und  m^  zu  entfernen  suchen. 
Legt  man  aber  öp  und  öp^  in  die  Richtung  des  Fadens,  so  wird 

öp  s»  öpj^     und     cos  A  =  —  cos  ^i  =  +  1 , 

woraus  einmal  P^Pj^^  einmal  P  ^  Pi ,  d.  h.  P=^  P^  folgt.  (5)  ist  also 
auch  die  hinreichende  Gleichgewichtsbedingung. 


*)  X  und  Xj    sind  daher  hier  die  Winkel,  welche  öp  und  öp^  mit  dem  ge- 
spannten Faden  bilden,  jedoch  in  entgegengesetztem  Sinne  gerechnet. 
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4.  Im  allgemeinen  Falle  können  wir,  den  in  §  22,  4  gewonnenen 
Anschauungen  entsprechend,  die  Bedingungen,  soweit  sie  als  Gleichungen 
in  Geltung  treten,  durch  Normalkräfte  Na  ersetzen,  durch  welche  das 
System  in  ein  freies  verwandelt  wird;  es  mufs  daher,  wenn  durch  Va  der 
Winkel  von  N    und  dpa  bezeichnet  wird, 

n 

(6)  ^«  [Pa  cos  Xa  +  ^u  COS  vj  Spa  =  0 

1 

sein.  Solange  die  Grenzbedingungen  nicht  in  Geltung  treten,  solange 
also  die  materiellen  Punkte  des  Systems  nicht  an  die  vorgeschriebenen 
Flächen  gelangen  u.  s.  w. ,  ist  ^a  =  0 ,  so  dafs 


(7)  ^a  Pa  cos  laSpa  =  0 

1 

die  Gleichgewichtsbedingung  darstellt.  Im  andern  Falle  müssen  aber  die 
Yerrfickungen  solche  Richtungen  haben,  dafs  sie  mit  den  Normalkräften 
spitze  oder  rechte  Winkel  bilden*).    Daher  wird 


►«  Na  cos  Va  Ö  Pa  ^  0  , 

1 

somit 

fi 

(8)  ^«  Pa  COS  Au  dpa  <  0  , 

1 

und  diese  Relation  oder  die  äquivalente  (l)  ist  die  notwendige  Bedingung 
des  Gleichgewichtes.  —  Die  Ümkehrung  wird  nach  Analogie  der  behandelten 
Spezialfälle  dargethan. 

Das  Fourier'sche  Prinzip  beruht  genau  auf  denselben  Grundvoraus- 
setzungen wie  dasjenige  der  virtuellen  Geschwindigkeiten.  Auf  den  Zu- 
stand der  Bewegung  übertragen  liefert  es  jedoch  im  allgemeinen  keine 
bestimmten  Gleichungen. 

§  24. 

Die  allgemeinen  Integrale  der  Differentialgleichungen  der 

Bewegung. 

1«  In  §  10  gelang  es  uns,  sieben  Integrale  der  Bewegungsgleichungen 
eines  Systems  von  materiellen  Punkten,  welche  sich  gegenseitig  anziehen 
oder  abstofsen,  anzugeben.  Auch  in  dem  allgemeinen  Falle,  wo  die  Dif- 
ferentialgleichungen der  Bewegung  durch  das  d'Alem  her  tische  Prinzip 
bestimmt  sind,  können  unter  genau  zu  präzisierenden  beschränkenden  Vor- 
aussetzungen dieselben  Integrale  hergeleitet  werden.    Diese  Integrale  liefern 


*)  Wie  bei  Eonstraktioo  der  in  §  22,  4  angenommenen  Flächen  unmittelbar 
klar  ist.  * 
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uns  drei  Sätze,  welche  in  wenig  zweckmäfsiger  Weise  gleichfalls  als  Prin- 
zipien der  Mechanik  bezeichnet  werden:  die  Prinzipien  von  der  Er- 
haltung der  Bewegung  des  Schwerpunktes,  von  der  Erhaltung 
der  lebendigen  Kraft  und  von  der  Erhaltung  der  Flächen.  Kor- 
rekter wäre  es,  nur  solche  Sätze  als  Prinzipien  zu  benennen,  welche 
nicht  das  Resultat  einer  mathematischen  Entwicklung  geben,  sondern 
Abstraktionen  von  Erfahrungsthatsachen  in  eine  allgemeine  Formel  zu- 
sammenfassen; solcher  Art  sind  die  bisher  behandelten  Prinzipien*). 
Die  hier  zu  besprechenden  sind  nur  Ableitungen  aus  dem  d'Alemb ari- 
schen Prinzip.  Späterhin  werden  wir  endlich  noch  Prinzipien  kennen  lernen, 
welche  Umformungen  des  d'Alemb  er  tischen  Prinzipes  unter  ein- 
schränkenden Annahmen  sind. 

2,  Summiert  man  von  den  Gleichungen  (ö)  in  §  22  immer  die- 
jenigen, welche  die  Differentialquotienten  der  entsprechenden  Koordinaten 
enthalten,  so  ergiebt  sich  —  von  jetzt  ab  möge  die  Sunmiationsbezeich- 
nung  etwas  vereinfacht  werden  — 


(1) 


a/-. 


2» 


2 


«    dt' 


2  ■^" + '.  2"  Ä + 


-2^..+'.2t+ 


ma  - 


dfr 


dt- 


2'-  +  '-2lk+ 


Definieren  wir  wie  früher  den  Schwerpunkt  §,  ?/,  f  des  Systems  durch 
die  Gleichungen  (§  10,  (3)) 


(2) 


3/  =  ^   ma , 



so  können  wir  statt  (1)  schreiben 


(3) 


d'^h 


7df, 


Sf, 


-2''-  +  '-2ik+-+''2Z' 


M 


d'n 

d 


df. 


^-2''+''2ft+-+^'2 


dn 


^A 


[^..=2^«  +  ^.^S:  +  --  +  ^^2 


dz. 


k 


Der   Schwerpunkt  eines  beliebigen  Systems,   welches  dem 
d'Alembert'schen    Prinzip    gentigt,    bewegt    sich    also    so,    wie 


*)  Der  weite  Gebrauch  des  Wortes  Prinzip  erklärt  sich  aus  der  geschicht- 
lichen Entwicklung.  Das  Prinzip  von  der  Erhaltung  der  lebendigen  Kraft  wurde 
z.  B.  von  lluyghcns  als  Grandlage  mechanischer  Herleitungen  benutzt 
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wenn  in  ihm  die  Gesamtmasse  des  Systems  vereinigt  wäre  und 
zugleich  in  ihm  die  sämtlichen  Kräfte  des  letzteren,  einschliefs- 
lieh  die  Zusatzkräfte,  welche  der  Bedingungsgleichungen  wegen 
zugefügt  werden,  parallel  zu  ihrer  wirklichen  Richtung  an- 
griffen. 

3.  Die  Gleichungen  (3)  vereinfachen  sich  sehr  bedeutend,  wenn  die 
Bedingungsgleichungen  nur  von  den  Differenzen  je  zweier  ar-Koordinaten, 
je  zweier  y-Koordinaten  und  je  zweier  ;f-Koordinaten  abhängen.  Da  nämlich 
^tr  —  x^  =  (xu  —  iCi)  —  (x^i  —  X|)  ist,  so  kann  man  sich  dann  die  Punk- 
tionen f  als  Punktionen  der  Gröfsen  {ß  möge  die  Werte  2,3,  ...  n 
annehmen) 

u^  ^^  Xfl  —  x^,     Vf,  =^  ijfi  —  iji,     tv^  =  e^  ^  e^ 

allein  denken.     Demgemäls  ist 


df         df         df               df         df 
dx^        du^^     dx^                du^         6  Ms 

df 
8«„ 

u.  s.  w., 

also 

(4) 

u.  s.  w. 
Hierdurch  wird  aus  den  Gleichungen  (3) 


(5) 


■^  "d^  —  Zi^"^ 


M 


d'n        V 


dt 


t 


^r.. 


^fJ-2-.- 


In  diesem  Palle,  der  immer  eintritt,  wenn  die  Bedingungen  sich 
nur  auf  den  gegenseitigen  Abstand  der  materiellen  Punkte  be- 
ziehen, kommen  also  die  Bedingungsgleichungen  für  die  Bewegung  des 
Schwerpunktes  gar  nicht  in  Betracht;  derselbe  bewegt  sich,  wie  wenn 
die  Gesamtmasse  des  Systems  in  ihm  vereinigt  wäre  und  alle 
Kräfte  (ohne  Zusatzkräfte),  parallel  zu  ihrer  wirklichen  Rich- 
tung, in  ihm  angriffen*). 

Sind  keine  Bedingungsgleichungen  vorhanden,  so  trifft  (5)  natürlich 
immer  zu. 

4,  Wir  setzen  jetzt  weiter  voraus,  dafs  sämtliche  Kräfte  des  Systems 
eine  Kräftefunktion  U  besitzen,  welche  ebenfalls  nur  von  jenen  Dif- 
ferenzen Xa  —  Xß  u.  s.  w.  abhängig  sei;  es  ist  dann 


*)  Der  Satz  von  §  10,  12  ergiebt  sich   aus   diesem  Resultate  leicht  durch 
Vernachlässigung  unendlich  kleiner  Gröfsen  zweiter  Ordnung. 


152  Dritter  Abschaitt. 

y   _  du        ^         dU_        ^    _  dU 

^"~dx,^     ^"^ay„'     "^"""ä^ 

und  infolge  derselben  Entwicklung,  welche  zu  (4)  führte, 

oU    .    du    .  .du       ^ 


u.  s.  w., 


so  dafs  (5)  die  Gestalt 

annimmt.    Die  Integration  liefert 

(7)  J  =  ai^  +  a2,     ^'=^*  +  ?>2)     f  =  Ci*  +  C2, 

woraus  durch  Elimination  von  t 

^    >'  «1  &l  Ci 

folgt. 

Auch  wenn  keine  Eräftefunktion  vorhanden  ist,  die  Ejräfte  aber  nur 
zwischen  je  zwei  Punkten  des  Systems  thätig  sind  und  dem  Gesetze  von 
Wirkung  und  Gegenwirkung  genügen,  werden  die  rechten  Seiten  von  (5) 
der  Null  gleich,  da  sich  die  Xa  u.  s.  w.  aus  einzelnen  Teilen  zusammen- 
setzen, welche  entgegengesetzt  gleich  sind;  es  gelten  also  die  gleichen 
Resultate.    Nennen  wir  Kräfte  dieser  Art  innere,  so  haben  wir  den  Satz: 

Der  Schwerpunkt  eines  Systems  materieller  Punkte,  welche 
nur  inneren  Kräften  ausgesetzt  sind  und  auch  nur  Bedingungen 
zu  befriedigen  haben,  welche  sich  lediglich  auf  ihre  gegensei- 
tige Lage  beziehen,  bewegt  sich  in  einer  Geraden  mit  gleich- 
bleibender Geschwindigkeit. 

Huyghens  und  Newton  sind  als  die  Entdecker  dieses  Gesetzes  an- 
zusehen. 

Setzt  man  in  (7)  die  aus  (2)  folgenden  Werte  fCLr  ^,  i?,  f  ein,  so 
erkennt  man,  dafs  (7)  wirklich  drei  vollständige  Integrale  der  Bewegungs- 
gleichungen  repräsentiert.  In  den  übrigen  Fällen  sind  diese  nicht  zu 
erhalten. 

Es  gelten  nur  die  Gleichungen  (5),  wenn  aufser  den  gegenseitigen 
noch  Einwirkungen  von  anderen  Punkten  her  stattfinden.  Auf  die  Glei- 
chungen (3)  bleiben  wir  beschränkt,  wenn  den  Punkten  teilweise  feste 
Flächen  oder  Kurven  als  örter  der  Bewegung  zuerteilt  werden. 

Die  Resultate  (5)  und  (6)  und  speziell  (7)  werden  als  das 
Prinzip  der  Erhaltung  der  Bewegung  des  Schwerpunktes  be- 
zeichnet. 

5.  Da  die  aktuellen  Verrtickungen  zugleich  virtuelle  sind,  wenn 
die  Zeit  in  den  Bedingungsgleichungen  nicht  vorkommt,  so  dürfen  wir  in 
der  d'Alembert'schen  Gleichung  (§  21,  (2))  die  Variationen  Sxaj  äya^  ^J^a 
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durch  die  aktuellen  YenücknngeD  dxay  dpa^  dZa  ersetzen.  Wir  erhalten, 
wenn  wir  dnrch  di  dividieren, 

w  ^  «»« L  dt*  dt  "T  d^t  -57  -+-  dt*  dt  J 

=  Zj  l^--dr+^--dr+  ^--dvj' 

Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  ist  ein  vollständiger  Differentialquotient; 
die  rechte  Seite  wird  ebenfalls  zu  einem  solchen,  wenn  die  Kräfte  eine 
von  der  Zeit  unabhängige  Eräftefunktion  ü  besitzen.  Die  rechte 
Seite  nimmt  nämlich  dann  die  Gestalt  an 

KA^)  ^  [ßx^  dt   '^  dy„  dt   ^  dz„    dt]  ~  dt  ' 

Durch  Integration  finden  wir 

oder 

die  bekannte  Gleichung,  welche  das  Prinzip  der  Erhaltung  der  leben- 
digen Kraft  ausspricht. 

Dasselbe  hat  lediglich  die  Existenz  einer  gemeinsamen,  von  der  Zeit 
unabhängigen  Kräftefunktion  der  sämtlichen  wirkenden  Kräfte  zur  Grund- 
lage. Die  Bedingungsgleichungen  stören  die  Gültigkeit  des  Prinzips  in 
keiner  Weise,  allerdings  nur  unter  der  Voraussetzung,  dafs  sie  keinen 
anderen  Einflufs  ausüben,  als  den  bei  der  Herleitung  des  d'Alembert- 
schen  Prinzips  angenommenen. 

Bei  stattfindender  Reibung  in  dem  die  Verbindungen  vermittelnden 
Mechanismus  verliert  das  Prinzip  seine  Gültigkeit. 

Die  Gröfse 

t 

(13)  C^  {XadXa  +    Yadya  +  Z^dZa) 


t 


können  wir  nach  Früherem  als  die  von  den  Kräften  während  der  Zeit 
i  =  ^Q  bis  t  =  t  geleistete  Arbeit  betrachten  (für  t  =  (q  möge  ü  ==  U^ 
werden)*). 

*)  Es  kann  aach  vorkommen,  dafs  das  Integral  auf  der  linken  Seite  von 
(18)  ausführbar  ist,  ohne  dafs  eine  Eräftefanktion  existiert.  Sind  die  Koordi- 
naten sämtlicher  Punkte  als  Funktionen  der  Zeit  bekannt,  so  lassen  sich  auch 
X^j  Y^y  Z^  der  gegebenen  Bewegung  entsprechend  als  Funktionen  von  t  he- 
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O«  Die  Bewegung  eines  Systems  hängt  bekanntlich  nicht  allein  von 
den  wirkenden  Kräften  und  den  eventuell  vorgeschriebenen  Bedingungs- 
gleichungen ab,  sondern  auch  von  den  gegebenen  Anfangslagen  und 
Anfangsgeschwindigkeiten  der  einzelnen  Elemente.  Wären  uns  z.  B. 
die  Kräfte  vollkommen  bekannt,  welche  die  gesamte  Welt  bewegen  —  und 
es  ist  nicht  unwahrscheinlich,  dafs  diese  Erkenntnis  über  lang  oder  kurz 
erreicht  werden  wird  — ,  so  wäre  der  Weltlauf  hiermit  noch  keineswegs 
bestimmt.  Vielmehr  könnte  die  Welt  ein  von  dem  wirklichen  gänzlich 
verschiedenes  Aussehen  zeigen,  wenn  die  Konstanten  anders  bestimmt 
wären.  Während  es  nun  sehr  leicht  ist,  die  Wirkung  bekannter  Kräfte 
durch  Differentialgleichungen  auszudrücken,  ist  die  Berücksichtigung  der 
Geschwindigkeiten,  wie  sie  für  einen  bestimmten  Moment  willkürlich  vor- 
geschrieben werden  können,  durch  die  Ausführung  der  Integration  dieser 
Differentialgleichungen  bedingt,  eine  Aufgabe,  deren  Lösung  nur  in  den 
einfachsten  Fällen  vollständig  gelingt.  Es  ist  daher  nicht  zu  verwundern, 
dafs  die  wenigen  allgemeineren  Integralgleichungen ,  welche  sich  herstellen 
lassen  und  die  einen,  wenn  auch  nur  sehr  unvollständigen  Einblick  in 
das  Zusammenwirken  von  Kräften  und  Geschwindigkeiten  gestatten,  die 
gröfste  Aufmerksamkeit  auf  sich  gezogen  haben.  Dies  gilt  insbesondere 
von  der  Gleichung,  welche  das  Prinzip  der  Erhaltung  der  lebendigen  Kraft 
ausdrückt.  Aber  gerade  wegen  des  allgemeinen  Interesses  an  diesem 
Prinzipe  mufs  davor  gewarnt  werden,  ihm  eine  allzuweit  gehende  Trag- 
weite beizulegen.  Vor  allen  Dingen  beachte  man,  dafs  das  Prinzip  bei 
einem  System  von  n  Elementen  weniger  aussagt  als  bei'  einem  einzelnen 
Elemente;  es  liefert  eben  immer  nur  eine  von  mehr  oder  weniger  zahl- 
reichen Gleichungen.  Auch  ist  nicht  zu  vergessen,  dafs  die  Arbeit  und 
die  lebendige  Kraft  nach  unseren  früheren  Erörterungen  keineswegs  so 
einfach  zu  interpretierende  Begriffe  sind,  wie  man  gewöhnlich  annimmt. 
Im  Grunde  genommen  verdanken  sie  ihre  Bedeutung  eben  nur  dem  Um- 
stände, dafs  sie  in  der  allgemeinen  Integralgleichung  auftreten. 

Der  (nach  des  Verfassers  Ansicht  nicht  ganz  sachentsprechenden) 
Ausdrucksweise  von  Bankine  folgend  bezeichnet  man  häufig  die  leben- 
dige Kraft  eines  Systems  als  dessen  aktuelle  oder  kinetische  Energie, 
die  Gröfse  —  U  dagegen  (die  noch  eine  willkürliche  Konstante  enthält) 
als  die  potentielle  Energie  desselben.  Die  Gesamtenergie  des  Systems 
ist  dann,  wenn  (12)  gilt,  konstant.  Das  System  wird  in  diesem  Falle 
als   konservativ  bezeichnet. 

Die  Gültigkeit  des  Satzes  von  der  lebendigen  Kraft  (im  engeren 
Sinne)  hängt  ab  von  dem  Vorhandensein  einer  Kraft efunktion;  wir 
haben  deren  Existenz  für  beliebige  Zentralkräfte,  welche  zwischen  den 
n  materiellen  Punkten  wirken,  nachgewiesen;  doch  dürfen  aufserdem  auch 


btimmen,  und  die  Integration  kann  ausgeführt  werden.  Es  gilt  dann  eine  (12) 
analoge  Gleichung,  anf  die  jedoch  die  folgenden  Betrachtungen  keine  Anwen- 
dung zu  finden  brauchen. 
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Kräfte  auftreten,  welche  nach  festen  Zentren  gerichtet  sind.  Charak- 
teristisch ist,  dafs  diese  Kräfte  nur  von  den  Koordinaten  der  sämtlichen 
Elemente  des  Systems,  also  von  der  gegenseitigen  Gruppierung  der  Ele- 
mente und  der  festen  Zentren,  abhängen.  Die  Kräfte  dürfen  sich  nicht 
mit  der  Zeit  ändern,  soweit  dies  nicht  durch  die  mit  der  Zeit  vor  sich 
gehende  Ortsänderung  bedingt  ist,  d.  h.  die  Kräftefunktion  darf  t 
nicht  explizite  enthalten.  Ferner  dürfen  im  allgemeinen  die  Kräfte 
nicht  von  den  Differential  quo  tienten  der  Koordinaten,  also  insbesondere 
nicht  von  den  Geschwindigkeiten  abhängen;  bei  Reibung,  Luftwider- 
stand u.  s.  w.  gilt  der  Satz  von  der  lebendigen  Kraft  nicht. 

Der  Schwerpunkt  der  berühmten  Untersuchungen  von  v.  Helmholtz 
„Über  die  Erhaltung  der  Kraft"*)  liegt  darin,  dafs  der  Verfasser 
nach  den  verschiedensten  Richtungen  hin  wahrscheinlich  macht,  dafs  in 
der  Natur  überhaupt  nur  solche  Kräfte  existieren,  welche  eine 
Kräftefunktion  besitzen.  Die  Begriffe  Reibung,  Luftwiderstand  u.  s.  w. 
sind  hiemach  nur  als  ein  unvollkommener  Ersatz  komplizierter  Vorgänge 
in  der  Wirklichkeit  anzusehen.  Der  Verlust  an  lebendiger  Kraft  ist  ein 
scheinbarer;  der  verlorene  Teil  wird  in  Wärmebewegung  umgesetzt. 

Die  angeführten  Bedingungen  für  das  Bestehen  des  Prinzips  von  der 
Erhaltung  der  lebendigen  Kraft  sind,  wie  schon  aus  der  Anmerkung  zu 
5.  hervorgeht,  nur  hinreichende,  keine  notwendigen.  Bedenkt  man,  dafs 
die  Bedingungsgleichungen,  welche  das  Prinzip  nicht  beeinträchtigen,  durch 
Kräfte  ersetzt  werden  können,  welche  von  den  Geschwindigkeiten  nicht  frei 
sind,  so  gelangt  man  zu  der  Einsicht,  dafs  das  Prinzip  (modifiziert)  unter 
Umständen  bei  Kräften  erhalten  bleibt,  welche  von  den  Geschwindigkeiten 
abhängig  sind.  Und  in  der  That  haben  neuere  Untersuchungen  gezeigt, 
dafs  auch  sonst  Bjräfte  möglich  sind,- welche  von  der  Geschwindigkeit, 
eventuell  auch  von  der  Zeit  abhängig  sind  und  doch  eine  Kräftefonktion 
zulassen  und  dem  Prinzipe  der  Erhaltung  der  lebendigen  Kraft  Genüge 
leisten.  Das  Weber'sche  elektrodynamische  Gesetz  gehört  hierher**). 

Der  Satz  von  der  lebendigen  Kraft  sagt,  wenn  man  von  Erweiterungen 
der  letztbesprochenen  Art  absieht,  in  erster  Linie  aus,  dafs  die  leben- 
dige Kraft  in  jedem  Momente  nur  von  den  Koordinaten  der  be- 
wegten Punkte  abhängt.  Kehren  daher  sämtliche  Elemente  im  Ver- 
laufe der  Bewegung  in  eine  frühere  Stellung  zurück,  so  wird  dann  die 
lebendige  Kraft  wieder  dieselbe.  Bei  einem  einzigen  materiellen  Punkte 
sagt  dies,   dafs  seine  Geschwindigkeit  wieder  dieselbe  geworden  ist,  was 


♦)  Gesammelte  Werke  B.  I,  pag.  12—76. 

**)  Siehe  hierüber  Holzmüller,  Über  die  Anwendung  der  Jacobi- 
Hamilton'schen  Methode  anf  den  Fall  der  Anziehung  nach  dem 
elektrodynamischen  Gesetze  von  Weber,  Schlöm.  Zeitechr.  B.  15,  pag.  69. 
Vgl.  femer  Simony,  Über  eine  Erweiterung  der  Gültigkeitegrenzen 
einiger  allgemeiner  Sätze  der  Mechanik,  Wiener  Berichte,  B.  I;  Mi- 
chaelis, Over  het  beginsel  van  het  behend  der  energie,  Nicuw  Arch., 
Amsterdam,  B.  VI,  pag.  1. 
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für  mehrere  Elemente  nicht  gilt*).  Diese  Folgerung  erklärt  den  Namen 
des  Prinzipes,  welcher  von  der  Erhaltung  der  lebendigen  B[raft  spricht. 
Es  ist  durchaus  nicht  unmöglich,  dafs  im  besonderen  Falle  sich  die  leben- 
dige  Kraft,  und  weil  der  Ausdruck  für  dieselbe  nur  positive  Glieder 
enthält,  auch  die  einzelnen  Geschwindigkeiten  für  die  Dauer  der  Null 
nähern;  die  parabolische  Eometenbewegung  liefert  hierfür  ein  BeispieL 
Ein  fortwährendes,  stets  gleichbleibendes  Oszillieren  ist  durch  den  Satz 
von  der  lebendigen  Kraft  nur  in  einzelnen  Fällen  bedingt. 

7«  Der  Satz  über  die  lebendige  Kraft  enthält  die  absoluten  Ge- 
schwindigkeiten der  Elemente;  er  lälst  sich  aber  leicht  so  umwandeln, 
dafs  die  relativen  Geschwindigkeiten  in  Bezug  auf  den  Schwerpunkt 
darin  vorkonmien,  wenn  nur  die  Relation  (6)  erfüllt  ist.  Bezeichnen 
Äa,  /a,  ^a  die  Koordinatou  des  Punktes  a;«,  ^a,  ^a,  falls  der  Schwerpunkt 
zum  Nullpunkt  genonmien  wird,  v'a  die  relative  Geschwindigkeit  dieses 
Punktes  gegen  den  Schwerpunkt,  so  ist 

,      (i%   ,  ^<y  j_  (dn  ,  ^VaV  ,  (di  ,   dzi\* 

oder  nach  (7) 

•2  -  {«. + ^r + ('. + ^)* + («. + 'S)' 

dx'  dv'  dz' 

=  «x'  +  ^'  +  c.''  +  2«x^+2^-^+2c.^«  +  .„'^ 

Hiernach  wird,  wenn  man  (2)  berücksichtigt, 

(14)  1 2 «.„!>„*  =  I  Jlf («,«  +  V  +  c*)  +  12  *"-"«*• 

Da  die  lebendige  Kraft  des  Schwerpunktes,  in  den  man  sich  wieder  die 
Gesamtmasse  des  Systems  verlegt  denkt,  eine  konstante,  positive  Gröfse 
ist,  so  gilt  auch  für  die  relative  Bewegung  gegen  den  Schwer- 
punkt der  Satz  von  der  Erhaltung  der  lebendigen  Kraft.  An 
Stelle  von  c  in  (11)  tritt  nur 

c  -  I  M{a*  +  bi«  +  ci*). 

Zugleich  ist  ersichtlich,  dafs  die  absolute  lebendige  Kraft  des  Sy- 
stems im  allgemeinen  gröfser  (nie  kleiner)  ist  als  die  relative 
in  Bezug  auf  den  Schwerpunkt. 

8.  Aus  §  22,  (5)  erhält  man  durch  geeignete  Multiplikation  und 
Zusammenfügung 


*)  Die  Pendelbewegung  führte   üuyghens  zuerst   auf  die  Erkenntnis  des 
Prinzips  im  speziellen  Falle. 
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(lö)  ^  ma  yya  —^  —  0a  -J^)  =  ^  {Va  Za  —  Za  T«) 

Diese  Gleichung  vereinfacht  sich  wesentlich  unter  der  Voraussetzung^ 
dafs  erstens  eine  Kräftefunktion  TJ  für  sämtliche  Kräfte  des 
Systems  vorhanden  ist  und  dafs  zweitens  sowohl  diese  wie 
sämtliche  Bedingungsgleichungen  ungeändert  bleiben*),  wenn 
das  System   eine  beliebige  Drehung  um  die  rc-Achse   ausführt. 

Setzen  wir  nämlich 

1/  ==  r  cos  -^ ,     £?  =  r  sin  ^ , 

so  ist  ersichtlich,  dafs  eine  Funktion 

9)(y,  z)  =  q>{r  cos  -9-,  r  sin  d) 

dann  und  nur  dann  bei  einer  Drehung  um  die  o;- Achse,  d.  h.  bei  einer 
beliebigen  Änderung  von  '9-,  ungeändert  bleibt,  wenn  O  ganz  aus  der 
Funktion    herausfWt,    dieselbe    also    y  und  z   nur   in   der   Verbindung 

r  «=  Vx+^  enthält.  Ist  aber  q>  eine  Funktion  von  y^  +  ^^,  so  folgt, 
wenn  q>'  den  nach  y^  -\'  i?  genommenen  Differentialquotienten  bedeutet, 

dtp       ft      /        d^       c%      ' 
somit 

Führt  man  daher  die  angegebene  Beschränkung  in  (15)  ein  und  be- 
achtet, dafs  das  erste  Glied  der  rechten  Seite  in 

X7J/      du  dU\ 

übergeht,  so  wird  die  Gleichung  mit  Eücksicht  auf  (16)  zu 

(17)  ^ma  (ya  "5^  -  ^«  -^  -  0. 

Die  Integration  von  (17)  liefert 

(18)  ^  ma  [ya  ~  -^a^)  =  C,. 

Läfst  auch  eine  Drehung  um  die  ^-,  resp.  ;ef- Achse  die  Kräftefunktion 
und  die  Bedingungsgleichungen  ungeändert,  so  erhalten  wir  die  analogen 
Gleichungen 

(19)  ^  ma  [za  ^  -  ««  -^)  =  ^2, 

*)  D.  h.  nach  einer  solchen  Drehung  sollen  sich  Kräftekomponenten  und 
BedingungsgleichiiDgen  noch  durch  dieselben  analytischen  Ausdrücke  darstellen 
wie  vorher. 


Cß 
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(20)  ^  ma  (xa  ^  -  2/«   -^)  = 

Diese  drei  Gleichongen  enthalten  das  Prinzip  der  Erhaltung  der 
Flächen  oder  die  Flftchensätze*).  Eine  nähere  Erörterung  ist  nach 
den  eingehenden  früheren  Untersuchungen  nicht  nötig. 

Die  Flächensätze  treten  alle  drei  in  Geltung  bei  einem  freien  System 
mit  einer  Eräftefunktion,  in  welchem  die  Elemente  nur  gegenseitigen  Ein- 
wirkungen unterliegen;  auch  Verbindungen  derselben  untereinander  stören 
nicht.  Ist  ein  festes  Zentrum  vorhanden,  so  gelten  die  Flächensätze,  falls 
dieses  zum  Nullpunkte  des  Koordinatensystems  genommen  wird.  Sind  zwei 
oder  mehrere  feste  Zentren  vorhanden,  welche  in  einer  Geraden  liegen, 
so  gilt  ein  Flächensatz  für  die  zu  der  Geraden  senkrechten  Ebene.  Bei 
anderen  Gruppierungen  fester  Zentren  sind  keine  Flächensätze  möglich. 
Auch  bei  der  Bewegung  eines  Punktes  auf  einer  Eotationsfläche  ist  ein 
Flächensatz  vorhanden,  nämlich  für  die  Ebene,  welche  auf  der  Rotations- 
achse senkrecht  steht  (vgl.  §  19,  (4))  u.  s.  w. 

Bemerkt  möge  noch  werden,  dafs  auch  ohne  Vorhandensein  einer 
Kräftefunktion  Flächensätze  möglich  sind,  wenn  nur 

y,    (VaZa  —  «a  T«)       U.   S.   W. 

identisch  verschwinden**). 

9«  Falls  die  drei  Flächensätze  gelten ,  lassen  sich  die  Betrachtungen 
von  §  10,  6,  7,  8  wiederholen,  zum  Teil  natürlich  nur,  wenn  auch  (7) 
gilt;  insbesondere  läfst  sich  auch  die  unveränderliche  Ebene  auf- 
stellen. Es  erscheint  unnötig,  die  ganze  Entwicklung  nochmals  vorzu- 
tragen. 

10»  Die  Flächensätze  geben,  wo  sie  gültig  sind,  über  den  Verlauf 
der  Bewegung  nicht  minder  interessanten  Aufschlufs,  wie  der  Satz  von  der 
Erhaltung  der  lebendigen  Kraft;  sie  liefern  nur  Resultate,  welche  von 
der  Wirkungsweise  der  speziellen  auftretenden  Kräfte  ganz  un- 
abhängig sind.  Wird  in  einem  Momente  von  den  Radienvektoren,  welche 
vom  Nullpunkte  ausgehen,  eine  bestimmte  Flächensumme  (d.  h.  eine 
Summe  von  Flächen,  welche  mit  Massen  multipliziert  sind)  beschrieben, 
so  bleibt  dieselbe  konstant,  was  eine  Garantie  für  die  ewige  Fortdauer 
der  Bewegung  bietet.     Nur  wenn  einzelne  Elemente   sich  ins  Unendliche 


*)  Das  Flächenprinzip  wurde  im  epeziellen  Falle  bei  der  Planetenbewegang 
durch  Newton  als  eine  Folge  des  Gravitationsgesetzes  nachgewiesen,  nachdem 
es  durch  Kepler  aus  Beobachtungen  abgeleitet  worden  war.  Seine  allgemeinere 
GeltuDg  wurde  von  Euler,  Dan.  Bernoulli  und  d*Arcy  erkannt. 

**}  Die  Bedingungen,  wann  Flächensätze  und  der  Satz  von  der  Bewegung  des 
Schwerpunktes  in  Kraft  treten ,  wurden  näher  untersucht  von  Weyr,  Bemer- 
kungen in  betreff  zweier  Sätze  der  Dynamik,  Prager  Berichte,  1878, 
pag.  138.  Siehe  ferner  Levy,  Sur  une  extension  des  principes  des  aires 
et  du  mouvement  du  centre  de  gravitä,  Compt.  rend.,  B.  96,  pag.  772. 
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entfernen,  können  sie  in  endlicher  Zeit  eine  unendlich  kleine  Strecke  zu- 
rücklegen, kann  ihre  Geschwindigkeit  sich  der  Null  nähern. 

IL  Die  drei  in  diesem  Paragraphen  entwickelten  Prinzipien  liefern, 
wenn  sämtlich  gültig,  sieben  Integrale  der  Bewegungsgleichungen.  Hier- 
von sind  die  drei  durch  den  Schwerpunktssatz  gelieferten  vollständig  in- 
tegrierte Gleichungen,  während  die  vier  übrigen  noch  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung  darstellen.  Es  sind  also  im  ganzen  zehn  einfache  Inte- 
grationen geleistet. 

12.  Zum  Schlüsse  möge  noch  aus  der  Gleichung  (12)  eine  merk- 
würdige Folgernng  für  den  Fall  des  Gleichgewichtes  gezogen  werden. 
Wenn  eine  Kräffcefunktion  vorhanden  ist,  die  wir  jetzt  als  von  der  Zeit 
unabhängig  annehmen,  ist  nach  §  21,  (14)  die  Bedingung  des  Gleich- 
gewichtes durch 

dargestellt.  Bei  ihrem  Stattfinden  kann  ü  ein  Maximum  sein;  in  diesem 
Falle  hat  das  Gleichgewicht,  gegenüber  den  andern  Fällen,  eine  besondere 
Eigentümlichkeit,  welche  zuerst  wohl  von  Lagrange,  M^canique  ana- 
lytique,  1788,  pag.  38,  dann  von  Dirichlet  (Grelle,  B.  32,  pag.  85) 
hervorgehoben  wurde.  Nehmen  wir  nämlich  an,  dafs  gleichzeitig  sämt- 
liche Geschwindigkeiten  für  diese  Lage  verschwindend  klein  seien,  so  folgt 
aus  (12),  dafs  U  -{-  c  verschwindend  klein  ist.    Da  nun 

immer  positiv  ist,  U  aber  in  der  Nachbarschaft  des  Maximums  nur  kleinere 
Werte  annehmen  kann,  so  folgt,  dafs  U  in  dieser  ganzen  Nachbeurschaft 
im  Laufe  der  Bewegung  sich  nur  unendlich  wenig  von  seinem  Maximal- 
werte entfernt;  andernfalls  würde  die  linke  Seite  von  (12)  negativ  werden. 
Nun  mufs  aber  Z7,  da  es  keine  Eonstante  ist,  bei  endlichen  Ortsänderungen 
auch  endliche  Änderungen  erleiden.  Hieraus  folgt,  dafs  im  Falle  jenes 
Maximums  die  vorhandenen  unendlich  kleinen  Geschwindigkeiten  den  Punkt 
nur  unendlich  wenig  von  seiner  Anfangslage  zu  entfernen  vermögen;  er 
wird  also,  wenn  er  sich  überhaupt  bewegt,  eine  Art  Oszillation  um  diese 
Lage  ausführen.  Man  nennt  ein  solches  Gleichgewicht,  bei  welchem  die 
Erteilung  einer  unendlich  kleinen  Geschwindigkeit  auch  in  endloser  Zeit 
keine  endliche  Qrtsveränderung  veranlafst,  ein  stabiles. 


§  25. 
Weitere  Prinzipien  der  Mechanik. 

>  1.     Das  d'Alembert'sche  Prinzip  läfst  unter  gewissen  beschränkenden 

Voraussetzxmgen  Umformungen  zu,  die  gleichfalls  als  Prinzipien  der  Me- 
chanik bezeichnet  werden;  es  gehören  hierher  das  Hamilton'sche  Prinzip 
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der  stationären  Wirkung,  das  von  Maupertnis  aufgestellte  Prinzip 
der  kleinsten  Wirkung*)  und  das  Gauss'sche  Prinzip  des  klein- 
sten Zwanges.  Das  erstgenannte  werden  wir  in  der  Folge  zum  Aus- 
gangspunkte weiterer  Untersuchungen  nehmen,  während  wir  das  zweite 
mehr  sein.es  historischen  Interesses  wegen  herleiten. 

2.  Das  Hamilton 'sehe  Prinzip  der  stationären  Wirkung**),  kurzweg 
oft  nur  das  Hamilton 'sehe  Prinzip  genannt,  gilt  unter  der  Voraus- 
setzung, dafs  eine  Eräftefunktion  U  existiert,  die  jedoch  von  der  Zeit 
nicht  unabhängig  zu  sein  braucht;  es  wird  daher  nicht  vorausgesetzt, 
dafs  das  Prinzip  der  Erhaltung  der  lebendigen  Kraft  in  Gültigkeit  tritt. 
Bezeichnen  wir  mit 

(1)  r=i-2'»»««'«« 

die  lebendige  Kraft,  so  laiitet  das  Prinzip: 

Sind  die  Koordinaten  der  einzelnen  Elemente  des  Systems 
für  die  Zeitpunkte  t^  und  t^  fest  gegeben,  so  sind  die  Bewe- 
gungsgleichungen in  dem  Ausdrucke 


«1 
(2)  8J\t  +  Ü) 


dt-^O 


enthalten. 

Hierbei  bezieht  sich  die  Variation  auf  die  Koordinaten  der  Ele- 
mente, nicht  auf  die  Zeit  t]  es  wird  also  das  Integral,  genommen  für  die 
wirklich  durchlaufenen  Wege  zwischen  den  festen  Endpositionen,  ver- 
glichen mit  den  Werten,  die  es  für  unendlich  benachbarte  Wege  anninmit***). 
Obgleich  (2)  die  notwendige  Bedingung  für  das  Vorhandensein  eines  Mini- 
mums oder  Maximums  des  Integrals  darstellt,  so  folgt  ans  der  Erfüllung 
von  (2)  doch  nicht  das  Vorhandensein  eines  solchen. 

3.  Um  die  Richtigkeit  des  Hamil tonischen  Prinzips  nachzuweisen, 
führen  wir  die  angedeutete  Variation  wirkUch  aus;  es  ist 


df{T  +  U)dt  =  A(^  +  ü')dt  , 


da  die  Integrationsgrenzen   als  unveränderlich  zu  betrachten  sind.     Nun 


*)  Eb  ist  dies  eine  nicht  recht  zutreffende  Übersetzung  des  französischen 
„principe  de  la  moindre  action";  richtiger  würde  es  das  Prinzip  der 
kleinsten  Bewegungsgröfse  genannt. 

**)  Hamilton,  On  a  general  method  of  dynamics  etc.;  PhiL  Trans, 
von  1834  und  1886.  i 

***)  Zur  Bestimmung  der  Bewegung  eines  Punktes  ist  aufser  den  drei  Diffe- 
rentialgleichungen noch  die  Angabe  von  sechs  Konstanten  nötig.  Man  kann  über 
diese  so  disponieren,  dafs  man  den  Ort  des  Punktes  fOr  zwei  Zeitpunkte  angiebt. 
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J  STdt  =J  ^  ma(XaÖXa  +  Va^Va  +  Za^Z^dt  . 


Wir  haben  aber 


f^\  r  /         ^  dx        d(x  +  Sx)        dx        ddx 

(3)  tfa'  =  *  5(- öT—  -  dl  ""  "dT 

und  bei  Benutzung  dieser  bekannten  Relation 

Auf  das  rechtsstehende  Integral   kann  das  Verfahren  der  partiellen  Inte- 
gration angewandt  werden;  es  liefert 


ti 


-12 


ma(XaÖXu  +  yä^ya  +  ZaSZa)dt. 

Da  die  Endlagen  s&mtlicher  Sjstemspnnkte  als  fest  vorausgesetzt  werden, 
so  müssen  die  Gröfsen  8xa^  6yaj  8za  für  /  =  /^  und  t  ^^  t^  verschwinden; 
somit  erhalten  wir  den  einfacheren  Ausdruck: 

(4)  J^Tdt j^  maixäöXa  +  yaSya  +  zäöZa)dt . 

Aufserdem  haben  wir 

(5)  ß  Uäi  ~J2  (1^  *^-  +  W.  ''"  +  ^  ''')  ''  • 

Hiemach  geht  (2)  über  in 


[      d*z  dU\       1 


Soll  (6)  für  alle  zulässigen  öxa^  ^Vai  ^Za  identisch  befriedigt  sein, 
so  mufs  der  Ausdruck  unter  dem  Integralzeichen  verschwinden.  Dies 
giebt  aber  nichts  Anderes  als  die  Gleichung  des  d'Alembert'schen  Prinzips, 
mit  dem  sich  beim  Vorhandensein  einer  Erftftefunktion  das  Hamilton 'sehe 
Prinzip  als  äquivalent  erweist,  da  man  auch  ebenso  aus  dem  d^Alem- 
bert' sehen  Prinzip  die  Gleichung  (6)  folgern  kann,  worauf  nur  noch 
identische  Tn^isformationen  vorzunehmen  sind. 

BaaKenbergori  analyt.  Heclianik.  I.  11 
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4.  Obgleich  das  Hamilton' sehe  Prinzip  ein  beschränkteres  Gültig- 
keitsgebiet besitzt  wie  das  d'Alembert'sche,  so  erweist  es  sich  doch  in 
vielen  Fällen  als  nützlich.  Sein  Vorzug  besteht  darin,  dafs  in  den 
Funktionen  T  und  U^  die  bei  Änderung  der  Koordinaten  un- 
geändert  bleiben,  viel  leichter  andere  Koordinaten,  z.  B.  Polar- 
koordinaten u.  s.  w.,  eingeführt  werden   können,   als   in  den  Aus- 

drücken  ,  g  ,  Xa  u.  s.  w.,  die  im  d'Alembert'schen  Prinzip  auf- 
treten. Hat  diese  Transformation  stattgefunden,  so  braucht  man  nur 
analog  wie  soeben  die  Variation  auszuführen,  das  Integralzeichen  wegzu- 
werfen u.  s.  w.,  um  die  fertigen  Bewegungsgleichungen  in  den  neuen 
Koordinaten  zu  erhalten. 

6«  Ähnlich  dem  Hamilton 'sehen  Prinzipe,  doch  nicht  von  dessen 
Wichtigkeit,  ist  das  weit  früher  aufgestellte  Prinzip  der  kleinsten 
Wirkung*).  Dasselbe  hat  nicht  nur  die  Existenz  der  Kräftefunktion  £/, 
sondern  auch  die  Gültigkeit  des  Prinzips  der  Erhaltung  der  lebendigen 
Kraft  zur  Voraussetzung;  es  verlangt  also,  dafs  die  Zeit  t  m  U  nicht 
explizite  vorkommt.     In  diesem  Falle  liefert  der  Ausdruck**) 


(7)  */2 


niaVadSa  =  0 


die  Bewegungsgleichungen,  wenn  vorher  die  Zeit  aus  ihm  mittels  des 
Satzes  von  der  Erhaltung  der  lebendigen  Kraft  eliminiert  worden  ist. 
Das  Integral  soll  sich  von  einer  festen  Anfangslage  der  Punkte  des  Systems 
bis  zu  einer  festen  Endlage  erstrecken. 

Der  Satz  von  der  lebendigen  Kraft  liefert  aber 


oder 


woraus 


Y  ^  ^avj  =  U  -^  c 
^^  madSa^  =  2{U+c), 


(8)  dt  =  V^"  -^ 

ds^ 
folgt.     Setzt  man  in  (7)  ^    statt  Va  und  eliminiert  dt  mittels  (8),  so 

erhält  man  die  endgültige  Form  des  Prinzips: 

*)  Das  Hamilton* sehe  Prinzip,  welches  nicht  selten  mit  dem  Prinzip  der 
kleinsten  Wirkung  gleich  bezeichnet  wird,  ist  als  eine  Erweiterang  desselben 
zu  betrachten. 

**)  Man  kann  nach  Belieben  mit  Manpertuis  das  Integral  als  eine  Sum- 
mation  über  die  Bewegungsgröfsen,  d.  h.  die  Produkte  von  Masse,  Geschwin- 
digkeit und  Weg,  fQr  den  angegebenen  Verlauf  betrachten,  oder  mit  Euler, 
der  ungefähr  gleichzeitig  wenigstens  im  speziellen  Falle  auf  das  Prinzip  kam, 
als  Summation  über  die  doppelte  lebendige  Kraft  während  desselben.  Es  ist 
nämlich 

m„v^d8^a==.m^v^^dt. 
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(9)  ij  ]/2iU  +  c)  y^madsj  =  0  . 

Damit  diese  Gleichung  einen  bestimmten  Sinn  annimmt,  müssen  wir 
voraussetzen,  dafs  nach  vollständiger  Integration  der  Bewegungsgleichungen 
die  Zeit  eliminiert  und  hierauf  sämtliche  Gröfsen  rr«,  yaj  f^a  durch  eine 
derselben,  z.  B.  x^  ausgedrückt  wurden.     Dann  geht  (9)  über  in 


oder,  wenn  jetzt 


Xa  =  j U.  S.  W. 


gesetzt  wird, 

(10)  8J    ]/2{lJ+c)  y^  ma(Xa'  +  Pa'  +  ^a*)  dx,  =  0  . 

6«    Von  dieser  letzten  Form  gehen  wir  aus,  um  die  Äquivalenz  der 
Gleichung  mit  der  d'Alembert' sehen  darzuthun.     Setzen  wir  vorläufig 


|/2(D-  +  c)  y^  maix;*  +  y.'*  +  0^*)  -  P , 

so  haben  wir  die  Gleichung 

dfPdXi  =  0 

weiter  auszuführen.  Da  U  von  a;«,  ya^  Za  explizite  abhängt,  aufserdem 
aber  in  P  noch  Xa^  ya^  Za  vorkommen  und  die  Grenzen  unveränderlich 
sind,  so  haben  wir 

+  -g^  ^^aj   dx^  =  0 

ZU  setzen.     Nun  ist  aber  z.  B. 

-d^ 


d 


dXadXi 

dP 


dx^ 
daher  geht  (10)  über  in 

dP 


BP 


11 
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Auch  hier  können  wir  das  Integralzeichen  weglassen  und  haben  nur  noch 
die  einzelnen  Glieder  vollständig  zu  entwickeln.     Es  ist  z.  6.: 

dP 


a p  _  ^<  _  }/-^^«^<'  +  ya'+0  du 

oder,  wenn  wir  wiedur  die  Zeit  durch  (8)  einftthi'en,  d.  h. 


setzen*): 


ä'^ 


^   ^    dx^      dx^  y2(Tr+^        L^^c     ***"  dt*  J ' 

Dafs  aber  die  Einsetzung  von  (12)  und  den  analogen  Qröfsen  in  (ll) 
nach  Weglassung  des  Integralzeichens  zu  der  d'Alembert'schen  Gleichung 
führt,  ist  unmittelbar  ersichtlich. 

7.    Die  Gleichung  (7)  hat  in  den  meisten  Fällen  zur  Folge,  dafs 


/    ^  maVadSa  =  /    ^  maV^dt 


ein  Minimum  wird,  dafs  also  diese  Gröfse  für  die  wirklich  eingeschlagenen 
Wege  kleiner  wird  als  für  die  benachbarten;  doch  trifft  dies  nicht  immer 
zu.  Der  geringeren  Wichtigkeit  des  Prinzips  wegen  gehen  wir  nicht  aus- 
führlicher auf  den  Gegenstand  ein.  Derselbe  ist  sehr  gründlich  behandelt 
in  Jacobi's  Vorlesungen  über  Dynamik,  pag.  43ff. 

8.  Dem  Prinzipe  der  kleinsten  Wirkung  liegt  der  Gedanke  zu  Grunde, 
die  Bewegungsgleichungen  auf  eine  Minimumsbetrachtung  zurück- 
zuführen; freilich  ist  der  Erfolg  ein  geringer,  schon  deshalb,  weil  der 
unter  das  Integralzeichen  tretende  Ausdruck  nach  der  nötigen  Trans- 
formation keine  einfache  Bedeutung  mehr  hat.  Es  ist  Maupertuis  nicht 
gelungen,  die  aus  teleologischen  Betrachtungen  entsprungene  Ansicht, 
dafs  die  Natur  ihre  Zwecke  stets  durch  die  einfachsten  Mittel  erreiche, 
zu  einem  Prinzipe  der  Mechanik  auszubilden. 

Interessanter  und  erfolgreicher  ist  der  Gedankengang,  welchem  Gauss**) 
in  seinem  Prinzipe  des  kleinsten  Zwanges  Ausdruck  verlieh.  Das- 
selbe hat  den  noch  näher  zu  präzisierenden  Inhalt,  dafs  die  Wege,  welche 
die  materiellen  Punkte  eines  Systems,  das  Bedingungsgleichungen  unter- 


dx<^  dx^  dx^ 

*)  Der  Elammerinhalt  geht  zunächst  in  tn^  -r—  -^ —  =—  tn^  -rj-  über,  worauf 

das  Weitere  einfach  ist.  * 

**)  Gesammelte  Werke,    B.  V,   pag.  23:   Über  ein  neues  allgemeines 
Grundgesetz  der  Mechanik,  oder  Grelle,  B.  IV,  1829. 
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worfen  ist,  wirklich  einschlagen,  denjenigen,  welche  sie  ohne  Vorhanden- 
sein von  Bedingungsgleichnngen  wählen  würden,  so  nahe  kommen,  als 
dies  bei  den  gegebenen  Bedingungen  möglich  ist. 

Bezeichnen  A^^  Ä2^  ...  die  Orte  der  materiellen  Punkte  des  Systems 
zu  Anfang  des  unendlich  kleinen  Zeitelementes  dt^  B^^  B^^  .  .  .  äie  Orte, 
welche  die  Punkte  zu  Ende  von  dt  erreicht  haben  würden,  falls  keine 
Bedingungsgleichungen  vorhanden  wären,  Kräfte  und  vorhandene  Ge- 
schwindigkeiten*) aber  ungeändert  blieben,  endlich  (7^,  Cg,  ...  die  Orte, 
welche  die  materiellen  Punkte  thatsäcblich  nach  dt  unter  Einflufs  der 
Bedingungen  erreichen,  so  geben  die  unendlich  kleinen  Strecken  BaCa 
der  Bichtung  und,  falls  sie  mit  m«  multipliziert  werden,  dem  Gröfsen- 
verhältnisse  nach  die  Zusatzkräfte  an,  welche  den  X«,  7«,  Z«  zugefügt 
werden  müssen,  um  die  Wirkung  der  Bedingungen  zu  berücksichtigen. 
Nach  §  22,  (7)  ist  aber  auf  diese  Zusatzkr&fte  das  Prinzip  der  virtuellen 
Verrückungen  anwendbar.  Ist  daher  Ca  Da  eine  solche  mit  den  Be- 
dingungen verträgliche  Verrückung,  ^  &a  =^  BaCaDa^  so  mufs  nach 
§  22,  (7),  wenn  dieses  in  die  Form  von  §  21,  (8)  gesetzt  wird, 

(13)  ^*»«  .  BaCa  .  Ca  Z>a  .  COS  &a  =  0 

sein.     Andrerseits  ist  aber 

(U)        2  .  BaCa  .  CaDa  .  COS  ^«  =     -   (BaBaY  +  {BaCaf  +  {CaDaY 

und,  wenn  dies  in  (13)  eingeführt  wird, 

(15)  ^ma[{BaBaY  -  (Z?« C„)« -  (C.Z>«)^]  =  0, 
woraus  

(1 6)  ^  ma  {Ba  BaY  >  ^  nia  (2?«  CaY 

folgt. 

Dasselbe  Resultat  ist  auch  herzuleiten,  wenn  nur  das  Fourier'sche 
Prinzip  gilt. 

Nun  ist  BaCu  die  wirkliche  Ablenkung,  welche  ma  durch  die 
Bedingungen  erfährt,  von  dem  Orte,  welche  es  ohne  Bedingungen  er- 
reicht hätte,  BaBa  dagegen  eine  beliebige  andere,  den  Bedingungs- 
gleichungen nach  mögliche  Ablenkung'  von  demselben  Orte.  Für  die 
wirklichen  Ablenkungen  ist  also 

(17)  ^m„{BaC„)* 

ein  Minimum  gegenüber   der  gleichen  Funktion  der  übrigen   möglichen 

Ablenkungen. 

Hiemach  lautet  das  Prinzip  des  kleinsten  Zwanges: 

Bewegt    sich    ein   System    von    materiellen   Punkten   unter 

dem   Einflul's    von  Bedingungsgleichungen   während   einer    un- 


*)   Diese  Anfangsgeschwindigkeiten   mdssen    also  mit  den   Bedingungsglei- 
chnngen in  Einklang  sein. 
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endlich  kurzen  Zeit,  so  ist  die  Summe  der  mit  der  jeweiligen 
Masse  multiplizierten  Quadrate  der  Ablenkungen  yon  den- 
jenigen Orten,  welche  die  Punkte  bei  freier  Bewegung  er- 
reicht hätten,  für  die  wirkliche  Bewegung  ein  Minimum  ge- 
genüber allen  andern  Bewegungen,  welche  sich  ebenfalls  mit 
den  Bedingungsgleichungen  vertragen. 

9.  Der  Ausdruck  2^ma{BaCo)^  läfst  sich  auch  leicht  analytisch  dar- 
stellen*). Die  wirkliche  Verschiebung,  welche  ma  vom  Punkte  Xa^t/ai  ^a 
aus  nach  der  o:- Achse  in  der  Zeit  dt  erleidet,  ist  bis  auf  unendlich  kleine 
Gröfsen  zweiter  Ordnung  nach  dem  Taylor' sehen  Satze  durch 

dx„  1  d*x„     ^ 

dargestellt.  Die  Verschiebung,  welche  nia  in  der  gleichen  Bichtung  ohne 
Vorhandensein  der  Bedingungsgleichungen  bei  derselben  Anfangsgeschwin- 
digkeit erleiden  würde,  ist 

dx„  1 

dt  *     2w^  ' 

Xa  kann  nämlich  während  dt  als  konstant  angesehen  werden.    Die  Diffe- 
renz beider  Verschiebungen  ist 


1   /d»a?„         X„\ 


und  wir  haben  daher 


(..c.,-|[(S---^)V(^-i)V{S-§)"]... 

Das  Prinzip  des  kleinsten  Zwanges  sagt  daher  aus,  dafs 

für  die  wirkliche  Bewegung  ein  Minimum  ist  gegenüber  jeder  möglichen 
Bewegung. 

§  26. 

Untersuohungen  über  Systeme  totaler  Differentialgleiohungen ; 

der  letzte  Multiplikator**). 

1.   Die  allgemeineren  Untersuchungen  über  die  Differentialgleichungen 
der  Bewegung,  denen  wir  uns  nunmehr  zuzuwenden  haben,  setzen  die  Be- 


*)  LipBchitz,  Bemerkungen  zudem  Prinzip  des  kleinsten  Zwanges, 
Borch.  Joorn.,  B.  82,  p.  316. 

**)   Bei  diesen  und  dem  gröfsten  Teile  der  weiteren  üntersnehnngen  dieses 
Abschnittes  folgen  wir  den  Vorlesungen  über  Dynamik  von  Jacobi,  her- 
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kanntschaft  mit  der  Theorie  der  Differentialgleichungen  überhaupt  voraus 
und  zwar  in  weiterem  Umfange,  als  sie  in  elementaren  LehrbtL(;hem  der 
Infinitesimalrechnung  gegeben  zu  werden  pflegt;  es  mag  daher  das  Wich- 
tigste aus  dieser  Theorie  hier  seinen  Platz  finden. 

Sind  die  Variabein  x^^  ojg,  .  .  .  Xn  sämtlich  Funktionen  einer  ein- 
zigen Variabein  a;,  so  kann  man  nur  totale  Differentialquotienten  von 
ihnen  nach  der  Variabein  x  bilden;  eine  Gleichung  zwischen  diesen  totalen 
Differentialquotienten  heifst  eine  totale  Differentialgleichung.     Dabei  ist 

d  X        d  X 

zu  bemerken,   dafs  Ausdrücke  wie  -7-^,    ;^ — \  u.  s.  w.,   die  man  erhält, 

Or  X         €L  Xt 

wenn  man  a;,  als  die  unabhängige,  ar,  iCg,  .  .  .  a?»  als  die  abhängigen  Va- 
riabein betrachtet,  mit  Leichtigkeit  nach  elementaren  Methoden  auf  die 
Differentialquotienten 

dx^        d'aj,  dx^ 

dx'     da^'     •••     di      ^-s.  w. 

zurückgeführt  werden  können.     So  ist  z.  B. 

dx^        dx^    dx^ 
dx^        dx  '  dx   ^ 


■jäx^        ^rdx^  ^  dXi"! 
d*a;,  dx  [ßx   '  dx  J    dx 


dx^*         dx^  dx  dxi 


u.  s.  w. 


Da  n  Gleichtmgen  nötig  sind,  um  x,,  o^g,  ...  o?»  als  Funktionen  von 
X  zu  bestimmen,  so  mufs  ein  vollständiges  System  von  totalen  Diffe- 
rentialgleichungen mit  (n  -|-  1)  Variabein  aus  n  Gleichungen  bestehen. 

Sind  Xi^  x^,  ...  Xn  als  Funktionen  mehrerer  Variabein  x^  y^  z^  .  .  . 
gegeben,  so  können  nur  partielle  Differentialquotienten  nach  letzteren 
gebildet  werden;  eine  Gleichung  zwischen  solchen  heifst  eine  partielle 
Differentialgleichung.  Sind  n  abhängige,  h  unabhängige  Variabein  vor- 
handen, so  ist  ein  System  von  n  partiellen  Differentialgleichungen  als 
vollständig  zu  bezeichnen. 

Man  nennt  eine  Differentialgleichung  von  der  n^^  Ordnung,  wenn 
der  höchste  vorkommende  Differentialquotient  von  dieser  Ordnung  ist. 

2«  Um  einen  Einblick  in  die  Natur  der  Differentialgleichungen, 
zunächst  der  totalen,  zu  gewinnen,  gehen  wir  am  besten  von  den  Funktional- 
beziehungen zwischen  den  Variabein  selbst,  den  sog.  Integralgleichungen 
aus.  Dabei  richten  wir  von  vornherein  unser  Augenmerk  auf  die  Kon- 
stanten, d.  b.  willkürliche  Gröfsen,  welche  aufser  den  untersuchten  Va- 
riabein in  den  Integralgleichungen  vorkommen  können,  bei  Bildung  der 
Differentialgleichungen  aber  herausfallen. 


ausgegeben  von  Clebsch,  revidiert  von  Lettner.  Von  den  Originalabhand- 
lungen  Jacobi^s  kommen  hier  in  Betracht:  De  determinantibus  fnnctio- 
nalibns,  Ges.  W.  B.  3;  Sur  an  nouveau  principe  de  la  möcaniqae  ana- 
lytiqne  (Letzter  Mnltiplikator),  und  andere  Abhandlungen  im  4.  B.  der  Ges.  W. 
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Besteht  zwischen  zwei  Yariabeln  x,  x^  und  einer  Eonstanten  c  eine 
Funktionalbeziehung,  so  können  wir  uns  mittels  derselben  c  ausgerechnet 
denken;  es  sei 

(1)  f{x,,x)  =  c. 

Dann  folgt  durch  Differentiation: 

K 

^  ^  dxi  dx     '    dx  ^     dx  df    ^ 

dx^ 

dx 
eine  totale  Differentialgleichung  erster  Ordnung  in  -^  • 

CLX 

Um  allen  Mifsverstandnissen  vorzubeugen,  sei  bemerkt,  dafs  ö —  und  ^  - 
ganz  bestimmte,  ausgerechnete  Funktionen  von  x^  und  x  sind.  Haben  wir  z.  B. 

X\     "^  X\X  *^~  X    '•  ■■  c, 


so  ist 


^  =  2a;, +x,      g  =  ^, +  2x, 


also 


Diese  Entstehungsweise  der  totalen  Differentialgleichung  erster  Ord- 
nung ist  eine  vollkommen  bestimmte;  sie  ist  wesentlich  bedingt  durch 
die  Stellung,  welche  der  Eonstanten  zugewiesen  wurde. 

Will  man  nun  umgekehrt  eine  vorgelegte  Differentialgleichung 

(3)  l^  =  <p{x,,x) 

integrierea*),  d.  h.  auf  eine  Gleichung  (l)  zurttckführen,  so  mufs  man 

<P{X,,    X) ^y- 

dxi 
setzen.     Hier   tritt   nun    die    eigentlich    fundamentale    Schwierigkeit    der 
ganzen  Theorie   der  Differentialgleichungen  ein.     Die  Ausdrücke   x—  und 

^ —  können  einen  gemeinsamen  Faktor  besitzen,  welcher  herausgehoben 

wird,  oder  es  können  auch  beide  mit  einem  gleichen  Faktor  multipliziert 
werden,  ohne  dafs  die  Differentialgleichung  eine  Änderung  erfährt.  Stellen 
wir  (p(xi^  x)  irgendwie  als  Quotienten  zweier  Gröfsen  dar,  z.B. 


*)  Die  Untersuchung,  ob  (3)  immer  eine  Integralgleichung  besitzt,  mag  hier 
übergangen  werden,  da  sie  für  uns  nicht  weiter  in  Betracht  kommt. 
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SO  können  wir  nur  sagen,  dafs 

^  =  M9g(a;i,  x) 

zu  setzen  ist,  wo  der  sog.  Multiplikator  oder  integrierende  Faktor 
M  eine  Funktion  von  ar,  und  x  bezeichnet.  Ist  dieser  Multiplikator  ge- 
funden, so  ist: 

f=sjMq>^  (iTi,  x?)dx  =JM(p^(Xi,  x)dxi , 

worin  während  der  Integration  iCj,  resp.  x  wie  Konstanten  zu  behandeln 
sind.  Das  eine  Mal  kann  die  zuzufügende  Integrationskonstante  noch  eine 
Funktion  von  x^,  das  andere  Mal  von  x  sein;  erst  die  Zusammenstellung 
beider  Eesultate  beseitigt  die  vorhandene  Unbestimmtheit.  Von  der  Auf- 
findung des  Multiplikators,  für  die  es  keine  allgemeine  Begel  giebt, 
hängt  also  die  Integration  der  Gleichung  (3)  ab. 

DifFerentiiert  man  die  erste  der  Gleichungen  (4)  nach  x^\  die  zweite 
nach  X  und  setzt  die  rechten  Seiten  einander  gleich,  so  erhält  man  für 
den  Multiplikator  die  partielle  Differentialgleichung 

^  ^  dx^  dx 

Auch  ist  umgekehrt  ersichtlich,  dafs  jede  Gröfse  iKf,  welche  (5)  genügt, 
als  integrierender  Faktor  benutzt  werden  kann;  denn  (5)  sagt  eben  nur 
aus,  dafs  M(p^  und  Mq>^  Differentialquotienten  derselben  Funktion  nach 
X  und  x^  sind,  was  zur  Integration  ausreicht. 

Anm.  Unsere  Untersuchung  nimmt  nur  Rücksicht  auf  das  allge- 
meine, nicht  das  singulare  Integral,  da  letzteres  aus  dem  allgemeinen 
immer  leicht  abgeleitet  werden  kann.  Dasselbe  gilt  für  die  wiBiteren  Be- 
trachtungen. 

3.  Sind  n  Integralgleichungen  zwischen  a;,  a:^,  Xg,  ...  Xn  und  n  Kon- 
stanten Ci,  Cg»  •  •  •  ^n  vorgelegt,  so  können  wir  sie  zunächst  durch  Auf- 
lösung nach  den  c  auf  die  folgende  Normalform  bringen: 

(/i(x,a;i,:r„...:r,)  =  c., 

/2  ^5/,  Xy^y  X^^    .  .  .   Xn)  ^=*  C^  t 


(6) 


/ 


^fn{x,  X^,  X^,'  "  X^  =  C 

Die  Differentiation  dieser  Gleichungen  giebt 
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dXi 

dXi 
dx 

er. 

^  dx. 

dx,  df, 
dx+''+dx. 

ä'n        df, 

dx     '     dx 

dxi 

dXi 
dx 

^  dx. 

dx,                     df, 

dx  '        '  a«. 

dx,         df, 

dx     ^     dx 

0, 


=  0, 


~r  M~     j«  ~r 


df,   dx^         dU 


dx^     dx     *     dx^    dx     ^  '     dx^  dx     '    dx 

Man  kann  dieses  Gleichungssystem  nach  den  Unbekannten 

dx^        dx^  dx^ 

dx  ^      dx  ^       '        dx 

anflösen  und  findet  nach  bekannten  Regeln 

(8) 
worin 

dx^ 

du 

dx. 


0. 


W 


j  = 


dx           ^ 
dx   ~   d   ^ 

df, 
dx. 

dx^ 

df. 

df, 

■_  ■  -  -     •  •  • 

dx^      dx^ 


df.     df. 


dxi      dx^ 


dx^ 


ist,  während  Ja  aus  /i  dadurch  hervorgeht,  dafs  man  die  Elemente  der 

a**°  Vertikalreihe 

^df,  df,         ^^^     df^ 

dx^ '      dx„^     ' "     dx„ 

resp.  durch 

dA  df,  df, 

^^^^  ■      ■  ^^^^  .1       -  .  AAS  ■        M  ■      ■  I 

dx  ' 


dx 


dx 


ersetzt.  J  heifst  die  Funktionaldeterminante  der  Funktionen  U, 
/a,  •  •  •  fn^  f^lls  man  dieselben  lediglich  als  Funktionen  von  o:^,  x^,  .  . .  x« 
betrachtet. 

Sind  die  Funktionen  /i,  /J»,  . . .  fn  nicht  voneinander  unabhängig, 
so  dafs  z.  B. 

ist,  so  genügen  die  Gleichungen  (6)  nicht,  um  die  Gröfsen 

als  Funktionen  von  x  zu  bestimmen;  denn  irgend  eine  dieser  Gleichungen 
wäre  nur  eine  Folge  der  übrigen.     Daher  sind  auch 
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dx  ^     dx  ^     '  '  '   dx 

nicht  als  Funktionen  von  x  bestimmt.     Es  mufs   demnach  (8)   eine  un- 
bestimmte Form  annehmen,  d.  h.  es  mufs 

(10)  J  «=.  0 

sein*). 

Sind  also  die  Funktionen  /"j,  ^g,  ...  /*„  voneinander  nicht 
unabhängig,  so  verschwindet  die  Funktionaldeterminante.  Die 
ümkehrung  dieses  Satzes  soll  später  bewiesen  werden. 

Die  Gesamtheit  der  Gleichungen  (8)  können  wir  in  die  Form 

(11)  dx  :  dx^ :  dx^  :  .  . . :  dxn  »»  /i  :  ^^ :  ^g  :  .  .  . :  ^n 

setzen. 

4.  Sind  umgekehrt  n  totale  Differentialgleichungen  erster  Ordnung 
vorgelegt,  so  wird  man  annehmen  müssen  —  was  hier  nicht  weiter  be- 
gründet werden  soll  —  dafs  ihnen  n  Integralgleichungen  von  der  Form 
(6)  entsprechen,  die  n  willkürliche  und  nicht  auf  eine  geringere  Zahl 
reduzierbare  Eonstanten  enthalten.  Man  kann  sich  aus  den  Differential- 
gleichungen durch  Elimination  die  Gröfsen 


dx^       dx^  dx. 


n 


•  • 


dx  '*     dx  ^  dx 

als  Funktionen  von  x^^  ar^,  ...  Xn  ausgerechnet  denken;  es  sei 

^  ^  dx   ™  X^     dx^X'     *"      dx  '^  X    ' 

Der  gemeinsame  Nenner  X  ist  nur  der  Symmetrie  wegen  beigefügt;  man 
kann  ihm  bei  der  Willkürlichkeit  der  Xa  einen  beliebigen  Wert  bei- 
legen.    Die  Gleichungen  (12)  können  wir  in  die  Form 

(13)  dx  :  dXi  :  dx2  :  .  .  .  :  dXn  =  Z :  X,  :  J^2  •  •  •  •  •  ^» 
setzen.     Soll  dieser  Ausdruck  mit  (ll)  identisch  werden,  so  mufs 

(14)  J^MX,     J^^MX^,     ...     Jn'^MXn 

sein.  Die  Gröfsen  X,  X],  ...  X»  stimmen  also  mit  den  z/,  ^j,  ...  ^^ 
bis  auf  einen  Faktor  M  überein,  welcher  der  Gröfse  M  in  2.  vollkonmien 
entspricht.  Doch  sind  wir  nicht  berechtigt  zu  schliefsen,  dafs  die  Kenntnis 
dieses  Faktors  auch  die  Integration  der  Gleichungen  (13)  liefert;  denn 
aus  (ll)  lassen  sich  die  Gleichungen  (6)  nicht  durch  ein  einfaches,  all- 
gemeines Verfahren  herleiten.  Wir  werden  erst  weiter  unten  sehen,  wel- 
chen Nutzen  die  Kenntnis  von  üf,  des  Multiplikators  des  Systems 
(13),  gewährt. 


*)  Im  Allgemeinen  wird  auch  J^  zsi  o  sein,  so  dafs  (8)  zu  -     wird. 


0 
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5.  Ehe  wir  die  Theorie  der  Systeme  von  totalen  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung  weiter  verfolgen,  wollen  wir  uns  davon  überzeugen, 
dafs  durch  dieselbe  zugleich  die  Theorie  beliebiger  Systeme  von  irgend 
welcher  Ortlnung  geliefert  wird. 

Haben  wir  eine  Differentialgleichung  w**''  Ordnung 

(15)  4.^,f.    %    •••f^-)==«' 

\  dx       dx^  dx^/ 

so  können  wir  setzen: 

_dy  dx,  _  d^y  _  dx^  _  dx^_^ 

\^^)    ^1— äa;'    ^^^dx~dx^'     ^^~d^'     ...Xn-i—     ^-'. 

Die  Gleichung  (15)  gebt  dann  über  in 

(17)  f\x,  y,  X,,  x^,  ...  rr«_i,  -  -j^-J  = 

und  liefert  mit  (16)  zusammen  ein  System  von  n  totalen  Differential- 
gleichungen erster  Ordnung. 

Genau  in  gleicher  Weise  zeigt  man,  dafs  ein  System  von  totalen 
Differentialgleichungen  beliebiger  Ordnung  immer  durch  ein 
System  von  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  mit  einer 
gröfseren  Zahl  von  Yariabeln  ersetzt  werden  kann. 

Andrerseits  kann  man  aus  einem  beliebigen  System  totaler  Diffe- 
rentialgleichungen durch  Elimination  Differentialgleichungen  ableiten, 
welche  aufser  der  unabhängigen  nur  noch  eine  einzige  abhängige  Variable 
enthalten.  Um  dies  einzusehen,  genügt  es,  aus  zwei  Differentialgleichungen 
(m  >  n) 

('»)        /■.('.«.£.  g'-S)-». 

in  denen  die  (nicht  bezeichneten)  Koefficienten  beliebige  andere  abhängige 
Variabein  und  deren  Differentialquotienten  enthalten,  die  Variable  y  nebst 
ihren  Differentialquotienten  eliminieren  zu  können. 

Um  diese  Operation  auszuführen,  leiten  wir  aus  (19),  falls  w>n 
ist,  durch  (m  —  w)fache  totale  Differentiation,  die  sich  natürlich  auch 
auf  die  Koeffizienten   erstreckt,    ebenfalls    eine   Differentialgleichung  m^' 

Ordnung  her  und  eliminieren  aus  ihr  und  (18)  — ^  •     Falls  m  =  n  ist, 

kann  diese  Elimination  sofort  ausgeführt  werden.  Wir  erhalten  so  eine 
Differentialgleichung  (ni  —  l)**'  Ordnung;  falls  w  >  «  ist,  haben  wir  zwei 
Differentialgleichungen  (nämlich  die  neue  und  (19))  erlangt,  welche 
höchstens  von  der  (w  —  l)*^  Ordnung  sind.  Ist  aber  m  =  w,  so  liefert 
die  Wiederholung  des  gleichen  Verfahrens  mit  der  neuen  Gleichung  und 
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(18)  oder  (19)  zwei  solche  Differentialgleichungen,  welche  höchstens  bis 
zur  (m  —  1)****  Ordnung  ansteigen.  Bei  wiederholter  Anwendung  dieser 
Methode  —  welche  analog  ist  einem  bei  Gleichungen  höheren  Grades  an- 
gewandten Eliminationsverfahren  —  reduzieren  wir  die  Ordnung  immer 
mehr,  bis  wir  endlich  zwei  Gleichungen  gewinnen,  welche  nur  noch  y 
ohne  Differentialquotienten  enthalten  und  aus  denen  diese  Variable  eli- 
miniert werden  kann. 

Es  leuchtet  ein,  dafs  man  aus  n  Differentialgleichungen  mit  n  ab- 
hängigen Yariabeln  durch  geeignete  Elimination  schliefslich  eine  mit 
einer  abhänigen  Variabein  ableiten  kann. 

Im  Hinblick  auf  diese  Resultate  beschäftigen  wir  uns  weiterhin  nur 
mit  Systemen  von  Differentialgleichungen  erster  Ordnung. 

6.  Nach  dieser  Digression  kehren  wir  zu  dem  Systeme  (13)  zurück 
und  suchen  eine  partielle  Differentialgleichung  aufzustellen,  welcher  der 
Multiplikator  M  genügen  mufs.  Zu  diesem  Zwecke  beweisen  wir  die  merk- 
würdige Belation 

(20)  ^_L^4-^^j l|:^  =  o. 

^     ^  dx    *    cx^     *    dx^     '  ^^n 

Beweis.  Aus  der  Definition  von  z/,  z/^,  z/g,  • . .  ^^n  u.  s.  w.  geht  hervor, 
dafs  -ö—  ,  -~  u.  8.  w.  nur  erste  und  zweite  partielle  Differentialquotienten 

O  X        O  X* 

der  fa  enthalten  und  zwar  die  letzteren  nur  linear,  d.  h.  so,  dafs  in 
jedem  einzelnen  Gliede  nur  ein  solcher  als  Faktor  auftritt*).  Da  femer 
J  keine  Differentialquotienten  nach  x^  Ja  keine  nach  Xa  enthält,  so  wer- 
den Differentialquotienten  von  der  Form 

aVy 

dxl 

überhaupt  nicht  vorkommen.  Dabei  mögen  x  und  J  der  Gleichmäfsigkeit 
wegen  durch  x^  und  Jq  ersetzt  gedacht  werden.  Die  Glieder  von  (20) 
haben  somit  alle  die  Form 

wo  a  von  ß  verschieden  ist,  und   es  handelt  sich  darum,  den  Wert  von 

zu  ermitteln. 

Zu  diesem  Zwecke  bedenken  wir,  dafs  der  Faktor 


(21) 


cx^cx^ 


*)  Man  denke  sich  z.  B.  den  Aosdrack  (9)  für  d  in  ein  Aggregat  von  Pro- 
dukten erster  partieller  Differentialqaotienten  aufgelöst  und  nun  die  Differentiation 
vorgenommen;  jedes  der  entstehenden  Glieder  enthält  nur  einen  zweiten  Dif- 
ferentialqnotienten  als  Faktor. 
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nur  in  Gliedern  auftreten  kann,  welche  bei  der  Entwicklung  von 


dd. 


dx 


und 


a 


dx. 


-entstehen.    Nun  ist  aber,  weon  wir  Ja  und  ^^  durch  ünterdeterminanten 
darstellen, 

a^      P       d-^      p 


(22) 


Ja 


+ 


-r 


a/: 


^/•n  ^^/ 


dx, 


dx. 


///»== 


ar. 


^A  dx„  T"     a/;  äa;„ 

3   TT—  0 


+ 


dx. 


dx. 


^  Q — 


Aus  diesen  Gleichungen  ersieht  man,  dafs  die  Differentiationen  von  Ja  und 
Jß  resp.  nach  Xa  und  o;^  nur  die  Glieder 


dJ„      d'f^ 


df^  dx^dx^ 


—     und 


dJ^ 


d^L 


dx, 


dx^ 


liefern,  welche  den  Faktor  (21)  enthalten. 

Eine  Beziehung  zwischen  diesen  beiden  Gliedern  erhalten  wir  leicht, 
wenn  wir  von  einer  Determinante  («  +  l)**'  Ordnung 

df     df  .  df  df 


(23) 


D 


dx 

dxi 

dx^ 

dx 

dfx 
dx 

a/i 

dxi 

df, 

• 

df. 

dx 

Sfn 

dxj 

• 

Sfn 

dx^ 

Sfn 

ausgehen,  in  der  f  eine  willkürlich  eingefCLhrte  Hilfsgröfse  ist;  wir  haben 
dann 


(24) 


J^ 


dB 

dx 


Ja  = 


dB 

dx„ 


Nun*)  ist  aber 


*)  Ißt 


22- 


«11  «12 


«21  «2  2 


a 


\n 


a 


2n 


«ni  «n2    •  •  •  «< 
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1^ 

df 

dXß 


d^D 


d^JD 


ir  ? 


dx^     dx^ 


und    beide   Gröfsen   sind   nur  durch  das  Vorzeichen  verschieden.     Somit 
haben  wir 

(25)  _^  +  .^„0. 


df 
dxo 


dx„ 


Entwickelt  man   daher  die  linke  Seite  von  (20)  nach  den  Gröfsen 


dx^dXß' 


so  verschwinden  die  einzelnen  Glieder,  und  die  Richtigkeit  von  (20)  ist 
dargethan. 

7«     Setzen  wir  die  Werte  (14)  in  (20)  ein,  so  erhalten  wir  die  ge- 
suchte partielle  Differentialgleichung  für  den  Multiplikator 


c{^MX)    ,    d{MX^    ,    d  (MX,)    , ,    ^^n) 

dx        *        dx,        '        dx^       I    •    "    I        ^^ 


dx^ 


(26) 
oder 

Hierfür  kann  man  noch  weiter  schreiben 

\^dx    •    dxi  X    * 
oder  unter  Berücksichtigung  von  (12) 

dx^  dxj    *        \dx   '    dx^^    ' 
oder 


0 


4.  ^^^-1  4- »f  r^^  J-  ^^'  4-       4.^^Uo 


VdM  .  dM  dxi  I  , 

L^a?    *    ^iCi  dx    *  ' 


)-0 


80  werden  z.  B. 


dB 


und 


dJß 


dOi,  dOj)  ^^idctfi 


darch  die  GhrÖfse 


«SS  «84    •  •  •  «an 


»43    «44 


a 


4n 


a     a  a 

na      »14   *  *  •      nn 


dargestellt;  doch  haben  beide  Ausdrücke,  wie  unmittelbar  lu  sehen,  eotgegen- 
gesetztes  Zeichen. 
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dM  ,  ^/ax  ,  ax,  ,        ,  ax^ 


X 

oder  endlich 


^     ^  dx      ^^  dx    *^  dx^     "^  dx^ 

Diese  Gleichung  ermöglicht  in  besonderen  Fällen  die  Bestinunung  des 
Multiplikators.     Ist  z.  B. 


so  findet  man 


stellt  femer 


dx    *     oxy^    '  '     aaj  ' 


M  =  Const. ; 
X  \^aa;  ^  aar,  ^         ^  dx^J 


einen  vollständigen  Differentialquotienten  nach  x  dar,   so   ist  (28)   iute- 
grierbar. 

8.     Wenn  M^  eine  zweite  Lösung  von  (28)  vorstellt,  so  dafs  auch 


di^i^     |x     |5  ax,_ 

dx        *    dx    *    oxi     *        •    '    dx 


ist,  so  folgt  durch  Zusammenstellung  mit  (28) 

d  log  Ml        d  log  M 
dx  dx 

oder 

Ml 


0 


dlog 


M 


d.  h. 

(29)  ilfi  =  Jtf  .  Const. 

Zu  diesem  Resultate  ist  jedoch  zu  bemerken,  dafs  die  Herleitung  der 
Differentialgleichung  für  M  von  dem  Bestehen  der  Integralgleichungen  (6) 
ausging,  unter  Anwendung  derselben  ist  eine  beliebige  Funktion  der 
fay  z.  B. 

(30)  F{f^,  U,  . . .  fn) 

eine  Konstante.  Es  kann  daher  an  Stelle  der  Eonstanten  in  (29)  auch 
der  Faktor  (30)  treten,  der  vor  Herleitung  der  Integrale  nicht  als  Kon- 
stante erscheint.  Auch  ist  leicht  ersichtlich,  dafs  die  Konstante  durch 
keine  andere  Funktion  i/;(x',  ä;,  ,  Xg,  .  . .  a;„)  der  Variabein  ersetzt  werden 
kann.  Aus  t/;  kann  man  nämlich  mittels  der  voneinander  unabhängigen 
Gleichungen   (6)   die   Variabein  ^i,  ajj,,  .  .  .  a;»   eliminieren,   so  dafs  ^  in 
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^i(^)  Cj,  Cjj,  .  . .  c„)  übergeht.  Soll  (29)  durch  die  Integralgleichungen 
richtig  gemacht  werden,  so  mufs  x  aus  tf;|  wegfallen,  d.  h.  ^^  mufs  die  Form 

^2(^1?   ^2,   .  .  .   Cn)  =  '^tifl^  /2?  •  •  •  /n) 

besitzen. 

Bezeichnet  daher  jetzt  M^  eine  der  Lösungen  von  (28),  die  nicht 
gerade  diejenige  zu   sein  braucht,   welche  (14)  genügt,   so  ist  jedenfalls 

(31)  M,X=F(/^,f^,...fn)J. 

9«  Wir  sind  jetzt  in  den  Stand  gesetzt  zu  untersuchen,  inwiefern 
die  Bestimmung  von  Jfj ,  falls  sie  irgendwie  gelungen  ist,  bei  der  Inte- 
gration der  Gleichungen  (13)  von  Nutzen  ist. 

Es  möge  aufser  M^  auch  ein  Integral  dieser  Gleichungen,  etwa 

(32)  fn  (X^j  (Tj,  .  .  .  Xn)  =  Cn 

bekannt  sein;  die  Variable  Xn  möge  in  demselben  vorkommen  (andernfalls 
wäre  sie  durch  eine  andere  Variable  zu  ersetzen).  Alsdann  läfst  sich  Xn 
durch  (32)  als  Funktion  von  rc^,  ic^,  ...  Xn—i  und  c„  darstellen;  für  c„ 
können  wir  fn  setzen  und  daher  sagen,  dafs  Xn  durch  iTj,  rTg,  ...  a?»— 1 
und  fn  ausgedrückt  sei*).     Dann  erscheint  fa  in  der  Form 

fa  '^^  J^a  \p^}  '^ii  '^2^  •  •  •  •^«—1)  fnjj 

SO  dafs 

dxi        dxi         df„   dxi 

ist,  oder,  wenn  wir  statt  Fa  wieder  /"«  schreiben,  aber  die  Differential- 
quotienten von  /"a,  die  unter  der  Hypothese  jener  Ersetzung  von  Xn  ge- 
bildet sind,  durch  Einklanunem  kenntlich  machen, 

i^«  _  (^\  o-  (^-^\  ^ 

dx,  ~  \dxj  "+"  \dfj  dx,' 
Hiemach  nimmt  der  Ausdruck  (9)  die  folgende  Gestalt  an 

(^Ji\  A.  (^ f^\  ^A    (  ^Il\ a. (^A\ If^      f^M  ^ 

\dxj  T-  \d-fj  dx/"  \dx^J "f" \d fj dx„_^        \^ fn)  dx, 


(33)     J  = 


n 
n 


(K-l\    ,    /Ö  fn-l\  2  fn        (H^r  \,(»  fn-l\  ±fn_  /^ /UA  H. 

\dxJ-T- \-Jf^  )dx\'"  \dx„_J '^\df~J dx^^       Kd f^Jdx, 


dx^ 


df. 


dx 


n— 1 


dx_ 


*)  Hat  man  z.  B.  die  Variabein  x,  y,  z  und  die  Beziehung 

fi^y  y,  S!)  ^X*  +  f  +  Z'  «  C,  , 
Baasenborger,  analyt.  Mechanik.   I.  12 
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Bekanntlich  bleibt  eine  Determinante  ungeändert,  wenn  man  die  Ele- 
mente einer  beliebigen  Horizontalreihe  mit  demselben  Faktor  multipliziert 
und  diese  Produkte  zu  den  Gliedern  einer  andern  Reihe  addiert.  Multi- 
pliziert man  nun  in  (33)  die  Elemente  der  letzten  Horizontalreihe  mit 

—  iwTt  ^"^^  addiert  sie  zur   ersten  Horizontalreihe,   dann  mit  —  ( 57^ ) 

und  addiert  sie  zur  zweiten  Horizontalreihe  u.  s.  w..  so  nimmt  (33)  die 
vereinfachte  Gestalt  an 


J  = 


oder 


\dx. 


) 


\dx^)     \dxj  \d^n^i) 


0 


0 


\  dx^  )\  dx^  J  '  "  \dx^_J 


dL 


dL 


a/-. 


dxi         dx^ 


dx 


n— 1 


dx^ 


(34) 


J  = 


\dxj     \dxj  \.3a;^J 


\dxt  /\  a«,  /  "  '  \8x^_J 


dx^ 


A\ 


Weiter  möge  rc«  aus  (13)  eliminiert  werden,  so  dafs  noch  die  Differen- 
tialgleichung 

(35)  dx  :  äXy  :  Ax^  :  .  .  . :  dXn-\  =  X :  X^  :  ^  :  .  .  . :  X,>_i 

zu  integrieren  bleibt;  in  derselben  denken  wir  uns  natürlich  X,  X^  u.  s.  w. 
entsprechend  transformiert.  Bezeichnet  nun  ft  den  Multiplikator  dieses 
Systems,  \i^  aber  den  Multiplikator  im  weiteren  Sinne,  d.  h.  eine  Grofse, 
welche  der  (28)  entsprechenden  partiellen  Differentialgleichung  genügt, 
so  ist 

1*1  X  ==  F{f^  if^i"'  fn-u  Cn)  ^' , 


(36) 


Bo  kann  man  auch 

z  ==  Vcj  —  a;*  — ~y*  =  ^f^  —  ä*  —  y' 
setzen,  wo  jetzt  f^  gewissermafsen  als  neue  unbekannte  anftritt. 
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wie    infolge    der  Willktirlichkeit  von  F  geschrieben   werden   kann.     Aus 
(31),  (34)  und  (36)  folgt 

(37)  f*i  =  W" ' 

wenn  man  die  Vieldeutigkeit  von  fij  und  M^  berücksichtigt. 

Kennt  man  also  aufser  einem  Multiplikator  des  Systems  (13) 
noch  ein  Integral  fn  <=  c«  desselben,  und  eliminiert  man  mittels 
des  letzteren  Xn  aus  (13),  so  kennt  man  auch  einen  Multipli- 
kator*) des  reduzierten  Systems. 

Aus  der  Herleitung  ist  ersichtlich,  dafs  es  nicht  genügt,  ein  Integral 
zu  kennen,  in  welchem  die  Eonstante  Cn  einen  speziellen  Wert  besitzt; 
nur  wenn  man  das  Integral  mit  der  allgemeinen  Konstanten  kennt, 
Mst  es  sich  in  die  Form  (32)  hetzen. 

10«  Kennt  man  k  vollständige  Integrale  des  Systems  (13),  so  kann 
man  dieselben  in  die  Form  setzen 


(38) 


In  (P^^  ^l  j  •  •  •  ^n)  ^  ^n  > 

fn — 1  v^j  ÄJ| ,  .  .  .  Xn — 1 ,  Cft)  ^=  Cn — i  , 

fn—'i{x^  iTj,  .  .  .  a;„_2,  C»,  Cn-l)  =  Cn—2 


/«— Jt-fl  (^»  ^1 »  •  •  •  ^«— *+l)  ^n,  Cn—lt  .  .  .  C»-t4.2)  =  Cn-^k+1  \ 

man  braucht  eben  nur  aus  dem  zweiten  mit  Hilfe  des  ersten  Xni  aus  dem 
dritten  mit  Hilfe  der  beiden  ersten  Xn  nnd  Xn~-\  zu  eliminieren  u.  s.  w. 
Die  Differentialquotienten,  welche  von  den  fa  unter  Voraussetzung  dieser 
Umformung  gebildet  werden,  wollen  wir  wieder  einklammem. 

Eliminieren  wir  nun  aus  (35)  mit  Hilfe  von  f^—i  ==  c„— i  die  Va- 
ria.ble  a?„-i,  so  erhalten  wir  nach  (37)  für  einen  Multiplikator  des  neuen 
Systems 

ih ^       _J^i 


(39) 


f*i 


dx. 


UU) 


Fahren  wir  in  analoger  Weise  fort,  so  erhalten  wir  als  Multiplikator  des 
Systems,  welches  aus  (13)  durch  Elimination  von  t«,  Xn^i^  .  .  .  Xn—k-{-i 
mittels  (38)  hervorgeht,  den  Ausdruck 


(40) 


l(*-1) 


Kennt    man    demnach    (n —  l)    vollständige    Integrale    des 
Systems  (l3)  und   aufserdem  einen  Multiplikator  desselben,  so 


*)  Im  weiteren  Sinne. 
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reduziert  sich  die  Aufgabe  auf  die  Integration  einer  Differen- 
tialgleichung 

(41)  dx  :  dXy  =  X :  Z^ , 

welche  nur  noch  eine  abhängige  Variable  enthält  und  von  der 
ein  Multiplikator  (der  „letzte  Multiplikator"^  bekannt  ist.  Die 
Differentialgleichung  (41)  ist  aber  infolge  dessen  nach  2.  inte- 
grierbar. 

Die  Kenntnis  eines  Multiplikators  des  Systems  liefert  also, 
wenn  (n  —  l)  Integrale  desselben  bekannt  sind,  das  n*®  Integral. 

Übrigens  kann  der  Ausdruck  (40)  in  eine  elegantere  Form  gesetzt 
werden,  welche  von  dem  successiven  Eliminieren  nicht  beeinflufst  ist.  Es 
ist  nämlich 


(42) 


d 


8/;    du 


du 


dx, 
dU 


d  x^     dxn 


14 

dU_ 

dx. 


dL      df. 


dx^      dx^ 


dx^ 


Dies  geht  aus  der  Gleichung  (34)  hervor;  denn  man  braucht  in  der 
rechten  Seite  von  (42)  nur  die  Umformung  vorzunehmen,  welche  zu  (34) 

a/; 

führte,  um  zu  einem  Produkte  von  ^ —  in   eine  neue  Determinante  mit 

71 

{n  —  2)^  eingeklammerten  Differentialquotienten  zu  gelangen,  und  die 
Fortsetzung  dieses  Verfahrens  führt  successive  die  rechte  Seite  von  (42) 
in  die  linke  über. 


§  27. 

Elemente  der  Theorie  der  partiellen  Differentialgleiohiuigen  erster 

Ordnimg,  insbesondere  der  linearen. 

1.  Unsere  Betrachtungen  über  Systeme  von  totalen  Differential- 
gleichungen erster  Ordnung,  welche  wir  sofort  auf  beliebige  Systeme  to- 
taler Differentialgleichungen  ausdehnen  konnten,  würden  unvollständig  sein, 
wenn  wir  sie  nicht  mit  der  Theorie  der  linearen  partiellen  Diffe- 
rentialgleichungen erster  Ordnung  in  Zusammenhang  brächten; 
denn  thatsächlich  fUllt  die  Theorie  dieser  speziellen  Art  partieller 
Differentialgleichungen  mit  der  allgemeinen  der  Systeme  von  totalen 
Differentialgleichungen  (teilweise)  zusanmien*). 


*)  Man  findet  den  gröfsten  Teil  des  hier  vorgetragenen  Gegenstandes  ans- 
führlicher  behandelt  in  Mansion,  Theorie  des  ^quations  anx  ddriv^es 
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Wir  geben  zuerst  einige  allgemeinere  Bemerkungen  über  partielle 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung  überhaupt;  Systeme  solcher  Glei- 
chungen, bei  welchen  mehrere  abhängige  Yariabeln  auftreten,  schliefsen 
wir  aus.  Dann  behandeln  wir  die  linearen  Gleichungen  dieser  Art  weiter^ 
d.  h.  diejenigen,  welche  die  partiellen  Differentialquotienten  nur  in  der 
ersten  Potenz  enthalten.  Um  verständlicher  zu  werden,  betrachten  wir  für 
den  Anfang  partielle  Differentialgleichungen,  welche  nur  zwei  unabhängige 
Yariabeln  besitzen. 

2.     Ist  die  Gleichung 
(1)  y^K^i,  ^%,  «i,  <H) 

vorgelegt,  in  der  x^  und  x^  die  unabhängigen  Yariabeln,  y  die  abhängige, 
a^  und  Oj  aber  zwei  willkürliche  Eonstanten  bedeuten,  so  können  wir  aus 
(l)  und  den  beiden  partiellen  Ableitungen 

^  ^  dxi        dxi '     dx^        dx^ 

die  beiden  Eonstanten  a^  und  a^  eliminieren  und  so  eine  partielle  Dif- 
ferentialgleichung erster  Ordnung 

(3)  ^(^•'^«'y'lv^)  =  o 


erzielen. 

Beispiel  1. 

Ist 

y  =  a^x^^  +  a^x^^ , 

so  folgt 

J,-2«i^M    a4-2a«^.. 

<.1m^ 

dy                  dy 

dXi                dx^ 
"i        2a:,'    ^  '^  2a;,  ' 

also 

1        dy    i     i        dy 
^  ""  2  ^1  aa;,  "T-  2  ^8  dx^ ' 

Hiernach  mufs  man  erwarten,  dafs  jeder  partiellen  Differentialgleichung 
erster  Ordnung  (3)  eine*)  Integralgleichung  (l)  entspricht,  welche  zwei 
willkürliche  Eonstanten  enthält.  Dieselbe  soll  ein  vollständiges  Integral 
der  Differentialgleichung  heifsen. 

3.  Aber  noch  ein  ganz  anderer  Weg  führt  zu  Differentialgleichungen 
dieser  Art.    Es  sei 

(4)  y  —  F[xi,  x^,  g>{f{^i}^i))] , 


partielles  du  premier  ordre;  Graindorge,  Memoire  sur  Tintdgration 
des  dqaations  auz  d^rivdes  partielles  des  deux  premiers  ordres,  Me- 
moires  de  la  sog.  roy.  des  sciences  de  Li^go,  (2),  B.  5. 

*)  In  Wirklichkeit  existieren  unendlich  viele  Integrale  dieser  Art. 
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worin  F  und  f  zwei  bestimmt  vorgelegte,  q)  aber  eine  ganz  willkürliehe 
Funktion  bezeichne. 

Die  partiellen  Differentiationen  liefern 

dy  ^  aF   ,    dF  dq>    df 

'  ay  ^a£  ,  a^a^  _a/;. 

dx^  "^  aar,    '   a^    a/"  aajj ' 

a^  dF 

P —  und  ^ —  bezeichnen  hierin  die  Ableitungen  von  F^  welche  nach  den 

aufserhalb  (p  vorkommenden  Xi  und  x^  genommen  sind.    Aus  den  beiden 
Gleichungen  (5)  läfst  sich  zunächst 

dF  d(p 
dq>   df 

eliminieren,  worauf  aus  der  resultierenden  Gleichung  die  Gröfse 

dF  dF 

welche  noch  in  w^  und  ^      unverändert  vorkommt,  mittels  (4)  beseitigt 

werden  kann.     So  erhält  man  wieder   eine  Gleichung  von  der  Form  (3)« 
Beispiel  2. 

y===^i*  +  ^2*  +  9K^a)i 

-^r^      =     ^^l     +     9>'^2, 

dx'  "^  ^^2  +  9'^!) 

also  nach  Elimination  von  q>' 


a^         ^8;)/*.         ^^i     1    2ii^2    — ^* 


^  dxi        ***  dx^ 

Die  Gleichung  (4),  welche  eine  willkürliche  Funktion  enthält,  heifst  das 
allgemeine  Integral  der  zugehörigen  partiellen  Differentialgleichung. 

Wir  gelangen  also  auf  zwei  ganz  verschiedenen  Wegen  zu  der  par- 
tiellen Differentialgleichung  und  umgekehrt  von  dieser  zu  zwei  Integralen 
von  scheinbar  ganz  verschiedenem  Charakter;  wir  wollen  zeigen,  dafs  das 
allgemeine  Integral  aus  einem  vollständigen  in  einfacher  Weise  abgeleitet 
werden  kann. 

Andrerseits  ist  klar,  dafs  eine  Spezialisierung  der  willkürlichen  Funktion 
des  allgemeinen  Integrals  beliebig  viele  vollständige  Integrale  liefert. 

4.  Die  Herleitung  der  partiellen  Differentialgleichung  (3)  aus  der 
Integralgleichung  (l)  bleibt  unter  gewissen  Bedingungen  noch  richtig, 
wenn  die  Gröfsen  a^  und  a^  nicht  mehr  als  Eonstanten,  sondern  als  Funk- 
tionen von  Xi  und  x^  angesehen  werden.     In  diesem  Falle  ist 
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(6) 


dy 


df  doi    .    df  da. 
df  da^    ,     df  da^ 


dx^        dx^    '    da^  dx^    "^  da^  dx^ 

Sollen  diese  Gleichungen  mit  (2)  identisch  werden,   wodurch  die  Heiiei« 
tung  der  Gleichung  (3)  angeändert  bleibt,  so  mufs 


(7) 


sein. 


df  da,    .     ^Z*  ^q»  ^  Q 
da^  dxi    *    da^  dx^  ' 

df  da^    .     ^f  ^^  ^Q 
dc^i  dx^    *^  da^  dx^ 

Betrachten  wir  hierin  i^—^  und  ^ —  als  Unbekannte  und  setzen 

doi    da^ 


dxi    dxi 
da^    da^ 


(8)  ^  = 

so  erhalten  wir  nach  den  bekannten  Eliminationsregeln 


(9) 


da^ 


0, 


dOi 


doi        d-Of  ' 


Die  Gleichungen  können  befriedigt  werden  durch  die  Annahmen: 

a)  (10) 

b)  (11)  J  =  0. 

Eliminiert  man  unter  Annahme  der  Gleichungen  (lO)  mittels  dieser  a, 
und  02  aus  (l),  so  entsteht  eine  neue,  von  Konstanten  freie  Integral- 
gleichung der  Differentialgleichung  (3);  man  nennt  sie  ein  singulare s 
Integral  von  (3).  Dieselbe  ist  den  singulären  Integralen  totaler  Differen- 
tialgleichungen durchaus  analog. 

Das  Bestehen  der  Gleichung  (ll)  wird  nach  §  26,  3  durch  die  An- 
nahme  ermöglicht,   dafs  a^   eine   beliebige  Fimktion  von  a^  ist*);  es  sei 

(12)  02  =  9^00- 

Alsdann  gehen  die  Gleichungen  (7)  in  die  einzige  Relation 


(13) 


df    ,     d_f^  da^ 
doi"^  da^  dai 


0 


über,  welche  mit  (12)  eine  Elimination  von  a^  und  a^  aus  (l)  möglich 
macht.  Hierdurch  wird  eine  Integralgleichung  mit  einer  willkürlichen 
Funktion,   also   ein  allgemeines  Integral   erlangt. 


*)  Dafs  umgekehrt  (11)  eine  Relation  (12)  als  notwendige  Folge  nach  sich 
zieht,  wird  weiter  unten  nachgewiesen. 
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Die  Kenntnis  eines  vollständigen  Integrals  liefert  zugleich 
das  allgemeine  and  eventuell  auch  ein  singuläres  Integral. 
Beispiel.    Für  das  Beispiel  1  wird  (13) 

also 

«i=z(-5-I), 

wenn  %  die  Umkehnmg  von  q>'  bezeichnet;  femer  ist 

««  =  9»  [z  (  -  |-!)] , 
wo  q>  durch  %  bestimmt  ist.     Somit  erhalten  wir 

wofür  wir  kürzer  unter  Einführung  einer  neuen  willkürlichen  Funktion  tf; 


2 

^2 


ilf(x)  =  a^x  +  Oj, 


schreiben  dürfen. 
Setzen  wir 

so  geht  das  Integral  in 

über,  also  in  das  uns  bekannte  vollständige  Integral. 

5.  Die  Behandlimg  der  allgemeineren  partiellen  DifiFerentialgleichung 
erster  Ordnung,  in  welcher  n  unabhängige  Yariabeln  auftreten,  können 
wir  nach  dem  gegebenen  Muster  leicht  erledigen. 

Aus  einer  Gleichung 

(14)  y  =  f{xi,  fl^a,  . . .  Xnj  «,,  o^,  . . ,  a„), 

welche  n  willkürliche  Eonstanten  enthält,  folgt 

Cl5'\  ^  =  IL       -^==1Z  dy   ^  df 

^     ^  dxi        dxi^     dx^        dx^"*     '''     dx^       ^^n' 

eliminieren  wir  aus  (14)  und  (15)  die  n  Konstanten,  so  erhalten  wir  die 
partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung 

(16)  ^(a;„a;„...a;„y,  ^,^,  ...^)  =  0. 

Umgekehrt  müssen   wir  erwarten,   dafs   einer  Gleichung  (16)   ein   voll- 
ständiges Integral  mit  n  Konstanten  entspricht. 

Setzen  wir  in  (14)  an  Stelle  der  Konstanten  Funktionen  der 
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SO  gelangen  wir  zu  dei'selben  Gleichung  (16),  wenn 


(17) 


+ 


df  ^«, 


ca    dxi 


0 


ist. 


Aus  diesen  Gleichungen  folgt,  wenn 


+ 


df  2« 


(18) 


da. 


,--  =  0 


dxi 


c  x^ 


dxi 

dx^ 


^  a,     d  (t. 


^ 

^a:. 


gesetzt  wird  und  man  ci     i  0     1  •  •  •  0 —  als  Unbekannte  ansieht. 


(19) 


^  ,|/".  =  0,   J  1^  «=  0,  ...  J  5^-  =  0. 


Diese  Relationen  können  dadurch  befriedigt  sein,  dal's 

f>f 


(20) 


da^ 


df 


da„ 

n 


wird.     Aus   (20)  und  (14)    lassen    sich  dann   die   Gröfsen   a^^  a^^  ,  .  ,  a^ 
eliminieren,  wodurch  man  zu  dem  singulären  Integrale  gelangt. 
Andrerseits  kann  den  Gleichungen  (10)  durch 

(21)  ^  =  0 

genüge  geleistet  werden;  dies  trifft  zu,  wenn  zwischen  aj,  o^,  .  . .  an  eine 
Relation  besteht,  so  dafs  z.  B. 

(22)  a«  =  9)(a,,  Oa,  , .  .  a«-i) 

ist.    Dui'ch  Einführung  dieser  Beziehung  gehen  die  Gleichungen  (17)  Über  in 


(23) 


186  Dritter  Abschnitt. 

Dieselben  werden,  wenn  zwischen  a^,  o^,  .  . .  a„— i  keine  weiteren  Be- 
ziehungen bestehen'^),  nur  durch  die  Annahme 

befriedigt.  Diese  Gleichungen  gestatten  es,  mit  Benutzung  von  (22)  in 
(14)  die  Gröfsen  a^,  o^,  ...  a«  durch  Funktionen  von  a?!,  rr«,  .  • .  ar«  zu 
ersetzen,  wobei  eine  willkürliche  Funktion  von  n  Variabein,  9,  auftritt. 
So  erhält  man  das  allgemeine  Integral. 

Es  ist  möglich,  dafs  aufser  (22)  noch  andere  Funktionalbeziehungen 
zwischen  den  a  stattfinden;  dies  trifft  ein,  wenn  auch  die  ünterdetermi- 
nanten  von  J  verschwinden  u.  s.  w.  Wir  wollen  auf  die  hieraus  folgenden 
Integrale  nicht  weiter  eingehen. 

Im  Übrigen  hat  es  keine  Schwierigkeit,  aus  einem  allgemeinen  In- 
tegral mit  einer  willkürlichen  Funktion  von  a^i,  o^g,  •  .  .  a;,»  umgekehrt  die 
partielle  Differentialgleichung  abzuleiten. 

6«  Wir  können  auch  zeigen,  dafs  (14)  und  die  daraus  abgeleiteten 
Integrale  die  einzigen  Integrale  der  Differentialgleichung  (16)  sind. 
Genügt  nämlich 

(25)  y  =  fii^i,  x^,  ..,  Xn) 

der  Gleichung  (16),  so  können  wir  uns  in 

tyj^li  3^2,   .  •  .  fl/nj  ^1)  ^2?  •  *  •  ^»y 

die  Konstanten  durch  solche  Funktionen  der  unabhängigen  Variabeln  er- 
setzt denken,  dafs 

wird;  wir  brauchen  nämlich  nur  in  (26)  die  Ausdrücke  für  f  und  /i  aus 
(14)  und  (25)  einzuführen  und  dann  a^,  a^,  ...  a»  aus  diesen  Gleichungen 
zu  berechnen.     Es  ist  nun 

d{f-f.)  _  Wn/i) gy-A)  _  Q 

dxi  dx^  dx^  ' 

also 

(27)  f—f^^C, 

worin  C  eine  von  x^,  oo^^  . ,  .  Xn  unabhängige  Konstante  ist.  Führt  man 
aber  einmal  ff  =  f^  dann  y  =  fi  in  (16)  ein,  so  ergiebt  sich  durch  Ver- 
gleich C«=0,  falls  nicht  eine  additive  Konstante  in  (14)  auftritt. 


*)  Man  bemerke,  dafs  n  Glcichnngen  vorbanden  sind,  in  welchen  aufserhalb 
der  Klammem  nur  die  Differentialquotienten  von  (n  —  1)  Gröfsen  Oj ,  a, ,  ...  a^_j 
auftreten. 
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Die  Auffindung  eines  vollständigen  Integrals  liefert  also 
sämtliche  Integrale  der  partiellen  Differentialgleichung  erster 
Ordnung. 

7.  Wir  wenden  uns  jetzt  zur  Untersuchung  der  linearen  partiellen 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung,  wobei  wir  uns  auf  diejenigen  ein- 
schränken wollen,  deren  sämtliche  Glieder  einen  partiellen  Differential- 
quotienten zum  Faktor  haben  und  welche  y  selbst  nicht  enthalten.  Um 
bequemer  an  die  Untersuchungen  des  vorigen  Paragraphen  anknüpfen 
zu  können,  nehmen  wir  (n  -f*  l)  unabhängige  Variabein  a?,  rci,  rcj,  . .  .  Xn 


an;  es  sei 


^y  i  -xr  ^y  \  ^  ^y  \        i   v  ^y 


die  partielle  Differentialgleichung,  in  der  X,  X^  u.  s.  w.  beliebige  Funk- 
tionen von  rc,  fl?!,  a*2,  .  .  .  iTn  bezeichnen.  Wir  denken  uns  andrerseits  die 
Gleichung  §  26,  (13)  wiUkürlich  aufgestellt,  welche  die  Integrale  §  26,  (6) 
besitzen  mag.  Dann  sind  offenbar  y  =  /i,  y  =  ^2>  •  •  •  ^  **=  /*«  Integrale*) 
von  (28).  Setzen  wir  nämlich  in  den  aus  (6)  folgenden  Gleichxmgen  (7) 
von  §  26  nach  §  26,  (12) 

dx^        X,     d^ X,  ^        X^ 

dx^  X'    dx  ~  X'  "'    dx  ^  ~X' 

so  gehen  dieselben  in  die  Gleichungen 

u.  s.  w. 

über,  die  mit  (28)  für  ^^  =  /i,  y  =  /j  u.  s.  w.  tibereinstimmen. 
Aber  auch  jede  Funktion  von  A,  /i,  .  .  ■  /"«,  z.  B. 

(30)  Fifi,  f*,  -  ■  '  fn), 

befriedigt  die  Gleichung  (28).    Es  folgt  nämlich 

dx     a/i  dx  "^  a/;  a^  "»        •"  a/-«  a« 

u.  s.  w., 
was  in  (28)  eingesetzt  liefert: 

Ofi     \^      dx      *         ^  OXi      *  '  *•  ^^n/ 

Nach  (29)  ist  aber  diese  Gleichung  befriedigt. 

*)  SelbstverBtändlich  sind  f^  u.  s.  w.  nicht  als  Konstanten  c^  u.  s.  w.,  son- 
dern eben  als  Funktionen  von  x,  x^,  .  ,  .  x^  z\x  denken. 
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Durch  (30)  ist,  falls  fu  fi^  -  •  >  fn  voneinander  unabhängig  sind, 
so  dafs  keine  dieser  Funktionen  als  Funktion  der  übrigen  darstellbar  ist, 
das  allgemeinste  Integral  von  (28)  gegeben. 

Ist  nämlich 

ein  Integral  von  (28),  so  kann  man  zu  den  n  Gleichungen  (29)  die  («+1)*® 


(31) 


-'^  +  £^.+  /i^.  +  -'+^* 


dx 


dx. 


0 


hinzufügen.     Die  (n  -|~  l)  Gleichungen  zwischen 


X,     X, 


5 

X 


können  nur  zusammen  bestehen,    ohne    dafs  X 
wird,  wenn  die  Funktionaldeterminante 


=  x, 


=  J«  =  0 


(32) 


df     df      df 


dx     dxi 


dx, 
»f. 


dx     dx^     cx^ 


IL 

dx, 

dU 

dx^ 


dfn       ^fn      df. 


dfn 


dx    dx^     dx^ 


dx 


n 


=  0 


ist.  Das  Verschwinden  der  Funktionaldeterminante  zeigt  aber, 
wie  wir  an  dieser  Stelle  begründen  wollen,  an,  dafs  /"sich  als  Funk- 
tion von  /i,  /i?  •  •  .  fn  darstellen  läfst. 

Betrachten  wir  nämlich  die  Ausdrücke  fi^  fi^  *  >  *  fn  aJs  neue  Va- 
riable*), so  können  wir  uns  durch  sie  und  x  die  Variabein  a?|,  rCg, . .  .  o;« 
ausgedrückt  denken;  diese  Werte  führen  wir  dann  statt  x^^  x^^  .  ,  .  Xn  in 
f{x^  a?!,  x^j  ...  Xn)  ein.  Nach  dieser  Umformung  sind  in  (32)  an  Stelle 
der  Gröfsen,  welche  die  erste  Horizontalreihe  bilden,  die  folgenden  ein- 
zusetzen: 


aa;    '    df,  dx  '^  dft    dx  "^ 

dfi  dxi  "*"  dfi  dxi* 
u.  s.  w. 


+ 


+ 


df  df, 


n 

dx' 


If  K, 

dfZ  dx, ' 


^  Man  setze,  falls  diese  Darstellnngsweise  unklar  sein  sollte, 

Vi  ^  /i (^»  '"^i»  ^ji  •  •  •  ^„)  u.  s.  w. 

und  denke  sich  nun  x,',  x^,  , ,  .  x^  durch  x^  y,^  y^j  ,  .  ,  y^  ausgedrückt. 
Stelle  von  yi  schreiben  wir  dann  f^  n.  s.  w. 


An 
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Multipliziert  man  aber  die  zweite,  dritte,  ...(«+  l)**  Horizontalreihe  mit 


dl     dl 


dl 
»f. 


und   subtrahiert    sie   von   der  ersten,   wodurch   keine   Wertänderung   der 
Determinante  veranlafst  wird,  so  geht  (32)  in 


^  1 

dx 

0 

0 

...    0 

du 

dx 

dxi 

dx^ 

*    •    •      Q 

dx„ 

3/.  a/.  dL 


df. 


oder 


(33) 


dx 

dxi 

aa?a 

'  3«« 

dfi 

ef^ 

du 

dxi 

dx^ 

dx„ 

df 

• 
• 

dx 

• 

«/•, 

^fn 

dfn 

dx^ 

dx^      " 

aar. 

=  0 


dx 


über*). 


Falls  nun  die  Determinante  J  nicht  verschwindet,  so  ist 

dx     "' 


d.  h.  f  ist  in  seiner  neuen  Form  von  x  unabhängig,  also  lediglich  eine 

Funktion  von  /i,  /i,  .  •  •  /*n. 

Das  Verschwinden  von  J  würde  in  gleicher  Weise  darthun,  dafs  /i 
eine  Funktion  von  f^^  .  * .  fn  ist,  falls  nicht  wiederum  eine  Unterdeter- 
minante von  J  ^  z.  B. 

dd 
a|^' 

dxi 

verschwindet  u.  s.  w.  Durch  Fortsetzung  dieser  Schlufsweise  gelangt  man 
zu  dem  Resultat,  dafs  das  Bestehen  von  (32)  eine  Funktionalbeziehung 
zwischen  den  Qröfsen  /*,  /i,  /i,  •  •  •  /*»  involviert**). 

Wir  schliefsen  hiemach,  dafs  die  Gleichungen  (29)  und  (31)  nur 
dann  zusammen  bestehen  können,  wenn  /*,  /l,  A,  .  •  •  Z^»  nicht  alle  von- 
einander unabhängig  sind.     (30)  liefert  also  das  allgemeinste  Integral  der 

*)  J  wird  hier  in  demselben  Sinne  wie  in  §  26  gebraucht. 
**)  Die   letzte   Unterdeterminante,    za   welcher   man   gelangt,   lautet  näm- 


lieh 


dx 


n 
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partiellen  Differentialgleichang  (28).  Durch  Spezialisieren  der  ganz  will- 
kürlichen Funktion  F  kann  man  auf  unendlich  viele  Arten  zn  einem 
vollständigen  Integral  gelangen. 

8.  Jede  nicht  lineare  partielle  Differentialgleichung  erster 
Ordnung  mit  einer  abhängigen  Yariabeln  läfst  sich  auf  eine 
lineare  zurückführen.  Wir  wollen  diese  Untersuchung  nur  für  den 
Fall  zweier  unabhängigen  Variabein,  der  schon  von  Lagrange  behandelt 
wurde,  durchführen. 

Ist 

(34)  i<;(y,  x^,  x^^  Pt,  p^)  =  0 

die  fragliche  Differentialgleichung,  in  der 

gesetzt  ist;  so  dafs 

(36)  dy  =  Pi  dx^  +  p^dx^ 

wird,  so  läuft  die  Integration  von  (34)  offenbar  darauf  hinaus,  einen  Wert 

(37)  i?i  =  9>i(yi  ^11  ^1  a) 

zu  finden,  welcher  in  (36)  substituiert  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung 
in  ein  vollständiges  Differential  verwandelt.  (37)  mufs  die  willkürliche 
Konstante  a  enthalten,  damit  nach  Ausführung  der  Integration  von  (36) 
ein  vollständiges  Integral  mit  zwei  willkürlichen  Konstanten  erhalten  wird. 
Damit  aber  (36)  integrierbar  wird,  braucht  man  nur  eine  Differential- 
gleichung aufzustellen,  welche  aus  der  Bemerkung  hervorgeht,  dafs 

^     ^  dx^       dx^        dxydx^ 

ist.     Denken  wir  uns  also  p^  aus  (34)  in  der  Form 
(39)  p^  =  g>i(y,  x^,  rCg,  p^) 

berechnet,  so  mufs 


oder 


dvpi     dy     ,     d^ffj^  __  d(pt    dy     ,     d^    ,     d(pj  dpi 
dy     dx^     '     dx^  dy     dx^   ''     dx^   ''     dpi    dx^ 

P^  ^^,     \     P/*.         Pi   ;)*/    T  c^r^    T 


dy      "^  dx^        ^^   dy      *     dx^     '     dp^    dx^ 
oder 

r.n\  ^  ^^  _i  ^5Pi        ^9i   ^^>^  ^   ^yt    I    ^yi 

(40)  9>2  "ä^  +  ä^  -  äK  ~dx;  -  9^1  "ä^r  +  ^ 

sein.  Da  aber  tp^  und  seine  Differentialquotienten  hinschreibbare  Aus- 
drücke sind,  so  haben  wir  hierdurch  für  €p^  eine  lineare  partielle  Diffe- 
rentialgleichung erster  Ordnung  erlangt,  von  der  ein  einziges  Integral 
mit  einer  willkürlichen  Konstanten  genügt,  um  die  Integration  von  (34) 
auf  eine  einfache  totale  Differentialgleichung  erster  Ordnung  zu  redu- 
zieren. 
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Enthält  'ij;    die   abhängige   Variable  y  nicht  explizite,    so  reduziert 
sich  (40)  auf 

^     ^  dx^        dpi   dxi        dx^ 

Nun  ist  aber,  wenn  man  auf  (34)  zurückgeht,  in  diesem  Falle 


dx^ 

dpf          a  OS, 

dXi               dip   ' 

dp. 

a^ 

dtpt 

dpi 

dp. 

dtp    ' 

ajp. 

dtff   a^p, . 

1    dip    dtp,    1    at^ 

wodurch  (41)  in 

^     -^  api    dx,     '     öpj     arc,     *    ox, 

übergeht.     Denken  wir  uns  femer  (37)  nach  a  aufgelöst,  so  dafs 

(43)  a  =  q>{x^,  x^,  p^) 

wird,  so  ist 

dqi  dtp 


dtPi         dpi 
dx,          dxi 

dx, 
dtp    ' 

dtp, 
dx^ 

a.r, 

dtp 

dp. 

dp. 

und  (42)  verwandelt  sich  in 

(44)                      f^    ?"   +  f 
^     ^                     dp,    cx,     ^     dp^ 

dtp 

äa?2 

dip 
dx, 

dp. 

Dies  ist  für  tp  eine  lineare  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung 
mit  drei  unabhängigen  Variabein  und  zwar  eine  der  früher  behandelten 
Art,  welche  sich  auf  ein  System  totaler  Differentialgleichungen  zurück- 
führen läfst.  Kennt  man  eines  ihrer  Integrale  mit  nur  einer  willkür- 
lichen Variabein,  so  wird  (36),  in  dessen  rechter  Seite  jetzt  y  nicht  vor- 
kommt, direkt  integrabel  und  wir  erhalten  somit  das  vollständige  Integral 
von  (34)  mit  zwei  willkürlichen  Konstanten.  (Siehe  auch  die  Zusätze.) 

§  28. 

Anwendung  der  Theorie  des  leisten  Mnltiplikators  anf  das  fireie 

System  materieller  Punkte. 

!•  Die  Theorie  des  letzten  Multiplikators  ist  deshalb  für  die  Mechanik 
von  Bedeutung,  weil  sie  gerade  bei  den  wichtigsten  Fällen  der  Bewegungs- 
gleichungen zur  Anwendung  gebracht  werden  kann.  Wenn  die  Kräfte- 
komponenten Xa,  iTa,  Za  nur  von  den  Koordinaten  und  der  Zeit 
abhängen,  wenn  also  insbesondere  die  Geschwindigkeiten  nicht 
in  den  Kräftekomponenten  auftreten,  so  läfst  sich  ein  Multipli- 
kator des  Systems  immer  angeben. 
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In  §  24  konnten  wir  günstigsten  Falls  sieben  allgemeine  Integrale  der 
3n  Bewegungsgleichungen  aufstellen;  von  denselben  waren  drei  voll- 
ständig integrierte  Gleichungen,  vier  Differentialgleichungen  erster  Ord- 
nung. Denkt  man  sich  das  System  von  3n  Bewegungsgleichungen  in 
ein  System  von  6n  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  transformiert, 
so  kann  man  sagen,  dafs  zehn  Integrale  dieses  Systems  mit  zehn  willkür- 
lichen Eonstanten  als  bekannt  anzusehen  sind;  denn  die  drei  vollständigen 
Integrale  sind  doppelt  zu  rechnen.  Zu  diesen  zehn  direkt  angebbai-en 
Integralen  tritt  jetzt  ein  elftes  hinzu,  welches  hingeschrieben  werden  kann, 
wenn  die  übrigen  6« —  11  Integrale  gefunden  sind. 

Freilich  hat  diese  ganze  Untersuchung  bis  jetzt  nur  einen  theoretischen 
Wert  geboten;  denn  in  Praxis  hat  das  Prinzip  des  letzten  Multiplikators 
nur  in  solchen  Fällen  Resultate  geliefert,  in  denen  auch  elementarere  Me- 
thoden zum  Ziele  führten. 

An  dieser  Stelle  wollen  wir  uns  auf  die  Behandlung  freier  Systeme 
beschränken.  Bei  beliebigen  Bedingungsgleichungen  bleibt  das  Verfahren, 
angewandt  auf  die  Lagrange 'sehen  Ausdrücke  der  Eräftecomponenten, 
durchführbar;  doch  ist  die  Bechnung  eine  etwas  umständliche,  während  sie 
bei  Anwendung  der  Hamilton 'sehen  Form  der  Bewegungsgleichungen  eine 
ungleich  einfachere  wird.  Die  allgemeine  Behandlung  mag  daher  bis  nach 
Einführung  dieser  verschoben  werden. 

2,    Die  Differentialgleichungen  der  freien  Bewegung  seien  wieder 

y    V  ^*^a  ^Va  ^*^a 

{l\  5  es    X  —  CSS    Y  ^     . 

die  Xaj    Ta^  Za  seien  Funktionen   der  Zeit  und  der  Eoordinaten,    nicht 
aber  der  Differentialquotienten  der  letzteren.     Wir  setzen  dann 

W  dt    ""^'''     dt    ~^"'     dF""^'' 

und  betrachten  diese  Gröfsen  als  neue  Variabeln,  durch  deren  Einführung 

das  System  (l)   von    3n  Differentialgleichungen   zweiter  Ordnung   in   ein 

System  von  ßn  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  umgewandelt  wird. 

Wir  haben 

dx^  dy^  dz^ 

^^^  ■rfT"'-^«'     dr""^*"    "57"^«' 

(2)  und  (3)  können  wir  zusammen  in  die  Form  setzen: 
(4)  dt :  dx^  :  dy^^  :  dZi  :  ,  .  .  , :  dx^  :  dy^  :  dz^  :  .  .  . 

Für  den  Multiplikator  M  des  Systems  haben  wir  nach  §  26,  (28) 
die  partielle  Differentialgleichung 

^^^      dt  dx,  ^  dy,  ^  dz^    ^         ^  a.T/  ^  dy^    ^  dz^    ^      ' 

Da  aber  voraussetzungsmäfsig  X^,   F«,  Za  von  den  Differentialquotienten 
Xai  Ycij  Za  unabhängig  sind,  femer  selbstverständlich  rr/  nicht  Xi  enthält 
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(rein  formell  aufgefafst)  u.  s.  w.,  so  verschwindet  die  rechte  Seite  dieser 

Gleichung;  es  ist 

dlogM 

dt       ""' 
also 

(6)  M  —  Const. 

3.  Sind  die  Komponenten  X^,  Ta^  Za  von  /  unabhängig,  wie  dies 
der  Wirklichkeit  fast  immer  entspricht,  so  kann  man  in  (4)  links  df^ 
rechts  1  einfach  weglassen.  Auch  für  das  übrigbleibende  System  ist  der 
Multiplikator  wieder  eine  Eonstante.  Hat  man  dasselbe  integriert,  also 
alle  Koordinaten  durch  eine,  z.  B.  x^ ,  ausgedrückt,  so  folgt  t  aus  der  Relation 

dxi 


dt    "^  *i 


oder 


(')  '  -/-ST 


Hier  sind  also  die  beiden  letzten  Integrationen  ausführbar. 
4.    Bei  der  Attraktion  eines  materiellen  Punktes  nach  einem  festen 
Zentrum  hatten  wir  die  Differentialgleichungen  (vgl.  §  6) 

d*x        rf  \  ^ 

^  -  f(r)  ^ 
dt^        '^^^  r  ' 

die  wir  unter  Weglassung  von  dt  in  die  Form 

(8)  dx  :  dy  :  dx  :  dy  -=■  x' :  y' :  f{r)  —  :  f{r)  y 

setzen.  Das  Prinzip  der  Erhaltung  der  lebendigen  Kraft  und  der  Flächen- 
satz liefern  zwei  Integrale  dieses  Systems  von  drei  Differentialgleichungen, 
nämlich 

1  [x'»  +  y-«]  ^j'f{r)dr  ^  F(r)  +  C 
oder 

(9)  i-  [x'»  +  y'*]  -  F{r)  =  C 
xmd 

(10)  xy  —yx  ^C. 

Nehmen  wir  den  konstanten  Systemsmultiplikator  s=  i,  so  liefern  §  26, 
(40)  und  (42),  indem  die  linken  Seiten  von  (9)  und  (10)  als  f^  und  f^ 
angesehen  und  x^  y^  x\  y'  an  Stelle  von  x^  x^^  Tj,  %  gesetzt  werden, 
den  letzten  Multiplikator 


(11) 


dft   dft        df,   df,         a!»'  +  yy' 


da/    dy  dy    dx' 

Bausenberger,  anal;«.  Meohanlk.  L  18 
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Die  Differentialgleichung  aber,  welche  zu  integrieren  übrig  bleibt,  ist 

dx  :  dy  =  x'  :  y' 
oder 

(12)  xdy  —  y'dx  =  0  ,• 

es  mufs  daher  der  Ausdruck 

/J3\  g^dy  -  y'dx 

^     ^  xx'  +  yy' 

bei  Benutzung  von  (9)  und  (lO)  sich  als  ein  vollständiges  Differential 
erweisen.  Durch  eine  etwas  unbequeme  Rechnung,  bei  welcher  x'  und 
y'  mittels  (9)  und  (lO)  aus  (13)  eliminiert  werden,  ist  dies  in  der  That 
nachzuweisen.  Man  gelangt  so  zu  dem  Integrale,  zu  welchem  in  §  6  die 
Anwendung  von  Polarkoordinaten  in  bequemerer  Weise  führte. 

§  29. 
Die  Lagrange-Hamilton^sohen  Differentialgleichungen  der  Bewegung. 

1.  In  §  25  hoben  wir  als  Hauptvorteil  des  Hamilton'schen  Prinzips 
die  bequeme  Koordinaten transformation  hervor,  welche  es  ermöglicht;  wir 
wollen  diesen  Punkt  jetzt  eingehender  untersuchen*).  Dabei  wollen  wir 
den  Begriff  „Koordinaten"  sofort  in  seiner  weitesten  Bedeutung  nehmen: 
irgend  welche  3n  Gröfsen,  welche  die  Lage  der  n  bewegten 
Punkte  bestimmen,  mögen  als  Koordinaten  derselben  ange- 
sehen werden.  Sind  g^,  q^^  •  •  •  ^sn  irgend  welche  Funktionen  der 
3  m  Koordinaten  Xa^  ya^  ^a,  so  können  diese  q  als  neue  Koordinaten  des 
Punktesjstems  benutzt  werden.     Ist  nämlich  z.  B. 

(1)  Qa  =  fai^i,   y^,   ^1,    iCg,   3^2,   ^2,    .  .  .)  , 

so  lassen  sich  mittels  dieser  dn  Gleichungen  die  x^  y^  z  als  Funktionen 
—  eventuell  mehrdeutige  —  der  q  darstellen.  Zu  jedem  Wertesystem 
der  q  gehört  also  ein  Wertesjstem  der  x^  y,  0\,  wodurch  die  Lage 
der  n  Punkte,  wenn  vielleicht  auch  nur  mit  endlicher  Vieldeutigkeit, 
bestinmit  ist.  Diese  Vieldeutigkeit  ist  ohne  wesentlichen  Nachteil;  denn 
infolge  der  Stetigkeit  der  Bewegungen  folgt  auf  eine  einmal  fixierte  Kon- 
figuration im  nächsten  Momente  doch  eine  ganz  bestimmte  andere,  einzelne 
Stellen  möglicherweise  ausgenonmien. 

2.    Das  Hamilton' sehe  Prinzip  hat  die  Form 

h 

(2)  df{T+U)dt  =  0, 

*)  Die  Hamilton*  sehen  Untersuchungen  finden  sich  in  den  bereits  §  25 
citierten  Abhandlungen;  sie  wurden  von  Jacob i  so  wesentlich  vereinfach t,  dafs 
derselbe  als  Mitbegründer  dieser  Theorie  angesehen  werden  mufs.  —  Die  zweite 
Lagrange 'sehe  Form  der  Bewegungsgleichungen  wird  bereits  in  der  Mdca- 
nique  analytique  hergeleitet. 
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wobei  die  Anfangs-  nnd  Endlage  des  Systems  für  t  =  f^  und  ^  =  /j  als 
fest  angenommen  wird,  die  Variation  sich  also  auf  die  Wege  bezieht, 
welche  die  Punkte  des  Systems  zwischen  ihrer  Anfangs-  und  Endlage 
zurücklegen  können.     T  bezeichnet  die  lebendige  Kraft,  es  ist  also 

(3)  r  -  4  2' »•'«(^«' +  «'»*  +  *«')' 

wenn,  wie  in  der  Folge,  der  Strich  bei  einer  Variabein  deren  Differential- 
quotient^n  nach  der  Zeit  bezeichnet.  U  ist  die  Eräftefnnktion,  welche 
auch  die  Zeit  explicite  enthalten  darf;  sonst  enthält  sie  nur  die  Koordi- 
naten Xa^  Va'i  f!ai  wcshalb  auch  nach  der  Eoordinatentransformation  aufser 
t  nur  die  ^a,  nicht  etwa  deren  DifTerentialquotienten  eintreten.  T  enthält 
t  und  die  Koordinaten  Xw,  Va^  f^a  selbst  nicht,  sondern  nur  die  Differential- 
quotienten a^a,  y*ai  ea\  doch  gestaltet  sich  die  Zusammensetzung  des  Aus- 
drucks T  nach  Einführung  der  neuen  Koordinaten  etwas  anders.  Es  ist 
nämlich 

(4)  *«  °=  F^  «»'  +  8^  ««  +  •  •  • 

U.  8.  W., 

dx 
worin  die  partiellen  Differentialquotienten  ^— ^  u.  s.  w.  als  Funktionen  der 

q  zu  betrachten  sind.  Man  braucht  nämlich  nur  aus  den  Gleichungen 
(1)  die  Xa^  tfa^  Za  duTch  die  Qa  auszudrücken  und  dann  zu  differentiieren, 

um  ö —  u.  s.  w.  zu  erhalten. 

Führt  man  die  Werte  (4)  in  T  ein,  so  erhält  man  einen 
Ausdruck,  welcher  eine  homogene  Funktion  zweiten  Grades 
in  den  qa  ist;  die  Koeffizienten  der  qa^q'ß  sind  Funktionen  derg«- 
Wir  müssen  also  für  die  Folge  immer  festhalten,  dafs  U  eine  Funktion 
der  qa  und  der  Zeit  ^,  T  aber  eine  Funktion  der  qa  und  q'a  ist.  Die 
qa  und  qit  sind  selbstverständlich  wieder  als  Funktionen  der  Zeit  zu 
denken,  so  dafs  T  implizite  von  der  Zeit  abhängt. 

3.  Um  nach  Einfllhrung  der  qa  und  g«  aus  (2)  die  Bewegungs- 
gleichungen in  entwickelter  Form  herzuleiten,  führen  wir  die  Variation 
analog  wie  in  §  25,  3  aus. 

Es  ist 


»I  »1  •! 

(5)  *  /  Udt  ^fs  Udt  =  /  2*  ä^  *««<'' 


89« 


und  zunächst 


h  h  h 

(o  'o  'o 

Weiter  ist  aber 

18  ♦ 
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-S2Z^.,u,-f2i^'J-. 


.  dT 
a 


oder,  weil  die  Variationen  für  t  =  t^  und  t  =  t^  verschwinden, 

Somit  wird 

dT 


(8) 


Die  Sqa  sind  zwar  wegen  der  Bedingungsgleichungen,  welche  gleichfalls 
in  den  Qa  ausgedrtlckt  werden  müssen,  voneinander  nicht  unabhängig; 
doch  ist  wenigstens  eines  derselben  vollkommen  willkürlich,  weshalb  das 
rechts  stehende  Integral  von  (8)  nur  dann  für  alle  möglichen  iqa  ver- 
schwindet, wenn  dies  mit  dem  Ausdrucke  unter  dem  Integralzeichen  der 
Fall  ist.     Wir  erhalten  somit  die  Bewegungsgleichungen  in  der  Form 

,    dT 


(9)  2 


Ldq^  dt       "i     dq^A 


(Jga  =0, 


worin  die  Sqa  den  Bedingungsgleichungen  entsprechend  zu  bestimmen 
sind.  Diese  Gleichung  stellt  das  d'Alembert'sche  Prinzip  für  die  g-Koor- 
dinaten  unter  der  beschränkenden  Voraussetzung  dar,   dafs   eine  Kräfte- 

funktion  existiert.    Setzt  man  für  die  g«  die  Xa^  Pa,  ^a,  so  fällt  ^ —  weg, 

d  — 

Sx  dcc '        d^ss  /  \. 

während  z.  B.       ,  *    =  -~  =  -r^  wird.     Die  Gleichung  (1)  geht  also 

dann  in  das  d'Alembert'sche  Prinzip  über. 
Setzen  wir  abkürzungsweise: 

(10)  IJ-p«, 

so  geht  (9)  über  in 

Die  j^a  sind  homogene,  lineare  Funktionen  der  gj,  wie  aus 
der  Form  von  T  unmittelbar  hervorgeht;  die  Koeffizienten  der  g«  hierin 
sind  Funktionen  der  qa . 
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(11)  giebt  die  zweite  Lagrange'sche  Form  der  Bewegungs- 
gleichungen. 

4,  Die  Gleichung  (11)  läfst  sich  mit  besonderer  Leichtigkeit  in  die 
einzelnen  Bewegungsgleichungen  zerlegen,  wenn  die  qa  derart  ge- 
wählt sind,  dafs  die  Bedingungsgleichungen  von  selbst  be- 
friedigt werden.  Einige  Beispiele  werden  diese  Wahl  der  qa  klarer 
machen.  Soll  sich  ein  materieller  Punkt  auf  einer  Ebene  bewegen,  etwa 
infolge  der  Schwerkraft,  so  kann  man  die  2;^ -Ebene  mit  dieser  Ebene 
identifizieren  und  dann  die  Komponenten  der  Kraft  und  der  Oeschwin- 
digkeit  nach  der  x-  oder  ^- Achse  vollständig  in  Rechnung  bringen,  die 
;?- Komponenten  aber  einfach  weglassen.  Soll  sich  der  Punkt  auf  einer 
Kugel,  etwa  der  Erdkugel,  bewegen^  so  kann  man  seinen  jeweiligen  Ort 
durch  seine  geographische  Länge  und  Breite  bestimmen,  während  man 
den  Badius  r  als  konstant  annimmt*).  Ist  einem  Punkte  die  Fläche 
eines  Ellipsoids  zur  Bewegung  zugewiesen,  deren  Gleichung 

ist,  so  wird  die  letztere  durch  die  Werte 

X  =  a  cos  9,     ^  »=  &  sin  9  cos  t);,     j?  :»»  c  sin  9  sin  t); 

identisch  befriedigt,  so  dafs  q>  und  t|;  als  Koordinaten  auf  jener  Oberfläche 
gelten  können.  Allgemeinere  Untersuchungen  über  Koordinatensysteme  auf 
einer  Fläche  hat  bekanntlich  Gauss  angestellt. 

Aber  auch  wenn  die  Bedingungsgleichungen  die  Koordinaten  mehrerer 
Punkte  enthalten,  können  ohne  Schwierigkeit  Koordinatensysteme,  d.  h. 
Systeme  yon  Bestimmungsstücken,  welche  die  Bedingungsgleichungen 
identisch  befriedigen,  in  unendlicher  Zahl  hergestellt  werden.  Wir  setzen 
nämlich  ganz  willkürlich,  wenn  m  Bedingungsgleichungen  gegeben  sind, 

qa  =  fa\piy  Vit   ^ij   ÄJj,   ^2,   ^2)    •  •  •)  i 

worin  jetzt  u  nur  die  Werte  1,  2,  . .  .  (3n  — m)  annehmen  mag;  hierzu 
fügen  wir  die  m  Bedingungsgleichungen 

^ßip^u  Vii  ^11  Ä^s»  Pu  ^21  .  .  .)  =  0. 

Wir  haben  dann  Sn  Gleichungen,  welche  es  gestatten,  die  Xa^  Vai  ^a 
durch  die  3n  —  m^^^lc  Gröfsen  qa  auszudrücken. 

Führen  wir  diese  Koordinaten  in  (11 )  ein,  so  sind  jetzt  die  6qa 
ganz  willkürlich,  so  dafs  wir  die  2A;  Bewegungsgleichungon 

dp„_c{T+U)  ZT 

erhalten. 

6»  Auch  wenn  keine  Kräftefonktion  vorhanden  ist,  die  Kräfte- 
komponenten jedoch  wieder  nur  Funktionen  der  Koordinaten  und  der  Zeit 

*)  Vgl.  hiermit  insbesondere  die  Bemerkungen  in  §  19,  4. 
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sind,  lassen  sich  die  Bewegungsgleichungen  in  eine  (12)  ähnliche  Form 
bringen.     Da  bei  vorhandener  Eräftefonktion 

ist,  so  mufs,  wenn  keine  Kräfteftmktion  existiert,  die  rechtsstehende  Gröfse 
an  Stelle  von  äU  va  das  Hamilton'sche  Prinzip  eingeführt  werden.    Da 

u.  s.  w. 
ist,  so  haben  wir 


2 


[Xj/Sx/i  +  Tfiäyß  +  Zßdgß} 


=.  ;>f 


r[^''?2  +  ^^Ä  +  ^^'3*«- 


weshalb  in  (11)  an  Stelle  Ton 

dU 

(13)  «„=2[x,ig+r,|g  +  z,,^^] 

tritt.     Bei  Benutzung  des  zuletzt  betrachteten  Koordinatensystems  gelten 
daher  fUr  diesen  Fall  die  Bewegongsgleichongen 

,     ,  dPa        BT  dT 

6.  Die  Bewegungsgleichungen  (12)  hat  Hamilton  in  höchst  merk- 
würdiger Weise  umgeformt.  Wir  haben  bereits  bemerkt,  dafs  T  in  den 
(Ja  eine  homogene  Funktion  zweiten  Grades  ist  und  dafs  infolge  dessen  die 

(15)  ^«  =  a^ 

homogene  Funktionen   erster  Ordnung  in  den  qa  sind.     Haben  wir  etwa 

(16)  Pa  =  aaiQi    +  <^aiq2    H 1"  CtakQk  , 

so  können  wir  umgekehrt  mit  Hilfe  der  k  Gleichungen  (16)  die  qa  als 
lineare  homogene  Funktionen  der  pa  darstellen;  es  sei  etwa 

(17)  qa  =  haiPi  +  ^aiPi  H h  ^akpk  - 

Führen  wir  aber  die  Werte  (17)  für  die  r/J  in  T  ein,  so  wird  dieses 
eine  homogene  Funktion  zweiten  Grades  in  den  pa^  während 
die   Koeffizienten    wieder  Funktionen    der   qa   sind.      Die   unter 
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Voraussetzung  der  neuen  Gestalt  von  T  gebildeten  Differentialquotienten 
wollen  wir  durch  Einklammern  auszeichnen. 

Durch  totales  Differentiieren  von  T,  einmal  in  der  alten,  einmal  in 
der  neuen  Form,  erhalten  wir  zwei  Ausdrücke,  deren  Gleichsetzung  sehr 
merkwürdige  Relationen  liefert.  Da  in  der  alten  Form  T  eine  homo- 
gene Funktion  zweiten  Grades  in  den  g«  ist,  so  können  wir*) 

oder 

(18a)  ^=2'-a^^"-^ 

setzen.     Die  totale  Differentiation  liefert  jetzt 

oder  bei  Benutzung  von  (15) 

(19)  dT  =2'  i'^^P"  -^  "^;  '*««  • 

Andrerseits  folgt  durch  totale  Differentiation  von  T  in  der  neuen  Form 
Sollen  (19)  und  (20)  identisch  gleich  sein,  so  mufs 

c«)  (^)-.;, 

sein;  denn  die  pa  und  Qa  treten  hier  als  voneinander  unabhängige  Ya- 
riabeln  auf,  ihre  Differentiale  können  also  voneinander  unabhängige  Werte 
annehmen. 

7.    Da  17  von  den  g«,  also  auch  von  den  pa  nicht  abhängt,  so  dafs 

/du  \^  du 
[p^a  )        ^2« 

ist,  so  folgt  aus  (21)  und  (22) 

*)  Haben  wir  nämlich  (a  und  ß  mögen  die  Worte  1,  2,  .  .  .  n  annehmen) 

80  ist 

also,  wie  die  Sommation  leicht  seigt, 

dX        ,   dX        ,  ,    dX  ^ 

dx^    *    '   ox^    '    '  ox     " 
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und 


fd(T  -  ü)\  ^_dT__  dü_^_  a(r+  u) 


oder  mit  Benutzung  von  (12) 


(-)       ,  r«^^) 


/8(r^ü)\      _ 


<*p 


a 


Hamilton  setzt  nun: 

(25)  *      T-  U=H', 

es  ist  dies  dieselbe  Funktion,  welche  bei  dem  Prinzip  der  lebendigen 
Kr^t  einer  Konstanten  gleich  gesetzt  wird;  hier  dürfen  vrir  dies  nicht 
im  allgemeinen,  da  ü  die  Zeit  enthalten  kann,  also  jenes  Prinzip  nicht 
gültig  zu  sein  braucht.  Aber  auch  wenn  dieses  der  Fall  ist,  tritt  natürlich 
II  hier  als  Funktion,  nicht  als  Eonstante  auf;  seine  partiellen  Diffe- 
rentialquotienten sind  nämlich  nicht  konstant. 

Indem  wir  festsetzen,  dafs  H  immer  als  Funktion  der  pa  und  (^a, 
nicht  der  g«  und  (ja  dargestellt  sein  soll,  dürfen  wir  jetzt  die  Klammem 
bei  den  Differentialquotienten  weglassen.  (23)  und  (24)  liefern  uns  die 
Bewegungsgleichungen  in  der  wichtigen  Gestalt: 

(26)  "'•       '= 


(27) 


dt         dp, ' 

dp,  ^     dH 

dt    ~       dq. 


Die  Differentialquotienten  der  neuen  Yariabeln  qa  und  j>a 
nach  der  Zeit  werden  also  den  positiv,  resp.  negativ  genom- 
menen partiellen  Differentialquotienten  derselben  Funktion 
U  nach  pa  und  qa  gleichgesetzt. 

/)  TT 

8.    Ist  keine  Kräftefunktion  vorhanden,  so  mufs  an  Stelle  von  - — 

der  Ausdruck  (13)   gesetzt  werden.     Die  Bewegungsgleichungen  werden 
daher 

a^3a         dT 


(28) 


dt  dp^  ' 


0.    Sind  keine  Bedingungsgleichungen  gegeben,   so  gehen  die  r/,,  in 
die  Xa^  Va^  Za  Über.     Ist  etwa  (/^  "=  x^,  so  wird 

_  dT  _   dT  _ 
^'i  '^  dq^  ~  dx,'  —^1^1- 
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Hiernach  wird  aus  (26) 

da?t  _      dT      _     , 

d%    ~a(miO  ""^1    u.  s.  w., 

also  eine  Identität,  während  aus  (27) 

also  die  gewöhnlichen  Bewegungsgleichungen  hervorgehen. 

10.  Auf  die  Hamilton' sehen  Bewegungsgleichungen  —  wir  wollen 
sie  in  der  allgemeineren  Form  (28)  und  (29)  annehmen  —  l&fst  sich 
überaus  leicht  die  Methode  des  letzten  Multiplikators  anwenden.  Wir 
müssen  hierbei  die  ständige  Voraussetzung  festhalten,  dafs  die  X«,  F«, 
Za,  auch  wenn  keine  Eräftefunktion  existiert,  nur  die  Koordinaten  und 
die  Zeit,  nicht  die  Geschwindigkeiten  enthalten;  die  Q^  sind  daher  nur 
von  den  g„,  nicht  von  den  pa  abhängig. 

Die  Gleichungen  (28)  und  (29)  lassen  sich  auch  in  die  Form 

(30)  dt :  dq^  \dq^\  ,  .  .\  dqk  :  dp^^  :  dp^  :  .  .  .  :  dpk 

^'  dpr  ^P.'      '  dp,  '\     a^t  +  ^7 '      A     ^«*  ^  *7 

setzen,  so  dafs  die  Differentialgleichung  für  den  Multiplikator  des  Systems 
[§  26,  (28)]  die  Gestalt  annimmt 

g    dT  g  /      dT  \ 

diogjf  ,  V    aj)^  ,  -y    V    dq^  "^^«; 

di        '^JLj      dq,     '^^  Wa 

dQa 

oder,  da  ^ —  =«  0  ist, 
'         dPa  ' 

-t-^  ap.ag«     Z^  dq.dp,-^ 


oder 


dt 

d  log  M 


dt     ^0, 

somit 

(31)  M  =  Const. 

Der  Multiplikator  des  Hamilton'schen  Gleichungssjstems 
ist  also,  wie  derjenige  der  Gleichungen  der  freien  Bewegung, 
eine  Konstante. 

§  30. 

Das  Hamilton*BChe  Frinsip    der  variierenden  Wirkung   und   seine 
Verwendung  Bur  Umformung  der  Bewegungsgleiohungen. 

1«  Die  weitere  Theorie  der  Harn il tonischen  Gleichungen  ist  enge 
verknüpft  mit  einem  Prinzipe,  welches  Hamilton  im  Gegensatz  zu  dem 
früheren,  dem  der  stationären  Wirkung,  als  dasjenige  der  variie- 
renden Wirkung  bezeichnet. 

Bei  dem  ersten  Hamilton 'sehen  Fnnzipe  wurde  der  Wert  des  Aus- 
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drucks  /  (T  4~  ü)dt  unter  Festhaltung   der  Anfangs-   und  Endpositionen 

verglichen  für  den  wirklich  infolge  der  Kräfte  eingeschlagenen  Weg  und 
fttr  irgend  welche  anderen  Wege.  Jetzt  wollen  wir  die  Annahme  fester 
Anfangs-  und  Endpositionen  aufgeben,  dafür  aber  denselben  Ausdruck 
nur  für  solche  Wege  vergleichen,  welche  bei  den  verschiedenen 
Anfangs-  und  Endpositionen  und  den  gegebenen  Kräften  und 
Bedingungen  wirklich  möglich  sind.  um  die  Sache  klar  zu 
machen,  bemerken  wir,  dafs  infolge  der  gegebenen  Kräfte  sich  ein 
Punktesystem  von  gegebenen  Anfangspositionen  aus  auf  unendlich  vielen 
Wegen  weiterbewegen  kann,  je  nach  der  Richtung  und  Gröfse  der  An- 
fangsgeschwindigkeit. Sind  Anfangs-  und  Endpositionen  gegeben,  so 
werden  in  jedem  einzelnen  Falle  die  letztgenannten  Gröfsen  in  geeigneter 
Weise  bestimmt  werden  müssen,  damit  wirklich  die  richtigen  End- 
positionen bei  den  vorgeschriebenen  Kräften  erreicht  werden.  Diese  An- 
fangs- und  Endpositionen  nun  denken  wir  uns  um  unendlich  kleine 
Strecken  verschoben,  jedoch  natürlich  nur  so,  dafs  die  Verschiebungen 
keinen  Widerspruch  gegen  die  Bedingungsgleichungen  involvieren;  hier- 
durch erleiden  auch  die  notwendigen  Anfangsgeschwindigkeiten  und  ihre 
Richtungen  Variationen,  während  nach  Festsetzung  dieser  Gröfsen  die 
jeweiligen  Wege  durch  die  Kräfte  nebst  den  Bedingungsgleichungen  völlig 
bestinmit  sind.  Für  diese  nur  infolge  der  Variation  der  Anfangs-  und 
Endpositionen  oder,  was  auf  dasselbe  hinausläuft,  der  Bewegungs- 
konstanten,  verschiedenen  Wege  sollen  die  Werte  der  Gröfse 


t 

(1)  7  =J(T  +  ü) 


dt 


<0 

verglichen  werden.  Hamilton  bezeichnet  diese  Gröfse  F  als  die  charakte- 
ristische Funktion  der  Bewegungsgleichuiigen*). 

2.    Da  die   Anfangs-   und  Endzeit    der   Bewegung   konstant    beibe- 
halten wird,  so  ist,  wenn  wir  die  qa  und  Qu  als  abhängige  Variabein  ansehen, 

t  t  t 

ij'(T  +  U)dt  =fs{T  +  U)di  =J 2'  [^7  *ä"  +  ^-^^  ^'^'']  ^^ 

to  to  to  "  " 

i 


■/2Br-^+^'-]- 


t 


[2lh'-l+f2 


d 


dTn 

dqZdt, 


*)  Auch  für  die  früher  eingeführte  Funktion  H  wird  dieselbe  Bezeichnung 
gebraucht.  —  Die  Endzeit  und  die  Endpositionen  werden  späterhin  als  Variabc  in 
angesehen,  was  wir  jetzt  schon  durch  die  Bezeichnung  andeuten. 
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Die  Variationen  für  t^  nnd  t  dürfen  diesmal  nicht  yemaclilfißsigt 
werden;  wir  unterscheiden  die  Anfangs-  und  End werte  der  Koordinaten 
als  ql  und  g«  u.  s.  w.  Die  Summe  unter  dem  Integralzeichen  ver- 
schwindet nach  §  29,  (9);  denn  die  Bewegungsgleichungen  stehen  hier 
in  Geltung,  weil  nur  wirkliche  Bewegungen  in  Betracht  gezogen  werden. 
Setzen  wir  endlich  wieder      ^ 

dT  _ 

so  erhalten  wir  das  Prinzip  der  variierenden  Wirkung  in  der  Gleichung 

t 

Diese  Gleichung  gilt  für  beliebige  Bedingungsgleichungen,  auch  wenn 
die  Koordinaten  nicht  so  gewählt  sind,  dafs  sie  die  Bedingungen  von 
selbst  befriedigen;  doch  werden  wir  das  letztere  in  Zukunft  annehmen. 

Es  sei  noch  bemerkt,  dafs  die  Variation  nur  dann  vollständig  ist, 
wenn  t  als  unabhängige,  nicht  variierte  Variable  angesehen  wird. 

3.  In  der  Gleichung  (2)  sind  die  Gröfsen  T,  U^  pa  vor  der  Inte- 
gration der  Bewegungsgleichungen  nicht  als  Funktionen  von  t  allein  an- 
zusehen; es  ist  also  V  nicht  als  bekannte  Funktion  zu  betrachten,  da 
erst  nach  Darstellung  von  T  -f-  Z7  durch  t  die  Integration  möglich  wird. 
Denken  wir  uns  indessen  für  den  Augenblick  die  Integration  der  Be- 
wegungsgleichungen ausgeführt,  was  durch  2  k  Integrale  geschieht,  so 
sind  Qa  nnd  pa  sowohl  wie  auch  V  als  Funktionen  von  t  ausgedrückt. 
Aufser   der   additiven  Konstanten,   welche    durch  Ausführung   der  Inte- 

gration  j  {T  -{-  U)dt  veranlafst  wird,  sind  27c  Integrationskonstanten  vor- 

banden,  als  welche  wir  die  Werte  Qa  und  pa  benutzen  können.  Diese 
2  k  Konstanten  qi  und  pa  bilden  mit  f,  qa  nnd  pa  zusammen  ein  System 
von  4Ä  +  1  Gröfsen,  welche  durch  2k  Belationen  —  die  2Ä;  Integrale  — 
verbunden  sind.  Wir  können  uns  daher  die  pa  nnd  pa  durch  /,  qa 
und  qa  ausgedrückt  denken.  Auf  dieser  Darstellungsweise  beruhen 
die  folgenden  Untersuchungen. 

Vor  allen  Dingen  führen  wir  in  F,  welches  nach  vollzogen  gedachter 
Integration  aufser  i  nur  noch  die  Konstanten  qa  und  pa  enthält,  mittels 
jener  Beziehungen  statt  der  pa  die  qa  und  qa  ein.  Wir  betrachten 
daher  in  der  Folge   V  als  Funktion  von  ^,  qa  und  qa- 

4.  Unter  dieser  Hypothese  variieren  wir  F  nach  den  g«  nnd  gS, 
lassen  aber  wie  oben  t  unge ändert.     Wir  erhalten 

(3)  *^-=2'-£*'«+2'm*'^« 


2()4  Dritter  AbwhnitL 

und  durch  Ztuammenstelloog  mit  (2) 

(*)  TZ     ^"   T^      ^^'- 

Ferner  'mi  nach  (i) 

(5)  -ii-T+U 

o<1er,  da   V  die  Zeit  ^  sowohl  explizite  als  auch  implizite  durch  die  Qa 
enthält*;, 

oder  tnit  Benutzang  von  (4) 
Nun  ist  aber 

und  daher  unter  Benutzung  yon  §  29,  (18) 

wodurch  (6),  wenn  wieder 

U~T—  U 

gesetzt  wird,  in  die  einfache  Gleichung 

dt 


(8)  -|?+^-0 


ttborgoht. 

Hierin  kann  //  als  Funktion  von  ^,  qa  und  pa «  also  nach  (4)  auch 

?V 
von  /,  (/„  und  -. —  angesehen  werden.    Bezeichnen  wir  bei  H  die  Argu- 
mente durch  eine  beigesetzte  Klammer,  so  ist  statt  (8)  zu  schreiben 

Da  //  bekannt  ist**),  so  haben  wir  für  V  eine  nicht  lineare  par- 
tiollo  Differentialgleichung  erster  Ordnung  mit  den  {Je  -\-  l) 
unabhftngigen  Variabein  t  und  7«. 

Die  Integration  von  (9)  liefert  ein  vollständiges  Integral  mit  (A*4-l) 
willkürlichen  Konsttmten,  als  welche  die  q^  und  die  erwähnte  additive 
Konstante  betrachtet  werden  können. 

5«  Ist  die  Integration  von  (9)  gelungen,  hat  man  also  V  als  Funktion 

*^  Nicht  etwa  durch  die  als  konstant  gedachten  GhTÖfsen  q^ . 

^)  U  ist  die  bekannte  Krftitefimktion,  T  aber  ein  Aoadrnck  tod  stets  ^eich- 
UoilH)uder  Form. 
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Yon  /,  g^z,  Qa  dargestellt,  so  hat  man  damit  sofort  die  vollständig  wie 
anch  die  einfach  integrierten  Bewegungsgleichungen.  Man  braucht  zu 
diesem  Zwecke  nur  die  Gleichungen  (4)  zu  bilden,  indem  man  V  nach 
den  Qa  und  Qa  partiell  differentiiert  und  die  erhaltenen  Werte  jp«,  resp. 
—  Pa  gleichsetzt.     Die  k  letzten  Gleichungen 

(10)  ^ — pi 

sind  die  vollständigen  Integrale;  sie  enthalten  nämlich,  da  die  additive 
Konstante  von  V  durch  die  Differentiation  wegfällt,  die  2k  Eonstanten 
Qa  und  Pa  und  die  Variabein  t  und  $a,  also  die  Zeit  und  die  Koordi- 
naten.    Die  Gleichungen 

entsprechen  nur  einer  einfachen  Integration  der  Bewegungsgleichungen; 
denn  sie  enthalten  noch  die  qay  von  welchen  die  p^  Funktionen  sind; 
auch  konunen  in  ihnen  nur  die  k  Konstanten  qi  vor*).  Immerhin  können 
diese  Gleichungen  auch  von  Nutzen  sein. 

Das  Hauptergebnis  der  Hamilton' sehen  Untersuchungen  ist  also 
das  folgende: 

Die  Integration  der  k  Bewegungsgleichungen  zweiter  Ord- 
nung, welche  nach  Beseitigung  der  Überflüssigen  Variabein 
mittels  der  Bedingungsgleichungen  übrig  geblieben  sind,  läfst 
sich  auf  die  Integration  einer  nicht  linearen  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung erster  Ordnung  (9),  welche  die  Zeit  und  die 
Koordinaten  als  unabhängige  Variable  enthält,  zurückführen. 
Ist  die  abhängige  Variable  V  dieser  Gleichung  durch  Inte- 
gration gefunden,  so  braucht  man  nur  ihre  partiellen  Diffe- 
rentialquotienten nach  den  konstanten  Anfangskoordinaten 
neuen  Konstanten  gleichzusetzen,  um  die  integrierten  Bewe- 
gungsgleichungen zu  erhalten. 

Umgekehrt  liefert  auch,  wie  unschwer  nachzuweisen  ist,  die  Inte- 
gration der  Bewegungsgleichungen  ein  vollständiges  Integral  der  partiellen 
Differentialgleichung  (9). 

6.  Um  diese  etwas  abstrakten  Untersuchungen  anschaulicher  zu 
machen,  wollen  wir  fttr  den  Fall  der  freien  Bewegung  die  qa  durch  die 
Kartesischen  Koordinaten  Xaj  y«,  ^a  ersetzen.    Wie  in  §  29,  9  haben  wir 

Pi  ^^  Wi^i'    ^  ^'  ^'1 

dV 
weiter  ist  p^  «=»  -ö —  u.  s.  w.  zu  setzen,  wodurch  T  in 


*)  Weil  V  nach  Obigem  als  Fmiktion  von  t^  q„  und  q^  anzusehen  ist. 
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übergeht.     Die  partielle  Differentialgleichung  (9)  wird  daher 

Ist   F  durch  Integration  gefunden,   so  sind  die  einfachen  Integrale 
nach  (ll) 

dV  ^^a 

(14)  ä^  =  ^«i(r  ^•«•^•' 


die  vollständigen  Integralgleichungen  aber,  falls  die  Konstauten  xi^pa^  Za 
sind,  nach  (lO) 

(15)  — ö  =  Ca   U.   S.   W., 

worin  die  Ca  u.  s.  w.  neue  Konstanten  bedeuten. 

7.  Wir  haben  bis  jetzt  angenommen,  dafs  die  Konstanten,  nach 
welchen  V  differentiiert  werden  mufs,  um  die  linken  Seiten  der  inte- 
grierten Bewegungsgleichungen  zu  liefern,  die  Anfangswerte  gS  sind.  In- 
dessen kann  man  statt  dieser  irgend  welche  andere  k  nicht  additive,  will- 
kürliche Konstanten  a«,,  welche  in  dem  Integrale  vorkommen  und  natür- 
lich Funktionen  der  q%  sind,  hierzu  benutzen.    Es  ist  nämlich 

dV        aF   ag/        dV   a&«  dV  d^"" 

und  wenn  man  diese  h  Ausdrücke  h  beliebigen  Konstanten  gleichsetzt  und 
beachtet,  dafs  die  Koeffizienten  ö-^   eben  auch  nur  Konstanten  (aus  den 

tta  oder  q^lt  zusammengesetzt)  sind,  so  folgen  durch  Auflösung  der  k  61ei- 

dV 
chungen  auch  für  die  t.  ^  konstante  Werte.     Die  Systeme 

(15a)  ^ — ==  Ca     und     —— =  c « 

können  daher  bei  der  völligen  Willkürlichkeit  der  Ca  und  r«  als  gleich- 
bedeutend mit  (11)  und  (lO)  angesehen  werden. 

Hat  man  also  F  aus  (9)  bestimmt,  so  liefern  die  partiellen 
Differentialquotienten  nach  irgend  einem  System  von  k  nicht 
additiven  Integrationskonstanten,  neuen  Konstanten  gleichge- 
setzt, die  fertigen  Integrale  der  Bewegungsgleichungen. 

Es  braucht  kaum  hervorgehoben  zu  werden,  dafs  die  ZurückfUhmng 
der  Integration  der  Bewegungsgleichungen  auf  die  Integration  einer  ein- 
zigen partiellen  Differentialgleichung  im  allgemeinen  nicht  als  eine  Re- 
duktion, sondern  nur  als  eine  Transformation  angesehen  werden  darf. 
Doch  kann  unter  Umständen,  wie  dies  auch  sonst  der  Fall  ist,  durch  die 
Transformation  die  Auffindung  des  Integrals  erleichtert  werden.     Der  all- 
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gemeinen  Integration   der  Bewegangsgleichungen  kommen  wir  durch  die 
Hamilton 'sehen  Untersnchungen  um  keinen  Schritt  näher. 

8.  Wenn  in  Z7,  also  auch  in  H^  die  Zeit  nicht  explizite  vorkommt, 
lafst  sich  die  partielle  Di£ferentialgleichung  (9)  auf  eine  andere  zurück- 
führen, welche  eine  unabhängige  Variable  weniger  enthält. 

In  diesem  Fal]e  setzen  wir 

dV 


(16) 


dt 


und  denken  uns  mittels  dieser  Gleichung  (i^  der  es  nach  Ausführung  der 
Integration  vorkommt)  t  als  Funktion  der  neuen  Variabebi  a ,  der  Qa  und 
der  Integrationskonstanten,  für  welche  wir  jetzt  allgemein  Oa  schreiben 
wollen,  ausgedrückt.  Hiemach  definieren  wir  eine  neue  Gröfse  durch  die 
Gleichung 

(17)  TT—  V  --  at, 

worin  wir  t  in  der  angegebenen  Weise  ausgedrückt  denken.  W  ist  also 
eine  Funktion  der  Gröfsen  Qa^  aa  und  a. 

Behandeln  wir  nun  V  nach  wie  vor  noch  als  Funktion  von  f,  so  ist 
bei  Benutzung  von  (16) 

da  dt    da  da  ' 


(18) 


dqa         ^%  "^    ^t    dq„         ^  dq„         dq„' 
da„         ca^'^    dt   da^        ^  äa„        da„' 


Durch  (16)  und  (18)  wird  aus  (9),  da  Hn  IT  nicht  explizite  enthalten  ist, 

/io\  I    r//  dW    dW  dW\        ^ 

(19)  a  +  H  \^q,,  g^,  .  .  .  g,,  ^,  _,  .  .  .  _j  =  0  , 

eine  Differentialgleichung,  welche  keinen  Differentialquotienten  nach  a  ent- 
hält, so  dafs  a  in  ihr  die  Rolle  einer  Eonstanten  spielt. 

Hat  man  für  (19)  ein  vollständiges  Integral  mit  k  Eonstanten  ge- 
funden, so  erhält  man   V  mittels  (17)  und  (18)  in  der  Form 

(20)  V=W+at~W'-'a^^ 


ca  ' 


worin  jedoch  a  wieder  mittels  der  ersten  Gleichung  (18)  durch  t  zu  er- 
setzen ist.  Büemach  würde  F  statt  (ä  +  1)  nur  k  Eonstanten  enthalten; 
da  indessen  die  Entwicklungen  in  keiner  Weise  geändert  werden,  wenn 
t  —  tQ  an  Stelle  von  t  tritt,  so  kann  durch  t^  die  fehlende  Eonstante 
ersetzt  werden. 

.  Übrigens  braucht  man,  um  die  fertigen  Integrale  der  Bewegungs- 
gleichungen hinzuschreiben,  nicht  auf  F  zurückzugehen.  Bezeichnen 
fc, ,  &2,  .  .  .  hk~i  willkürliche  Eonstanten,  so  kann  man  nach  (18)  für  (lO) 


208  Dritter  Abschnitt. 

und  (ll)  schreiben:  (^W  enthält  aufser  einer  additiven  nur  (k  —  l)  Kon- 
stanten) 

dW_        dW  dW  _ 

da,  ~  ^*'  ao,  "^  ^2'  •  •  •  da^^  ""  ^*-^ ' 


(21) 


dW 
da         'o        ^' 

dW 


Beachtet  man  noch,  dafs  (19)  für  a  «=  Const.,  da  Zf  «=  T —  TJ  ist,  die 
Gleichung  der  lebendigen  Kraft  darstellt,  so  kann  man  das  Schlufsresultat, 
welches  für  die  wichtigsten  in  der  Praxis  vorkommenden  Fälle  anwendbar 
ist,  folgendermafsen  in  Worte  fassen: 

Enthält  die  Kräftefunktion  TJ  die  Zeit  nicht  explizite,  so 
kann  man  in  der  Gleichung  der  lebendigen  Kraft,  welche  hier 
stets  gültig  ist, 

a  +  T—  CT  — 0, 

d  W 
zunächst  die  qa  und  'Pa  einführen,  dann  aber  pa  durch  ^ —  er- 
setzen. Hat  man  für  die  so  erhaltene  partielle  Differential- 
gleichung mit  der  abhängigen  Yariabeln  W  ein  vollständiges 
Integral  gefunden,  welches  die  nicht  additiven  Konstanten 
a, ,%,...  (i;t-i  enthält,  so  sind  die  Integrale  der  Bewegungs- 
gleichungen durch  die  Gleichungen  (21)  gegeben. 

9.  Im  Falle  eines  freien  Systems  geht  die  partielle  Differential- 
gleichung (19),  analog  (13),  in 

T2i[©*+(I9'+(I?)']— - 

über. 

Den  Fall,  dafs  keine  Kräftefonktion  vorhanden  ist,  wollen  wir  nicht 
-weiter  verfolgen. 

Ehe  wir  zu  der  schönsten  Anwendung  der  Hamilton'schen  Methode, 
der  Integration  der  Bewegungsgleichungen  ftlr  die  Attraktion  eines  ma- 
teriellen Punktes  nach  zwei  festen  Zentren,  übergehen,  müssen  wir  eine 
Hilfsuntersuchung  über  elliptische  Koordinaten  vorherschicken,  die  auch 
sonst  von  Nutzen  ist. 

§  31. 

EUiptisohe  Koordinaten. 
1.     Die  Gleichung 

in  welcher 
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a*  >  6*  >  c« 

sein  soll,  stellt  ein  dreiachsiges  Ellipsoid  dar,  dessen  Halbachsen 
a,  h  und  c  sind.  Die  Hauptschnitte  desselben,  d.  h.  seine  Schnitte  mit 
den  Koordinatenebenen,  sind  Ellipsen,  deren  Gleichungen  man  aus  (l) 
durch  Nullsetzen  von  x^  y^  z  erhält;  sie  lauten 

(2\  y'~  -I-  -^-  —  1       ?'  4-  ^  «=  1       ^  -J-  ^-!  —  1 

Die  Entfernungen  der  Brennpunkte  vom  Mittelpunkte,  also  die  linearen 
Exzentrizitäten  dieser  Ellipsen,  werden  durch  die  Gröfsen 


(3)  ]/6«-c%     yd^  —  c\     yn'  —  h'' 

dargestellt.     Die  grofse  Achse  fällt  bei  der  ersten  Ellipse  in  die  ^- Achse, 
bei  den  beiden  andern  in  die  o;- Achse. 

2.  Man  nennt  zwei  zentrische  (d.  h.  ein  Zentrum  besitzende)  Kegel- 
schnitte konfokal,  wenn  sie  dieselben  Brennpunkte  haben;  zwei  zentrische 
Flächen  zweiter  Ordnung  heifsen  konfokal,  wenn  ihre  Hauptschnitte  die- 
selben Brennpunkte  besitzen. 

Will  man  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  aufstellen,  welche  mit  (l) 
konfokal  ist,  so  mufs  man  die  Halbachsen  a^,  &^,  (?  derart  ändern,  dafs 
die  Gröfsen  (3)  ungeändert  bleiben.  Dies  ist  aber  offenbar  dann  und  nur 
dann  der  Fall,  wenn  an  Stelle  von  a*,  &*,  c^  die  Werte 

««  +  A,     5«  +  A,     c^  +  X 

treten,  worin  X  ganz  willkürlich  ist. 

Die  Gleichung  einer  mit  (l)  konfokalen  Fläche  zweiter  Ordnung 
lautet  daher 

^^)  ä^~+l  +  &r+i  +  c^~j^  "=  1  • 

Da  X  auch  negativ  werden  kann,  braucht  (4)  nicht  notwendig  ein  Ellip- 
soid darzustellen;  es  sind  vielmehr  folgende  Fälle  zu  unterscheiden: 

a)  rt*  +  A  >  0,  &^  +  A  >  0,  c*  +  iL  >  0:  Ellipsoid. 

b)  a*  -j-  A  >  0,  &*  +  ^  >  0,  c^  +  A  <  0:    einschaliges    Hyper- 

boloid. 

c)  a*  +  A  >  0,  &*  +  A  <  0,  (?  +  X<0\  zweischaliges  Hyper- 

boloid. 

Im  zweiten  und  dritten  Falle  sind  zwei  Hauptschnitte  Hyperbeln. 

Werden  alle  drei  Nenner  negativ,  so  erhält  man  keine  reeUe  Fläche. 

Wird  einer  der  Nenner,  z.  B.  c*  +  ^?  gleich  Null,  so  reduziert  sich 
die  Gleichung  auf  die  Form 

d.  h.  sie  geht  in  die  Gleichung  der  rr;/-Ebene  über,  und  Analoges  gilt  für 
die  beiden  andern  Fälle. 

B an senb erger,  analyt.  Mechanik.  I.  14 
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3,  Sei  nun  ein  bestimmter  Punkt  x^  y^  z  fest  vorgelegt.  Wir 
fragen:  wie  viele  der  konfokalen  Fl&chen  (4)  gehen  durch  rc,  y,  jer, 
und  welcher  Art  sind  sie? 

Wie  man  durch  Wegschaffen  der  Nenner  von  (4)  erkennt,  ist  diese 
Gleichung  in  k  vom  dritten  Orade.  Um  uns  zu  überzeugen,  ob  die 
Lösungen  derselben  alle  reell  sind,  lassen  wir  X  alle  Werte  von  —  oo 
bis  +  oo  durchlaufen.  So  lange  il  <  —  c?  ist,  hat  die  linke  Seite  von 
(4)  einen  negativen  Wert;  für  A  =  —  o*  wird  sie  unendlich. 

Ist  X  unendlich  wenig  gröfser  als  —  a^,  so  ist  die  linke  Seite  un- 
endlich grofs  im  Positiven;  denn  gegen  das  erste  unendlich  grofse  po- 
sitive Glied  kommen  die  andern  nicht  in  Betracht.  Nimmt  aber  X  zu,  bis 
es  unendlich  wenig  unterhalb  —  h  liegt,  so  wird  die  linke  Seite  unend- 
lich grofs  im  Negativen;  daher  mufs  dieselbe,  während  X  das  Intervall 
von  —  c?  bis  —  h^  durchläuft,  alle  Werte  von  +  ^^  ^^s  —  oo  durch- 
laufen, also  auch  einmal  den  Wert  1,  den  der  rechten  Seite,  annehmen. 
Es  liegt  daher  eine  Lösung,  sie  heifse  Ag,  zwischen  —  a*  und  —  6^ 
Wird  X  unendlich  wenig  gröfser  als  —  &*,  so  wird  die  linke  Seite  wieder 
positiv  unendlich,  um  bei  der  Annäherung  von  il  an  —  t?  wieder  ins 
negativ  Unendliche  überzugehen.  Daher  liegt  auch  eine  Lösung  A  =  A^ 
zwischen  —  ft'  und  —  c*.  Überschreitet  X  den  Wert  —  c^,  so  ist  die 
linke  Seite  anfänglich  positiv  unendlich,  um  für  A  =  -f-  oo  sich  der  Null 
zu  nähern.  Dazwischen  wird  sie  abermals  gleich  1 ,  d.  h.  ein  X  =^  X^  ist 
gröfser  als  —  c*. 

Die  Gleichung  (4),  in  der  für  ic,  ?/,  z  bestimmte  Werte  angenonmien 
werden,  liefert  also  für  X  immer  drei  reelle  Werte  A,,  Ag,  Ag,  und  zwar  ist 

X,>-(? 
-c'>X,>-b' 
-  &'>A8>—  a^ 

Daher  stellt  (4),  wenn  jetzt  x^  y^  z  vdeder  als  variabel  angenommen 
werden,  für  A  =  A,  ein  ElHpsoid,  fttr  A  =^  Ag  ein  einschaliges  Hyperboloid 
und  für  A  =  Ag  ein  zweischaliges  Hyperboloid  dar.    Also: 

Durch  jeden  Punkt  ic,  y,  z  gehen  drei  Flächen  des  Systems 
(4),  von  denen  eine  ein  Ellipsoid,  eine  ein  einschaliges  und 
eine  ein  zweischaliges  Hyperboloid  ist*). 

4.  Drei  beliebige  abgebraische  Flächen  schneiden  sich  im  allge- 
meinen in  einer  endlichen  Anzahl  von  Punkten;  man  kann  daher  sagen, 
dafs  die  Lage  eines  Punktes  durch  drei  abgebraische  Flächen,  welche  durch 
ihn  gehen,  mit  endlicher  Vieldeutigkeit  bestimmt  sei,  singulare  Fälle  ab- 
gerechnet. Sind  drei  Systeme  solcher  Flächen  gegeben,  in  denen  jedes 
Individuum    durch    einen   Spezialwert   eines  Parameters  fixiert  wird,    so 


*)  Das  zweischalige  Hyperboloid  hat  mit  der  y£r-Ebene  keine  reelle  Schnitt- 
linie gemein;  trotzdem  kann  man  der  imaginären  Schnittlinie  die  beiden  reellen 
Brennpunkte  zuschreiben,  welche  der  Schnitt  des  Ellipsoids  (1)  mit  dieser 
Ebene  besitzt. 
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kann  man  diese  Parameter  als  Koordinaten  zur  Bestimmung  beliebiger 
Punkte  ansehen.  Denn  ist  durch  Festsetzung  je  eines  Parameters  in  jedem 
der  drei  Systeme  je  eine  Fläche  fixiert,  so  schneiden  sich  diese  drei  Flä- 
chen in  gewissen  Punkten,  bestimmen  also  die  Lage  eines  Punktes  als 
Schnittpunkt  mit  endlicher  Vieldeutigkeit. 

So  wird  durch  das  Kartesische  Koordinatensystem  ein  Punkt  in 
der  Weise  festgelegt,  dafs  man  ihn  als  Schnittpunkt  dreier  Ebenen  denkt, 
welche  den  drei  Koordinatenebenen  parallel  sind  und  durch  ihren  Abstand 
von  letzteren  fixiert  werden.  Die  räumlichen  Polarkoordinaten  kann  man 
durch  ein  System  konzentrischer  Kugeln  und  durch  zwei  Ebenensysteme, 
welche  durch  den  Mittelpunkt  des  ersteren  gehen,  repräsentieren  u.  s.  w. 

Die  Gleichung  (4)  stellt  ein  System  von  Ellipsoiden,  eines  von  einscha- 
ligen und  eines  von  ^weischaligen  Hyperboloiden  dar,  wenn  man  X  zwischen 
den  angegebenen  Grenzen  variiert.  Geben  wir  je  ein  A^,  l^^  ^  bestimmt  an,  so 
ist  hierdurch  je  eine  Fläche  dieser  drei  Gattungen  eindeutig  festgesetzt,  und 
diese  drei  Flächen  schneiden  sich  im  allgemeinen  in  acht  Punkten,  welche 
hierdurch  als  bestinmit  anzusehen  sind.  Wir  können  also  die  A] ,  il^ ,  A3  als 
ein  elliptisches  Koordinatensystem  betrachten.  Die  Lage  jedes  Punktes 
wird  —  freUich  achtdeutig  —  dadurch  angegeben,  dafs  man  die  Para- 
meter il|,  A2,  A3  für  ihn  festsetzt;  diese  bestimmen  drei  Flächen  der  ge- 
nannten Gattungen,  die  sich  in  dem  Punkte  schneiden. 

Die  Vieldeutigkeit  der  Bestimmung  durch  elliptische  Koordinaten 
bringt  nach  den  Bemerkungen  von  §  29,  1  bei  mechanischen  Problemen 
keine  besonderen  Nachteile  mit  sich. 

6.     Läfst  man  a^  ins  Unendliche  wachsen,  so  geht  (4)  in 

über.  Es  ist  dies  ein  System  von  konfokalen  elliptischen  und  hy- 
perbolischen Cylindern,  welche  aus  der  j^r-Ebene  ein  System  von 
konfokalen  Ellipsen  und  Hyperbeln  ausschneiden,  wodurch  wir  auch 
für  die  Ebene  ein  elliptisches  Koordinatensystem  erhalten.  Einem  be- 
stimmten Punkte  ^,  z  entspricht  ein  A  =  Aj^  und  A  «=  A^,,  so  dafs 

Ai>-c»,     -6«<A,  <  — c» 

ist.  Aj  bestimmt  das  System  von  Ellipsen,  A^  dasjenige  von  Hyperbeln. 
Durch  die  Schnittpunkte  beider  Systeme  sind  die  Punkte  der  Ebene  vier- 
deutig  bestimmt. 

Nimmt  man  —  A3  als  unendlich  und  von  «^  nur  um  eine  endliche 
GrÖfse  verschieden  an,  so  erhält  man  zu  den  Cylindersystemen  noch  ein 
System  von  Ebenenpaaren,  welche  der  ?/;e:-Ebene  parallel  sind. 

6«  Will  man  die  drei  elliptischen  Koordinaten  eines  räumlichen 
Punktes  a;,  ?/,  z  bestimmen,  so  mufs  man  die  kubische  Gleichung  (4)  nach 
A    auflösen;    die    Lösungen    Aj,  A^,  A3    sind    die    elliptischen    Koordinaten 

14* 
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Ebenso  bat  man  zur  Bestimmung  der  elliptiscben  Koordinaten  eines 
Punktes  y,  z  m  der  Ebene  die  quadratische  Gleichung  (5)  nach  A  zu  lösen. 
Sind  umgekehrt  die  elliptischen  Koordinaten  bekannt  und  werden  die 
Kartesischen  gesucht,  so  hat  man  bei  drei  Koordinaten  x^  y^  z  aus  den 
drei  Gleichungen 


(6) 


Ä-        .         t/*        .         z* 


^1-     _L       y'  -  4-       ^'       _  1 
o*  +  1,  ^  ft''  +  X,  ^  c«  +  Z,  ' 

J  I       K«      l_    1  I       ^2   _J_    1  -■• 


V  a«  +  ^3    '    h^  +  h    '    c«  +  X, 


durch  Elimination  zu  bestimmen.  Man  erhält  für  x^^  y*,  z^  nur  je  einen 
Wert,  während  x^  y^  z  positiv  oder  negativ  genommen  werden  können, 
so  dafs  sich  im  ganzen  acht  Punkt«  ergeben;  dieselben  liegen  symmetrisch 
in  den  acht  Teilen  des  Baumes,  in  welche  dieser  durch  die  drei  Koordi- 
natenebenen geteilt  wird. 

Die  Elimination  selbst  führt  man  am  besten  allmählich  durch.  Mul- 
tipliziert man  die  Gleichungen  mit  c*  -f-  1^,  c^  -|-  ilg,  c*  +  ^  ^^^^^  ^^' 
trahiert  dann  die  zweite  und  dritte  jeweilig  von  der  ersten,  so  er- 
hält man 

oder,  wenn  man  die  Identit&ten 

'^'>'  ä«  +  x;        a^'-f  X,        (a^  -f-  X,){a^  +  X,)    "*•  ^'^  ^• 

beachtet  und  die  gemeinsamen  Faktoren  X|  —  X^  und  Xj  —  Xg  weg- 
dividiert, 

(a*  —  c*)a;*  ,  (&«  —  c*)y» 


rft^  ^  («' +  ^i)  («•  +  ^)  '  c^*  +  ^i)  (&•  +  ^,) 

(a-  +  z,)  (a«  H-  X3)  +  (&«  +  X,)  {W  +  X3)        ^  • 

um   auch  y^   zu   eliminieren,   multipliziert  man   die   erste    Gleichung  (7; 
mit  ^"  +  ^ ,  die  zweite  mit  2^^  +  A3  und  erhält  durch  Subtraktion 

a«  -f.  X,    La^  H-  x;        a*>  X3J  -^  —  ^2        ^3 
oder 

(g*  —  c«)  (g*  —  &«)a?'»        ^ 
(g«  -t-  X,)  (g«  +  X,)  (g«  +  ^) 

oder  endlich,  wenn  die  analogen  Gleichungen  zugefügt  werden. 
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(9) 


{a^  —  c»)  (a«  —  6'*) 
^  (&•  +  AO  (&«  +  a,)  (6«  +  A3) 


y^ 


(c«  +  X,)  (c»  +  A.)  (c«  +  1,) 


Dafs  die  rechten  Seiten  dieser  Gleichungen,  wie  notwendig,  stets  po- 
sitiv sind,  ist  leicht  nachzuweisen.  In  dem  Ausdrucke  für  x^  sind  alle 
Faktoren  positiv,  in  demjenigen  für  y^  sind  })*'  +  l^  und  h^  —  a*  negativ, 
in  demjenigen  für  z^  sind  alle  Faktoren  aufser  dem  ersten  des  Zählers 
negativ. 

Für  die  planimetrische  Aufgabe  erhält  man  entweder  durch  Anwen- 
dung dos  gleichen  Verfahrens  auf  die  Eelationen,  welche  für  il  =  X,  und 
k  =  X^  aus  (5)  hervorgehen,  oder  durch  Unendlichsetzen  von  cf  und  —  A3 
in  (9)  die  Gleichungen 

(6«  +  A,)  (6»  +  h) 

u    "—  r; -Jk 

(9  a) 


6-  —  c' 


,2  _  (c*  +  A|)  (c«  +  A,) 


Durch  die  Relationen  (9)  und  (9  a)  ist  der  Übergang  von  elliptiscben 
Koordinaten  zu  Eartesischen  ermöglicht. 

7.     Aus  (9)  folgen 

2/' 


X* 


+ 


(•»•  +  i.)  («' +  ^)  '  (&' +  i.)  (&' +  ii.) 

a«  +  1,  6*  +  h 


+ 


(c'  +  I,)  (c»  +  i,) 
c'  +  i. 


(a*   -  c»)  (a'  —  6')        (a»  —  6»)  (6'  -  e')  "'"  (6«  —  c»)  (««  —  c*) 
oder,  wenn  man  rechts  Alles  auf  denselben  Nenner  bringt, 


(10) 


X' 


+  7T.f 


y 


Ao)  "^ 


=  0 


("'  +  Aj)  (a*  +  A,)     '    (6-^  +  X,)(&»  +  i,)    •     (c-^  +  Aj  (c«  +  X,) 

und  zwei  analoge  Gleichungen. 

8*  Je  zwei  konfokale  Flächen  stehen  aufeinander  senk- 
recht, d.  h.  ihre  Normalen  bilden  längs  ihrer  Schnittlinie  rechte  Winkel 
miteinander. 

Bei  einer  beliebigen  Fläche 

stehen  bekanntlich  die  Bichtungskosinus  der  Normalen  im  Punkte  x^y^z 
im  Verhältnisse 

df    df     df 
—  »    —  •  — . 

öx    cy    dz 
Die  Bedingung  dafür,  dafs  die  Normalen  zweier  Flächen 

/  (x,  y^z)  =  0     und     f^  (x,  y^  z)  =  0 
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längs  ihrer  Schnittlinie  rechte  Winkel  miteinander  bilden,  dafs  also  die 
Kosinus  dieser  Winkel  verschwinden,  ist  daher 

(n)  ^  ^A  j-  ^  ^  -L  i/:  ^"  =  0 

^     ^  dx  dx  "^  dy  dy    *    dz  dz 

Für  eine  Fläche  (4)  ist  aber 

'()x~a^  +  X'     dy~b''  +  i'     dz  "^  c^  +  X' 

die  Gleichung  (11)  für  zwei  dieser  Flächen  wird  daher  mit  einer  der 
Gleichungen  (10)  identisch. 

Schneiden  sich  aber  je  zwei  yerschiedenen  Systemen  angehörige 
Flächen  —  demselben  Systeme  angehörige  Flächen  schneiden  sich  über- 
haupt nicht  —  rechtwinklig,  so  stehen  auch  die  drei  Schnittlinien  von 
drei  durch  einen  Punkt  gehenden  Flächen  paarweise  aufeinander  senk- 
recht.    Die  elliptischen  Koordinaten  sind  orthogonal. 

Zugleich  geht  hieraus  hervor,  dafs  auch  die  ebenen  elliptischen  Koor- 
dinaten orthogonal  sind. 

Durch  unendlich  viele,  jeweilig  unendlich  benachbarte  Flächen  der 
drei  räumlichen  Systeme  wird  also  der  ganze  Raum  in  unendlich  viele 
unendlich  kleine  rechtwinklige  Parallelepipeda  zerlegt. 

Beiläufig  möge  bemerkt  werden,  dafs  die  Kurven,  in  welchen  eine 
Fläche  des  einen  Systems  durch  diejenigen  der  beiden  andern  geschnitten 
werden,  die  Krümmungslinien  dieser  Fläche  sind. 

9.  Infolge  der  Orthogonalität  des  elliptischen  Koordinatensystems 
erhalten  manche  Differentialrelationen,  insbesondere  auch  der  Ausdruck 
für  das  Geschwindigkeitsquadrat,  in  diesen  Koordinaten  eine  einfache 
Gestalt. 

Nimmt  man  von  den  Ausdrücken  (9)  die  Logarithmen  und  differen- 
tiiert  dann,  so  folgt 


(12) 


2dx ^^1      j^      dl^      j^      dl 


8 


2dy dX^        .        dl^        ,        dXg 

2dz dl^        .        dX^ ■        dig 

z    ~  c-  +  Äj  ■•    c*  +7;  "^  c«  -f  ^3 


und  hieraus 

(13)   4  iä.^  +  df  +  dz^)  =  [^^^,  +  ^^^  +  yr^  ^J  dl,^ 

mAm»       •       •       • 

[X^  ■M*  z^  1 

-l-  .... 

Nun  ist  aber  nach  (9) 
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x^  ,  V*  ,  z* 


j  _      ^         I r I  _ 


(a«  +  Z,)  (a«  +  ^3)  ^  {&«  +  X.)  {h'  +  X,) 


+ 


(a»  +  X^)  (a«  —  c«)  (a»  —  6«)    '    (6*  +  XJ  (&»  -  o»)  (&*  —  c') 
(c«  +  X,)  (c'  +  X3) 


(c"  +  l,)  (c*  —  6'»)  (c'  —  a«) 

Die  etwas  umständliche  Umrechnung  dieses  Ausdrucks  kann  man  ver- 
meiden, wenn  man  beachtet,  dafs  L  für  i^  =  k^  und  ^i  =  A3  verschwindet, 
da  es  dann  mit  den  Ausdrücken  (10)  übereinstinunt;  dafs  femer  der  Zähler, 
nachdem  Alles  auf  denselben  Nenner  gebracht  ist,    auch  für 

verschwinden  mufs,  da  dies  mit  dem  Nenner  der  Fall  ist,  ohne  dafs  L 
hierfür  unendlich  wird,  weil  sich  je  zwei  Glieder  mit  dem  Nenner  alsdann 
wegheben.     Der  Zähler  mufs  daher  den  Faktor 

(l,  -  X,)  (A.  -  A3)  (««  -  6*)  («*  -  c>)  (6*  -  c«) 

besitzen,  oder  er  mufs  vielmehr  ganz  damit  übereinstimmen,  da'^z.  B.  das 
Glied  Xi*d^{h^  —  c**)  in  diesem  Faktor  und  zugleich  in  dem  entwickelten 
Zähler  vorkommt.     Daher  wird 

{X,  - ;,)  ix,  -  X,)     . 


(14) 


(a^  +  X,)  (6«  +  X,)  (c^  +  A.) 


Die  beiden  analogen  Ausdrücke  bezeichnen  wir  mit  M  und  N. 

Da  ferner  in  (13)   die   Glieder  mit  dk^  dX^  u.  s.  w.   nach  (10)   ver- 
schwinden ^  so  wird 

(15)  4.(dx^  +  dy^  -f  dz^)  -=  Ldk^^  +  Mdk^^  +  Ndk^^ 

oder,  wenn  T  wieder  die  lebendige  Kraft  eines  Punktes  mit  der  Masse  m 
und  ein  Strich  die  Differentiation  nach  t  bezeichnet, 

(16)  8T  =  4.m(x^  -f  1/^  +  Z^)  =  m[Lk/^  -f  Mk^'^  +  Nk^'*]. 
Für  das  ebene  System  folgt  aus  (14) 


(6*  +  k,)  (c«  +  k,) '     -        {b'^  +  A,)  (c«  -f.  k,) ' 
während  man  für  T  einen  analogen  Ausdruck  erhält. 

10*  Aus  (15)  ist  noch  ersichtlich,  dafs  ein  Linienelement  einer  der 
Schnittkurven,  welches  zwischen  zwei  benachbarten  Flächen  des  orthogo- 
nalen Systems  liegt,  durch 

(18)  y/'rf>Li,     VMdk^,     YNdk^ 

dargestellt   ist.    Ein    solches  Element   mufs  nämlich   mit   dem   Strecken- 
element Yda^  -\-  dy^  -|-  dz^  zusammenfallen,  wenn  man  zwei  der  Aj ,  A^ ,  A3 
ungeändert  läfst,  das  dritte  aber  um  dka  ändert. 
Analoges  gilt  für  das  ebene  System. 

11«     Wir  wollen  nun  noch  die  partielle  Differentialgleichung  für  die 
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Hamilton'sühe  Funktion  W  in  elliptischen  Koordinaten  aufstellen.    Nach 
§  30,  19  lautet  dieselbe 

fl+  T—  Z7=0, 

wenn  in  T  nach  Einführung  der  (ja  und  j)„   die   letzteren  GrÖfsen,   d.  h. 

die  o  -^ ,  durch  t^ —  ersetzt  werden.     Nun  ist  aber  nach  (16),  wenn  wir 

uns  auf  einen  Punkt*  beschränken, 


wofür 


dW         dW         dW 
einzuführen  sind.     Es  ist  hiemach 

Ai     ^~"  -w-        u.    S.    W. 

*-  mL 

zu  setzen,  so  dafs  die  Differentialgleichung  schliefslich  lautet: 

'")  »+|[iQ'+i(l?)'+i(©']-<'-«. 

Entsprechend  drückt  sich  die  Differentialgleichung  beim  ebenen  System  aus. 


§  32. 

Die  Attraktion  nach  zwei  festen  Zentren. 

1.  Während  das  Problem  der  drei  Körper,  welche  sich  gegenseitig 
nach  dem  Newton'schen  Gravitationsgesetze  anziehen,  noch  ungelöst  ist, 
läfst  sich  die  Aufgahe,  die  Bewegung  eines  materiellen  Punktes  zu  be- 
stimmen, welcher  von  zwei  festen  Zentren  aus  nach  demselben  Gesetze  an- 
gezogen wird,  ohne  sonderliche  Schwierigkeit  behandeln.  Für  die  Astro- 
nomie ist  das  Resultat  freilich  nicht  zu  verwerten ;  denn  die  Voraussetzung 
zweier  attrahierenden  Körper,  welche  einen  dritten  in  Bewegung  setzen, 
sich  aber  gegenseitig  gar  nicht  oder  nur  verschwindend  wenig  aus  ihrer 
Lage  bringen,  läfst  sich  in  der  Natur  in  keiner  Weise  realisieren.  Für 
die  Störungstheorie  ist  das  Problem  also  ohne  Wert. 

Die  Differentialgleichungen  der  Attraktion  nach  zwei  festen  Zentren 
wurden  von  Euler  für  den  Fall  der  Bewegung  in  einer  Ebene,  von 
Lagrange  undLegendre  allgemein  integriert.  Jacobi  gab  die  Lösung 
nach  dem  Hamilton'schen  Verfahren,  die  im  folgenden  vorgetragen  wird. 
Koenigsberger  stellte  in  seiner  Dissertation:  De  motu  puncti  versus 
duo  fixa  centra  attracti,  1860,  das  allgemeine  Integral  durch  Theta- 
funktionen  dar.  Weitere  Angaben  findet  man  in  einer  Abhandlung  von 
Perlewitz,    Schlömilch's    Zeitschrift,  B.  18,    in    welcher   spezielle  Fälle 


§  32.     Diu  Attraktion  nach  zwei  festen  Zentren.  217 

untersucht  werden.     Die  Bewegung  kann  unter  Umständen  in  einer  Ellipse 
oder  Hyperbel  verlaufen. 

2.  Zuerst  wollen  wir  den  Fall  betrachten,  dafs  die  Bewegung  in 
einer  Ebene  vor  sich  geht;  dies  mufs  immer  eintreten,  wenn  die  Ge- 
schwindigkeitsrichtung in  einem  Momente  mit  der  Verbindungslinie  der 
beiden  Attraktionszentren  in  einer  Ebene  liegt.  Wir  wählen  dieselbe  zur 
1/z- Ebene,  die  Verbindungslinie  der  Zentren  zur  ^- Achse;  der  Nullpunkt 
möge  in  der  Mitte  zwischen  beiden  Zentren  liegen,  so  dafs  beide  um  c 
von  ihm  abstehen.  Sind  k  und  k^  die  Beschleunigungen,  welche  die  Zen- 
tren dem  bewegten  Punkte  in  der  Einheit  der  Entfernung  erteilen,  und 
sind  r  und  r^  die  Entfernungen  des  Punktes  von  den  Zentren,  so  ist  die 
Eräftefonktion 

(1)  ^=>+f:. 

und  der  Satz  von  der  lebendigen  Kraft  lautet 

(2)  r  =  7-  +  ^-  +  Ä, 

WO  h  an  die  Stelle  des  früheren  —  a  gesetzt  ist. 

Für  die  yz -Ebene  gilt  kein  Flächensatz  (§  24,  8). 

3*  Wir  wollen  nun  elliptische  Koordinaten,  die  sich  hier  als  die 
zweckmäfsigsten  erweisen,  einführen  und  dabei  die  beiden  Zentren  zu  ge- 
meinsamen Brennpunkten  nehmen;  die  Gleichungen  der  Ellipsen  und  Hy- 
perbeln beider  Systeme  sind  in  der  Form 

(3)  -  y"   +    '"    =  1 

enthalten,  worin 

(4)  6^  -  c2  =  e^ 

sein  mufs. 

Nach  §  31,  (19)  und  (17)  haben  wir  die  Funktion  W,  welche  sämt- 
liche Integrale  der  Bewegung  liefert,  durch  die  partielle  Differential- 
gleichung (wir  nehmen  tw  =  l) 

zu  bestimmen.     Es  sind  nur  noch  in   U  die  elliptischen  Koordinaten  ein- 
zuführen. 

Nun  ist 

r'^iy-ey  +  z\     r/ =  (y  +  ,)*  +  i'' 
oder 

(6)  r*  =  y  +  Ä*-2cy  +  c*,     r*  ^^y*  +  z^  +  icj, -\- e" . 
Nach  §  31,  (9  a)  ist  aber 

(7)  ,^  +  .^^^^'  +  ^.)(^'  +  ^)2l''''^''^^'"  +  ''^-fc*  +  o'  +  A.  +  il», 
während  e^  aus  (4)  zu  entnehmen  ist. 
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liiernach  und  durch  weitere  Benutzung  von  §  31,  (9a)  erhalten  wir 
oder 


also 


Die  Gleichung  (5)  geht  daher  über  in 
"(10)         (6«  +  A.)  (c«  +  iO  (15^)'  -  (6*  +  A,)  (c*  +  A,)  (1^)' 

=  (Ä  +  &0  Vb^+T,  +  1  Äi,  +  (fc  -  Ä,)  l/6M^  - 1  Ä  ^  • 

Die  Betrachtung  dieser  Gleichung  zeigt,  dafs  ein  Teil  ihrer  Glieder  nur 

dW  dW 

Aj  und  o  j— ,  ein  Teil  nur  k^  und  ^y—  enthält.  Man  kann  daher  ein  In- 
tegral von  (10)  finden,  indem  man  die  Gleichung,  unter  gleichzeitiger 
additiver  und  subtraktiver  Zufügung  einer  willkürlichen  Konstanten  /3,  in 
zwei  Teile  zerlegt,  welche  nur  je  eine  unabhängige  Variable  enthalten. 
Wir  setzen  also 


(11) 


idwy  _ 
.  Vax,/  ~" 


(6*  +  i^)  (c«  +  i^) 


<h'  +  l,)  (c*  +  l,) 


und   erhalten  nach  ausgeführter  Integration   dieser  totalen  Differential* 
gleichungen*) 


(12) 


W  = 


{k  +  k,)  Vb'  +  x,  +  ^hx,+  ß 


dl^ 


(fc  -  k,)  Yb^  +  i^  ^^hx,-ß 


dX 


2 


(&«  +  X,)  (c«  +  X,) 
Die    beiden    Integrale    erweisen   sich,    nach    Wegschaffung   der    Wurzeln 


*)  Integriert  man  die  erste  Gleichang,  so  kann  die  lotegrationskonstante 
noch  von  A,  abh&ngen;  integriert  man  die  zweite,  so  kann  in  der  Konstanten  X, 
vorkommen.  Es  ist  daher  W  =>  /i(li)  +  f%Mt  ^o  fi  u«*d  f^  die  einzelnen  In- 
tegrale sind. 
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unter  dem  Wurzelzeichen,  als  elliptische.  W  enthält  aufser  der  addi- 
tiven Integrationskonstanten  zwei  willkürliche  Konstanten  li  und  |3,  ist 
also  ein  vollständiges  Integral.  Nach  §  30,  (21)  sind  die  fertigen  6e- 
wegongsgleichungen  *) 

(1^;  ~jf  =  Pi^      dh      ^~^^' 

worin  ß\  eine  neue  willkürliche  Konstante  bezeichnet. 

4«  Geht  die  Bewegung  im  Baume  vor  sich,  so  dafs  der  materielle 
Punkt  eine  Kurve  doppelter  Krümmung  beschreibt,  so  denken  wir  uns 
durch  ihn  und  die  beiden  Zentren  eine  bewegliche  Ebene  gelegt.  Wir 
können  uns  dann  vorstellen,  dafs  der  Punkt  sich  in  dieser  Ebene  bewegt, 
während  letztere  selbst  um  die  Achse  der  Zentren  eine  Rotation  ausführt. 
Beide  Teile  der  Bewegung  können  getrennt  aufgestellt  werden.  Wenn 
insbesondere  die  Bewegung  in  der  rotierenden  Ebene  bekannt  ist,  so  läfst 
sich  das  Gesetz  der  Rotation  dieser  Ebene  sofort  mittels  des  Flächensatzes 
angeben,  der  für  eine  Ebene  gilt,  welche  senkrecht  zur  Achse  der  Zentren 
steht.  Doch  erhält  man  so  die  letztere  Bewegungsgleichung  in  impli- 
ziter Form,  so  dafs  es  vorteilhafter  erscheint,  direkt  nach  der  Hamil- 
ton'schen  Theorie  vorzugehen. 

Die  Achse  der  Zentren  möge  wieder  die  ^- Achse  sein  und  der  Null- 
punkt wie  früher  liegen;  über  die  x-  und  je- Achse  ist  keine  besondere 
Festsetzung  zu  machen.  Dagegen  wollen  wir  das  ebene  elliptische  Koor- 
dinatensystem k^  und  ^2  immer  in  der  rotierenden  Ebene  gelegen  denken. 

Ist  Q  der  senkrechte  Abstand  des  beweglichen  Punktes  von  der 
^-Achse,  g>  der  Winkel,  welchen  q  mit  der  positiv  gerichteten  «-Achse 
bildet,  so  haben  wir 

(14)  a;  «=  9  cos  9 ,     z  ^=^  q  sin  g>. 

Die  Hamilton'sche  partielle  Differentialgleichung  ist  hier 

(>^)     o"+(^)'+(^r-^''+". 

worin  wir  durch  (14)  9  und  q>  statt  x  imd  e  einführen   wollen.     Es  ist 


Q  =  yx^  +  z\     9  =  arctg  — , 

CQ  X       dg  z       dq>  z  z        d^         x 

dx         g  "*     cz         q  "^     ex  a;*  +  ^*  q^  ^      dz        ^* ' 

also 

dW  ^bW  x_  _  cW_  z__ 

ex  dg      Q  d(p     Q*  ^ 


*)  Dafs  h  mit  —  a  zu  identifizieren  ist,  erhellt  aus  der  Vergleichung  von 
(2)  mit  §  30,  (19)  (s.  oben). 
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so  dafs  aus  (15) 

wird. 

Die  Kräftefiinktion  U  hängt  nur  von  den  Abständen  des  materiellen 
Punktes  von  den  Zentren,  also  nicht  vom  Rotationswinkel  9?  ab.  Daher 
können  wir  mit  (16)  eine  ähnliche  Transformation  in  bezug  auf  g>  vor- 
nehmen, wie  §  30,  8  in  bezug  auf  t.  Wir  setzen,  eine  neue  Variable  a 
einführend, 

(17)  Wi  =  W''aq>, 

indem  wir 

annehmen  und  9  hieraus  berechnet  und  in  (17)  eingesetzt  denken;  W^ 
ist  dann  von  g>  unabhängig.  Da  nun,  wenn  a  als  neue,  von  den  Übrigen 
Koordinaten  unabhängige  Variable  betrachtet  wird, 

^y    "^    ^y  ^9    dy        "  dy 

oder  wegen  (18) 

>,  ~  =  -o —     und  direkt     -3—*  =  -^ — 
öy  cy  üQ  OQ 

ist,  so  wird  (16)  zu  der  von  q>  freien  Gleichung 

Beachten  wir,  dafs  in  der  rotierenden  Ebene  y  und  q  dieselbe  Bolle 
spielen  wie  beim  ebenen  Problem  y  und  £?,  so  können  wir  wie  dort  zu 
elliptischen  Koordinaten  übergehen,  wenn  wir  noch  für  ^®,  welches  dem 
z'^  in  §  31,  (9  a)  entspricht,  setzen 

(c«  +  x^)  (c^  +  i^) 
b^  -  c*  ' 


?'  =  - 

und  so 
(20) 

o>            or'e" 

a*c«     r 1 1 "] 

erhalten.  Für  U  benutzen  wir  (9),  wahrend  wir  die  linke  Seite  von  (19) 
derjenigen  von  (5)  entsprechend  nach  §  31,  (19)  u.  s.  w.  umgestalten; 
wir  gelangen  zu  der  Gleichung 

^^^^  X,  -\         Vdx, )  "*  i,  -  K         \dx^  / 

1  {k  -fA)  /feMF^  +  (fe  -  ft,)  y 6«  +1; 

-  "'^'  r  ^  +  — i- 1 + -  Ä 
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Nachdem  der  Nenner  i^  —  X^  beseitigt  ist,  kann  wie  oben  eine  Zer- 
legung in  zwei  totale  Differentialgleichungen  mit  den  Variabein  X^  und  X^ 
vorgenommen  werden.     Wir  erhalten  schliefslich 


(22)   u .  -y    y .___^___ 


+  ß 


m 


1      a^e 


«^« 


"^   /       1/  (6«  +  A,)  (c«  +  i,)  '^^• 


um   die   drei  fertigen  Integralgleichungen   zu  erhalten,  müssen  wir 

TF  «=  T^i  +  «9 

nach  ß  und  a  differentiiert  zwei  Konstanten,    nach  h  differentiiert  aber 
/  —  f^)  gleichsetzen.     Die  Bewegung  ist  also  durch  die  drei  Gleichungen 

dargestellt,  die  sich  leicht  entwickeln  lassen. 

Die  erste  liefert  eine  Gleichung  zwischen  X^  und  X^ ,  also  die  Bahn- 
kurve in  der  rotierenden  Ebene;  die  zweite  liefert  den  Rotationswinkel, 
die  dritte  die  Zeit  für  jeden  Punkt  der  Bahnkurve,  in  welchem  sich  ge- 
rade der  bewegte  Punkt  befindet. 


§  33. 

Herleitung  neuer  Integrale  der  Bewegungsgleiohungen  aus 

zwei  gefundenen. 

!•     In   §  29,  (26)  und  (27)    setzten    wir   bei    vorhandener  Kräfte- 
funktion  die  Bewegungsgleichungen  in  die  Form 

^  '  dt         cp^'       dt    =■         dq„' 

Sind  7,wei  Integrale  dieser  Gleichungen  in  der  Form 

<P{<1\1  Qt,  ■  •  ■  1k,  i'l)  J'«j  •  ■  •  ^'*1  ')='*? 

■ 

.    '^{n\^  (/21   •  •  •  (?*7  Pu  P2^   •  "  Ph  0  =  ^ 

gefunden,  so  ist 

(3)  (9>,  t(^)  =  c 

ein   neues  Integral,  wenn 


(2) 
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(4)  (9,,,/;)=  yi^l±-.$i-^±. 

^  ^  V'^J  ry         ^  ^^^   ^^^         f.^^   ^p^ 

gesetzt  wird  (Poisson-Jacobi'scher  Satz)*). 

Beweis.     Die     Richtigkeit    dieses    Satzes    ist    dargetban,    wenn    die 
Relation 

(5)  -'^^-^*>  =  0 

mittels  der  Gleichungen  (l)  erwiesen  wird;  denn  durch  Integration  von 
(5)  folgt  (3).  Selbstverständlich  sind  die  qa  und  pa  hierbei  als  Funk- 
tionen von  t  anzusehen. 

Es  ist 


^  )  dt  ^  c,p^  äe  \'ccij  '^  cq„  dt  [cpj 

cq>     d    /^V'X  ctp     d    / ^(p\ 

""  ^  5^  \^Pa)  ^  ^   dt  \cqj  ' 

Um  diese  Gleichung  umzugestalten,  differentiieren  wir  (p  partiell  nach  /, 
dann  weiter  nach  g^  und  j>^;  wir  finden 

Ti  +  2rvTa'dtr  +  F^,  -dt)  =  ^ 

oder  mit  Benutzung  von  (l) 


und  weiter 


^V      I     '^1/^<P       r^^i      ,       r»<p      aH 


J>^  ^^\<^a    <^Pa^'Pfi  ^^a^Pfl    ^ Pa 


.)=» 


CPa    (^Oa^Pfi  ^Pa^Pfi    ^2c 

Andrerseits  folgt  direkt 
oder 


*)  Die  Gleichang  der  Erhaltung  der  lebendigen  Kraft,  welche  hier  immer 
gilt  nnd  eine  Vorbedingung  der  Existenz  der  Gleichungen  (1)  ist,  darf  nicht 
unter  den  Integralen  (2)  vorkommen.  —  Der  Satz  wurde  von  Poisson  zuerst 
erwiesen,  blieb  jedoch  lange  unverstanden,  bis  Jacobi  ihn  erst  recht  eigentlich 
in  die  Mechanik  einführte.  Eine  Erweiterung  desselben  wurde  von  Laurent 
in  der  Abhandlung:  Sur  un  thäor^me  de  Poisson,  Liouville  J.  (2),  ß.  17, 
p.  422  gegeben;  doch  werden  hierdurch  keine  weitergehenden  Resultate  erzielt. 
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^     ^  dt    \c;q^)        ct'cq^  '^^\c^a^^^     dp^         cp^dq^   dq„) 


und  ebenso 


Aus  (8)  und  (10),  (9)  und  (ll)  eliminieren  wir 


o —      und 


at  dq^  et  cp^  ' 

wodurch  wir  zu  den  Gleichungen 

^  f7<    \dij^)  ^\dqa   opjq^         dp„   ^9a^Q^i)  ' 


(13^        A  (li\  =  -  ^ /i?^  Jlli-  _  -?^    ^'^  \ 


gelangen.     Ganz  analoge  Relationen  finden  wir  für  ift . 
Durch  Benutzung  dieser  Ausdrücke  geht  (6)  über  in 

(14)  '^^  =  0  . 

Bei  teilweiser  Änderung  der  Summationsindicos  ist  nämlich  z.  B.  der 
Koeffizient  von  -.,-— — 

^       ^  ^Pa     ~^Pfi  ^^Pa       ^Pß    ' 

beachtet  man  aber,  dafs  a  und  ß  beide  sämtliche  Werte  von  1  bis  Ic 
durchlaufen,  so  müssen  sich  je  zwei  dieser  ^röfsen,  bei  denen  a  und  ß 
vertauscht  erscheinen,  wegheben,  während  für  a  ==  |3  (15)  selbst  ver- 
schwindet.    Dasselbe  gilt  für  die  übrigen  Koeffizienten. 

Somit  ist  der  Satz  bewiesen. 

2.    Bei  einem  ifreien  System  haben  wir  wieder  für  die  Pa 

r  t  f 

WaiTa,    »»«ya,    »»a£f,r  , 

während  die  Qa  die  Koordinaten  selbst  sind.  Nun  sind  zwei  Integrale  des 
Systems  durch  die  beiden  Flächensätze 


y]  maitfa^a  —  f^aya)  =  «  , 


gegeben.     Verfährt   man   nach  (4)  und  (3),    so  erhält    man    als    nenes 
Integral 

also   den   dritten   Flächensatz,    der    in    der  That    ein   neues   Integral   re- 
präsentiert. 
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3.  Da  man  auf  das  neue  Integral  (g),  «p)  in  Verbindung  mit  einem 
der  beiden  andern  dieselbe  Methode  anwenden  und  in  dieser  Art  beliebig 
lange  fortfahren  kann,  so  lassen  sich  aus  zwei  gefundenen  Integralen  be- 
liebig viele  andere  herleiten,  vorausgesetzt,  dafs  man  nicht  wieder  auf 
frühere  Integrale  oder  auf  eine  Identität  kommt.  Aus  zwei  der  Flächen- 
sätze ergiebt  sich  immer  der  dritte,  so  dafs  man  weiterhin  aus  ihnen 
nichts  Neues  erhält.  Jacobi  glaubt,  dafs  sich  aus  solchen  Integralen, 
welche  ftlr  das  spezielle  Theorem  charakteristisch  sind  —  dies  ist  bei 
den  Flächensätzen,  die  einer  grofsen  Zahl  von  Theoremen  gemeinsam 
zukonmien,  nicht  der  Fall  —  thatsächlich  eine  gröfsere  Zahl  von  Inte- 
gralen, Vielleicht  sogar  alle  herleiten  lassen.  Doch  ist  kein  Fall  be- 
kannt, wo  die  Integration  wirklich  durch  dieses  Hilfsmittel  gelungen  wäre. 

§  34. 
Das  allgemeine  Störungsproblem. 

1.  In  den  §§12  und  13  haben  wir  bereits  den  Begriff  der  Stö- 
rungen für  spezielle  Fälle  kennen  gelernt.  Wir  können  mm  den  Gegen- 
stand zu  der  Aufgabe  verallgemeinem:  Es  ist  die  Bewegung  eines 
Systems  materieller  Punkte  unter  dem  Einflüsse  gewisser 
Kräfte  bekannt,  d.  h.  die  Bewegungsgleichungen  sind  für  diesen 
Fall  vollständig  integriert.  Nun  treten  zu  den  vorhandenen 
Kräften  neue  hinzu,  welche  gegen  die  alten  verhältnismäfsig 
geringfügig  sind;  es  soll  eine  Methode  angegeben  werden,  die 
neue  Bewegung  aus  der  alten,  nötigenfalls  durch  Näherung, 
herzuleiten. 

Die  integrierten  Bewegungsgleichungen  enthalten  aufser  den  Yariabeln 
eine  Anzahl  von  Konstanten,  die  man  in  der  Planetentheorie  als  Bahn- 
demente  bezeichnet.  Wir  sahen  bereits  in  §  12,  dafs  man  zwei  Wege 
zur  Berücksichtigung  der  Störungen  einschlagen  kann.  Man  kann  erstens 
annehmen,  dafs  die  materiellen  Punkte  infolge  der  störenden  Kräfte  nur 
wenig  von  dem  Orte  entfernt  werden,  an  dem  sie  sich  ohne  Störung  be- 
finden würden,  und  kann  hiemach  an  den  Koordinaten,  die  für  das  un- 
gestörte System  berechnet  sind,  Korrekturen  anbringen  (Störung  der 
Koordinaten).  Zweitens  kann  man  annehmen,  dafs  sich  die  Gleichungen 
der  gestörten  Bahn  in  wesentlich  derselben  Form  darstellen  wie  die- 
jenigen der  ungestörten,  nur  dafs  an  Stelle  der  Konstanten  (der  Elemente) 
jetzt  Funktionen  der  Zeit  eintreten  (Störung  der  Elemente).  Bei  den 
planetarischen  Störungen  gingen  wir  von  den  Störungen  der  Koordinaten 
aus,  um  nachträglich  einen  Teil  der  Störungen  auf  die  Elemente  zu  über- 
tragen. Bei  der  allgemeinen  Aufgabe  wollen  wir  uns  nur  mit  der  Stö- 
rung der  Elemente  beschäftigen;  in  der  Praxis  wird  diese  Methode  be- 
sonders bei  der  Berechnung  der  speziellen  Störungen  angewandt,  welche 
bei  Planetenbahnen    gebraucht   werden    mufs,   die  starke   Exzentrizitäten 
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and  bedeutende  Neigungen  gegen  die  Bahnen  der  störenden  Planeten  auf- 
weisen. Wir  wollen  dieses  spezielle  Problem  hier  nicht  verfolgen,  über 
das  man  bei  Israel-Holtzwart,  „Elemente  der  Astromechanilc^^ 
Auskunft  erhält  (p.  123 ff.)*);  man  möge  mit  den  dort  gegebenen  speziellen 
Formeln  die  hier  herzuleitenden  allgemeinen  vergleichen. 
2,    Die  Gleichung 

möge   die  Hamilton' sehe   partielle  Differentialgleichung   für  das  unge- 
störte Punktesystem  darstellen;  U  denken  wir  uns  wie  in  §  SO,  (9)  als 

d  V 
Funktion  von  /,  (7«,  ö— ^  •     Durch  die  Substitution  von  (§  30,  (17)) 

(2)  "        W~V^+at 
fuhren  wir  dieselbe  auf 

(3)  H=a 

dW  ' 

zurück,  wo  jetzt  H  als  Funktion  der  </«  und  - —  anzusehen  ist**). 

Die  Integrale  der  ungestörten  Bewegung  sind  dann  (§  30,  (21)) 
cW       ^        dW       ^  dW 

(4)  { 

hierin  ist  W  als  Funktion  der  da  tmd  der  Konstanten  a,  a^,  Oj,  ...  a*— i 
anzusehen. 

8.  Treten  nun  störende  Kräfte  auf,  so  müssen  wir  H  durch  H  +  «^ 
ersetzen,  worin  Ä  als  die  „Störungsfunktion"  bezeichnet  wird;  es 
leuchtet  ein,  dafs  hierbei  keinerlei  besondere  Voraussetzung  zu  machen 
ist,  da  man  Sl  immer  so  bestimmen  kann,  dafs  //"-[-Ä  der  Gröfse  T —  U 
für  die  neue  Bewegung  gleich  wird.  Nennen  wir  die  neue  charakteristische 
Funktion   F,   so  geht  Gleichung  (l)   für  das  gestörte  Problem  über  in 

(5)  -|^+Zf+Ä  =  0; 

dV 
hierin  sind  //  und  Sl  zunächst  als  Funktionen  von  t.  Qa^  k—  zu  denken. 

Diese  partielle  Differentialgleichung  läfst  sich  durch  eine  totale 
ersetzen.     Da 

dt         dt   +  ^   dq^    dt  ~  dt  "^-^  ^"  dt 
ist,  worin  wie  früher  *(§  30,  (4)) 

*)  Ausführliches  über  das  Problem  der  Störungen  der  Elemente  findet  man  aucb 
in  Lagrange's  M^canique  analytique,  2.  Auflage,  an  welche  sich  die  Über- 
setzung von  Servus  anscbliefst.    In  Jacobi's  Vorlesungen  über  Dynamik 

ist  das  allgemeine  Problem  weiter  durchgeführt. 

♦*)  Wir  haben  hier  nur  —  a  an  Stelle  des  früheren  a  gesetzt. 

Rausonborgor,  analyt.  Mechanik.   I.  15 
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* 

dV 

» 

gesetzt  wurde,  so  kann  man  statt  (5) 

(6)         d  7  =  -  (7/  +  Sl)dt  +  p^dq,  +  p^dq^  H \-  p^dqt 

schreiben. 

Der  Ausdruck  "W  ist  im  ungestörten  Problem  nach  ausgeführter 
Integration  als  Funktion  der  ga  und  der  Konstanten  a,  rtj,  Og,  ...  ai— i 
anzusehen.  Nach  früherer  Auseinandersetzung  wollen  wir  aber  das  ge- 
störte Problem  dadurch  aus  dem  ungestörten  herleiten,  dafs  wir  die  Kon- 
stanten des  letzteren  zu  Funktionen  der  Zeit  werden  lassen.  Daher 
müssen  wir  bei  Betrachtung  der  gestörten  Bewegung  die  «,  fl,,  o^,  ...  at—i, 
wie  auch  die  übrigen  Konstanten,  als  Funktionen  von  t  behandeln.  Dem- 
nach ist 


+  ^  ^«  +  ä^  ^«1  +  ä^  ^^  +  •  •  •  +  ^-  '^^^' 
oder  unter  Benutzung  von  (4) 

(7)  dW  ==Pidqi  +p^dg2  -| \rPkdqk  +  (t  —  Qda 

-f-  h^düy^  +  ^2 ^0^2  -(-...-(-  hk^idttk-i  . 

Diese  Gleichung  mufs  durch  die  Integrale  des  Störungsproblems  zu  einer 
identischen  gemacht  werden. 

Die  Zusammenstellung  von  (6)  und  (7)  liefert 

(8)  d{W  -  F)  =  (//  +  Sl)dt  +  {t  —  Qda 

+  \da^  +  \da^  H f-  6it-i(irti_i  . 

Aus  der  Gleichung  (3)  folgt  aber 

(9)  Hdt  +  tda  =  adt  +  tda  =  d{ai) , 
wodurch  (8)  in 

(10)  d{W  —  at—V)  =  Sldt  —  t^da 

+  h^da^  -|-  h^da^  + [-  hj^idak-i 

übergeht  oder,  wenn 

(11)  TF  — a<—  F=  Fo  -  F  =  Ä 
gesetzt  wird,  in 

(12)  dS  =  Sldt  —  tf^da  +  h^dOi  -f"  2>2^«2  +  •  •  •  +  hk—idak--i . 

Die  Funktionen  S  und  Sl  können  vnr  uns  durch  Elimination  der  ga 
mittels  (4)  als  Funktionen  von  ^,  a,  a^,  ag,  . .  .  «i— i,  ^oi  ^n  ^2» '  '  '  ^t—i 
dargestellt  denken.  Ein  Vergleich  von  (5)  und  (6)  zeigt,  dafs  wir  die 
totale  Differentialgleichung  (12)  durch  die  partielle 
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(13)  ^-Ä  =  0 

ersetzen  können,  wenn  in  Ä  an  Stelle  der  ha  die  Werte  -/ — ,  an  Stelle 

f  S 
von  /q  aber  —  ? —  treten.  Die  Gleichung  (13)  entspricht  genau  der  Ha- 
milton'sehen  Gleichung  (l)  für  das  ungestörte  Problem.  Aber  es  sind 
hier  nicht  mehr  die  ursprünglichen  Variabein  (/«  die  gesuchten  Gröfsen, 
sondern  vielmehr  die  Konstanten  des  ungestörten  Problems,  welche  jetzt 
in  veränderliche,  von  der  Zeit  abhängige  Gröfsen  übergegangen  sind. 

So  wie  §  30,  (9)  gleichwertig  ist  mit  dem  Systeme  totaler  Differential- 
gleichungen §  29,  (26)  und  (27),  so  kann  auch  (13)  durch  die  Gleichungen 


(14) 


dto  '     df  ch^   '     '"      dt  r'fe^i  ' 

aß      a&i      aa  dh^_^       dsi 


dt  ca  '      dt  da,  '  dt  ^«^-i 

ersetzt  werden. 

Suchen  wir  uns  nun  das  erhaltene  Resultat  und  seinen  Wert  klar  zu 
machen.  Die  Funktion  Sl  läfst  •  sich  mittels  der  Gleichung  der  lebendigen 
Kraft  für  das  Störungsproblem  unmittelbar  aufstellen,  und  zwar  als 
Funktion  der  (?«,  pa  und  t.  Sind  aber  die  Differentialgleichungen  der 
ungestörten  Bewegung  integriert,  so  kann  man  mit  ihrer  Hilfe  aus  Sl 
die  ursprünglichen  Yariabeln  qa  und  pa  eliminieren  und  an  ihre  Stelle  die 
Konstanten  des  ungestörten  Problems  setzen,  die,  nunmehr  als  variabel 
betrachtet,  die  Unbekannten  des  Störungsproblems  sind. 

Hiermit  ist  freilich  für  die  Integration  von  (14)  noch  gar  nichts  ge- 
leistet. Allein  man  kann  jetzt,  falls  die  störenden  Kräfte  gering  sind, 
eine  erste  Näherung  dadurch  erreichen,  dafs  man  in  den  rechten 
Seiten  der  Gleichungen  (14)  den  Gröfsen  a,  %,  Og,  .  .  .  «it-i,  /q, 
biy  b^y  ...  hk—i  die  konstanten  Werte,  welche  sie  im  ungestörten 
Problem  besitzen,  beilegt,  so  dafs  die  rechten  Seiten  nur  noch 
Funktionen  der  Zeit  sind.  Dann  werden  die  Gleichungen  (14)  im- 
mittelbar  integrabel,  wenn  auch  oft  nur  auf  mechanischem  Wege. 

In  der  Theorie  der  speziellen  Störungen  werden  in  der  That  zunächst 
die  Differential quotienten  der  gestörten  Elemente  nach  der  Zeit  als 
Funktionen  der  Zeit  dargestellt. 

Weitere  Annäherungen  führen  zu  gröfsen  Komplikationen. 
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Das  Potential. 

§  35. 
Die  Eräftefanktion  eines  zusammenhängenden  Körpers. 

1.  Wir  haben  in  den  vorhergehenden  Abschnitten  die  Bewegungen 
materieller  Punkte  verfolgt,  auf  welche  Kräfte  wirken,  teilweise  ohne 
Rücksicht  auf  den  Ursprung  dieser  Kräfte,  teilweise  unter  der  Annahme, 
dafs  von  einzelnen  materiellen  Punkten  eine  Anziehung  ausgehe.  Wir  wollen 
jetzt  die  Kräfte  untersuchen,  welche  von  einer  zusammenhängenden 
Masse  auf  einen  materiellen  Punkt  ausgeübt  werden. 

Wie  schon  früher  gesagt  yrurde,  lassen  sich  fast  alle  in  der  Natur 
vorkommenden  Kräfte  zwischen  Körpern  so  auffassen,  als  ob  jedes  kleinste 
Teilchen  des  einen  Körpers  auf  jedes  Teilchen  des  andern  Körpers  eine 
Kraft  ausübe,  die  nur  eine  Funktion  der  betreffenden  Massen  und  der 
Entfernung  der  beiden  Teilchen  ist.  Um  demnach  die  Wirkung  eines 
Körpers  auf  einen  materiellen  Punkt  zu  finden,  müssen  wir  uns  ersteren 
auf  irgend  eine  Weise  in  unendlich  kleine  Elemente  zerlegt  denken  (die 
wir  wie  materielle  Punkte  behandeln),  die  Ej*aft  bestimmen,  welche  jedes 
dieser  Elemente  auf  den  materiellen  Punkt  ausübt  und  die  Resultante 
dieser  sämtlichen  Kräfte  suchen.  Seien  rv,  y^  z  die  Koordinaten  des 
materiellen  Punktes,  m  seine  Masse,  seien  ferner  ^,  97,  ^  die  Koordinaten 
eines  Punktes  des  Körpers  und  r/ft  die  Masse  des  unendlich  kleinen  Ele- 
mentes, das  wir  uns  um  jenen  Punkt  abgegrenzt  'denken,  so  ist  zunächst 


i2 


(1)  r  =  }/ (x  -  l)'' +  (y  -  1,)* -f  (.  -  ij 

die  Entfernung  der  beiden  Punkte.    Wir  haben  dann  für  die  Kraft,  welche 
das  Körperelement  auf  den  materiellen  Punkt  ausübt, 

(2)  mf{r)  dii . 

Da  die  Ejräfte,  welche  so  von  den  einzelnen  Körperelementen  auf  den 
materiellen  Punkt  wirken,  verschiedene  Richtungen  besitzen,  so  müssen 
wir,  um  ihre  Resultierende  zu  bestimmen,  sie  in  Komponenten  nach  den 
Koordinatenachsen  zerlegen  und  diese  summieren.  So  erhalten  wir  ffir 
die  Komponenten  der  Kraft 
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(3) 


K')  *-;:  -  »*^(^ . 


fir) 


r 


rndfi^ 


f(r)  ^~      md(i 


und,  wenn  wir  über  alle  Elemente  d^  summieren,  also  die  Integrale  über 
den  ganzen  Körper  ausdehnen, 


(4) 


■  X  =  mj'fir)  ^-^  d,i, 

1-6 


Z  =  mjf(r) 


dfi 


als  Komponenten  der  Gesamtkraft.     Diese  selbst  ist 


und  ihre  Richtnngskosinus  sind 


P,  Z,   F,  Z  sind  Funktionen  von  a?,  y,  jer. 

2.  So  wie  man  die  Komponenten  der  Einzelkraft  (2)  als  Differential- 
quotienten einer  Kräftefunktion  darstellen  kann,  läfst  sich  dieselbe 
Darstellung  auch  für  (4)  geben.     Setzen  wir  nämlich 

(5)  F(r)  =J  f(r)dr  , 

worin  zunächst  noch  eine  willkürliche  Konstante  auftritt,  so  stellt 


(6) 


U 


mfF(r)d^ 


die  Kraft efunktion  der  Oesamtkraft  dar.    In  (6)  ist  das  Integral  wieder 
über  den  ganzen  Körper  auszudehnen. 

Um  nachzuweisen,  dafs  U  wirklich  den  Charakter  der  Krttftefunktion 

fi  TT 

trägt,  bilden  wir  z.  B.  >^—  •      Da  die  Integrationsgrenzen  yon  der  Lage 

des  Punktes  x^  y^  z  unabhängig  sind,  so   dürfen  wir  einfach  unter  dem 
Integralzeichen  differentiieren  und  erhalten 


(7) 

Es  ist  also  in  der  That 


(8) 


X  = 


du 


dU 
cy 


z^'J 


dx  ^  cy  ^  cz 

3.    Wir   können    das    oben  gefundene  Resultat   folgendermafsen    in 
Worten  ausdrücken:  Um  die  Kraftkomponente  in  der  Richtung  der  a?- 
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(resp.  t/-,  ;r-) Achse  zu  finden,  denken  wir  uns  den  angezogenen  Punkt 
in  dieser  Richtung  um  ein  unendlich  kleines  Stück  verschoben,  berechnen 
die  dabei  eintretende  Änderung  der  Kräftefoiiktion  und  dividieren  diese 
Änderung  durch  die  Gröfse  der  Verschiebung,  so  ist  der  Quotient  die 
gesuchte  Kraftkomponente. 

Dieser   Satz   läfst   sich   nun   auch   auf  die  Kraftkomponenten   in  be- 
liebiger Richtung  übertragen.    Die  Kraftkomponente  in  der  Richtung  n  ist 

^         du  ,cU         .ycü 

p   =  - —  cos  a  +  ,.      cos  ß  +  - —  cos  y , 
ex  oy         ^    ^     cz         '  ' 

wo  a,  j3,  y  di©  Winkel  zwischen  n  und  den  positiv  gerichteten  Koordi- 
natenachsen sind.  Denken  wir  uns  aber  den  angezogenen  Punkt  in  der 
Richtung  n  um  das  unendlich  kleine  Stück  dn  verschoben,  so  ist 


es  wird  also 


dx  a        dy  dz 

cos  a  =  -,    ,     cos  p  =  3^ ,  cos  y  =  ir—  , 
dn'            ^        dn^  '        dn^ 

du  dx    ,    dU  dy    ,  (U  dz 

**         6j;  dp    '     dy  dn    ^  dz   dn 


Der  Ausdruck  rechts  ist  aber  gleich  -,—  (vgl.  §  6,  (15)). 

4,    Hieraus  ergiebt  sich  die  mechanische  Bedeutung  von  U,    Lassen 
wir  den  angezogenen  Punkt  sich  auf  einer  beliebigen  Bahn  s  vom  Punkte 

Sq  bis  zum  Punkte  s^  bewegen,  so  ist  -j—  ds  die  in  jedem  Momente  und 


j 


'  dU 
da 


ds=Ui—  Uq 


die  im  ganzen  geleistete  Arbeit;  dabei  ist  diese  Arbeit  nur  von  der  An- 
fangs- und  Endlage  des  Punktes  abhängig,  nicht  aber  von  dem  zurück- 
gelegten Wege,  ein  Resultat,  das  wir  auch  schon  früher  für  anziehende 
Punkte  und  Punktsysteme  erhalten  haben.  Bei  Gültigkeit  des  Newton'- 
schen  Attraktionsgesetzes  werden  wir  später  U  für  einen  unendlich  fernen 
Punkt  =  0  setzen;  dann  stellt  also  U  die  Arbeit  dar,  welche  ge- 
leistet werden  mufs,  um  den  angezogenen  materiellen  Punkt  aus 
unendlicher  Entfernung  nach  dem  Punkte  (x^y^z)  hinzuziehen, 
5.  Die  Kräfte funktion  ist  geeignet,  uns  ein  aufserordentlich  an- 
schauliches Bild  der  Wirkung  des  Körpers  an  jedem  Punkte  des  Raumes 
zu  geben«  Angenommen,  wir  kennen  U  für  jeden  Punkt  des  Raumes 
(wir  setzen  voraus,  dafs  U  eine  eindeutige  Funktion  ist),  so  werden 
alle  Punkte,  in  welchen  U  einen  konstanten  Wert  a  annimmt,  auf  einer 
durch  die  Gleichung  U  =  a  bestimmten  Fläche  liegen;  wir  nennen  eine 
solche,  Fläche  Niveaufläche.  Da  Z7  in  der  Fläche  konstant  ist,  so 
mufs  der  partielle  Differentialquotient  von  U  nach  einer  in  der  Niveau- 
fläche gelegenen  Richtung  Null  sein,  damit  aber  auch  die  in  die  Niveau- 
fläche fallende  Kraftkomponente,    d.  h.    die   Kraftrichtung    steht   in 
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jedem  Punkte  senkrecht  auf  der  durch  ihn  gehenden  Niveau- 
fläche. 

Konstruieren  wir  uns  nun  noch  eine  zweite,  unendlich  benachbarte 
Niveaufläche,  für  welche   U  ^  a  -{-  da  sein  möge,   und  ist  dn  an  einer 

Stelle  der  Nor  mal  ab  st  and*)  beider  Fl&chen,  so  ist  3-  die  Kraft,  welche 

^  ^  an  ^ 

an  jener  Stelle  wirksam  ist.  Der  Sinn  der  Kraft  ist  der  vom  kleineren 
zum  gröfseren   U. 

Die  Kraft  an  einer  Stelle  des  Raumes  ist  also  umgekehrt 
proportional  dem  Abstände  der  benachbarten  Niveauflächen, 
ihre  Bichtung  ist  normal  zur  Niveaufläche  und  zwar  vom  klei- 
neren zum  gröfseren  U  hin. 

Bilden  wir  in  gleichen  Differenzen  Ja  die  Niveau  flächen,  so 
geben  diese  uns  in  ähnlicher  Weise  ein  Bild  von  der  Wirksamkeit  der 
Kräfte,  wie  es  uns  die  Kurven  gleicher  Höhe  (Isohypsen)  auf  Land- 
karten von  der  gröfseren  oder  geringeren  Steilheit  der  dargestellten  Berge 
gewähren.  Wo  ^  an  einem  Punkte  die  Niveauflächen  einander  sehr  nahe 
rücken,  wird  eine  starke  Kraftwirkung  vorhanden  sein  und  umgekehrt, 
und  zugleich  ergeben  sich  die  Richtungen  der  Kräfte  als  Tangenten 
der  senkrechten  Trajektorien  der  Niveauflächen. 

Diese  Trajektorien  sind  durch  die  Differentialgleichungen 

(9)  dx  :  dy  :  dz  =»  ■^-- :  --^-  :  -^  - 

^  ^  ^  ex     cy     dz 

bestimmt,  da  sich  die  Richtungskosinus  eines  Kurvenelementes  wie  die 
links,  diejenigen  einer  Flächennormale  wie  die  rechts  stehenden  Gröfsen 
verhalten. 

0.  Die  Dimension  der  Kräftefunktion  wird,  wie  nach  §  5  selbst- 
verständlich ist,  durch  ?<~*m  dargestellt.  Der  Differentialquotient,  ge- 
nommen nach  irgend  einer  Richtung,  mufs  daher  die  Dimension  IV^^^m 
aufweisen,  was  zu  Früherem  stinunt.  Hiemach  bestimmt  sich  die  Dimen- 
sion der  in  F(r)  auftretenden  Konstanten. 

Um  Irrtümer  zu  verhüten,  sei  hier  noch  ausdrücklich  darauf  auf- 
merksam gemacht,  dafs  die  Niveauflächen  nicht  etwa  Flächen  gleicher 
Kraftwirkung  sind.  Nur  in  dem  Falle,  dafs  zwei  aufeinanderfolgende 
Niveauflächen  überall  äquidistant  sind,  sind  sie  auch  Flächen  gleicher 
Anziehung. 

§  36. 

Spezialisierung  für  das  Newton'sohe  Geseta:  das  Potential. 

!•  Bisher  haben  wir  Über  die  besondere  Art  des  Gesetzes  der  An- 
ziehung nichts  vorausgesetzt,   als   dafs   dieselbe  eine  Funktion  des  Ab- 

*)  Die  Normalen  benachbarter  Elemente  zweier  Flächen,  welche  durch  in- 
finitesimale Änderung  eines  Parameters  aus  derselben  Gleichung  hervorgegangen 
sind ,  können  bis  auf  unendlich  kleine  Unterschiede  als  gleichgerichtet  angesehen 
werden,  einzelne  Punkte  etwa  ausgenommen. 


I 


I 
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Standes  sei;  im  folgenden  wollen  wir  unsere  Betrachtungen  auf  Kräfte 
beschränken,  deren  Wirkung  dem  reziproken  Werte  des  Quadrats 
der  Entfernung  proportional  ist.  Wir  haben  in  diesem  Falle  für 
die  Kraft,  welche  von  dii  auf  m  ausgeübt  wird, 

kmdfi 
so  dafs  also 


mithin 


/•(»•)  =Jf'(r)dr  =  *   +  Const. 


ist.  Die  Iniegrationskonstante  setzen  wir  gleich  Null,  da  wir  sie  ja  für 
unsere  Zwecke  beliebig  nehmen  können;  dann  wird  die  Kräftefunktion, 
welche  hier  Potential  genannt  wird  und  mit  V  bezeichnet  werden  soll, 


kmdfi 


wobei  die  Integration  über  alle  Elemente  d(i  auszudehnen  ist.  Da  das 
Produkt  km  konstant  ist,  so  werden  wir  es  bei  den  folgenden  Unter- 
suchungen einfach  abwerfen,  resp.  gleich  1  setzen;  wir  verwenden  also 
im  folgenden  für  das  Potential  die  Formel: 


(1)  F=J> 


Bezeichnet  a  die  Masse,  welche  in  einer  Volumeinheit  vorhanden  ist 
(die  sogenannte  Dichte  des  Körpers)  und  dr  ein  Baumelement,  so  ist 
dfi  =  cdr.  Im  rechtwinkligen  Koordinatensysteme  ist  dr  =  d^dtid^^ 
hier  nimmt  das  Potential  also  die  Form  an: 

(2)  V  =  /77!L^M^  . 

Für  die  Kraftkomponenten  erhalten  wir: 

Genau  dieselben  Ausdrücke  würden  wir  durch  direkte  Bildung  der  Kraft- 
komponenten erhalten  haben. 

2.  Bückt  der  angezogene  Punkt  in  unendliche  Entfernung, 
während  der  anziehende  Körper  endlich  ist,  so  werden  sowohl 
V  wie  seine  ersten  Derivierten  zu  Null  und  zwar  so,   dafs  r  K, 
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7^ — ,    r^  TT-  ,    ^   ö~  und  ebenso  xV,  yV.  zV.  x^  rr—,    w^  o  -  ,    z  -^— 
dx  ^        dy  dz  ^  ^    ^       ^       ox  ^    ^   cy  ^         dz 

endliche  Werte   erhalten;  rV  ist  immer  von   Null  verschieden,   die 
übrigen  Gröfsen  nur  im  allgemeinen. 

Bei  unendlicher  Entfemimg  des  Punktes  x^  y^  z  kann  nämlich  r  für 
alle  Punkte  |,  17,  ^  des  Körpers  als  konistant  angesehen  werden,  so  dafs 


(4)  Y  =  LJa^^ 


r 
wird,  wenn  M  die  Gesamtmasse  des  Körpers  bezeichnet.     Ebenso  wird 

worin endlich  ist,  wenn  es  nicht  verschwindet.     Nimmt  man  noch 

hinzu,  dafs  x^  y^  z  von  derselben  Gröfsendimension  wie  r  sind  —  wenn 
nicht  das  eine  oder  andere  gegen  r  verschwindet  — ,  so  ergiebt  sich  der 
behauptete  Satz  unmittelbar. 

Wollte  man  dem  Potential  V  eine  Integrationskonstante  zufügen,  so 
würde  natürlich  für  unendlich  ferne  Punkte  V  der  Konstanten  gleich  werden. 

3.  Ehe  wir  nun  das  Potential  für  spezielle  Körper  entwickeln,  müssen 
wir  noch  ein  Bedenken  beseitigen.     Es  ist  klar,  dafs  V  für  Punkte  aufser- 

halb  des  anziehenden  Körpers  überall  endlich  ist,  da  ja  dort  alle  -7^-  ganz 

bestimmte,  endliche  Werte  besitzen.  Dasselbe  gilt  für  die  Derivierten 
von  F;  es  ist  deshalb  V  aufserhalb  des  anziehenden  Körpers  auch  eine 
stetige  Punktion.  Wie  verhalt  sich  aber  die  Sache  für  Punkte,  die  inner- 
halb des  anziehenden  Körpers  liegen?    Hier  wird  —  für  einzelne  Punkte 

unendlich.  Wir  wollen  nun  nachweisen,  dafs  erstens  V  und  seine 
ersten  Derivierten  auch  hier  endliche  Werte  besitzen  und  zwei- 
tens auch  hier  stetige  Funktionen  sind. 

Zu  diesem  Zwecke  führen  wir  Polarkoordinaten  ein,  indem  wir 

(6.)  J  =  ^  sin  d  cos  ^,     12  "  ^  sin  ^  sin  ^,     f  e=  ^  cos  O 

setzen.     <&   bezeichnet  den  Winkel,    welchen   der   Radiusvektor    mit    der 
positiv  gerichteten  ;s^- Achse,  tp  den  Winkel,  welchen  die  Ebene  des  Winkels 
O  mit  der  positiv  gerichteten  o;- Achse  bildet. 
Ein  Körperelement  wird  dann  durch 

q^  sin  ^  dcpd^d^ 

dargestellt,  und  wir  erhalten  für  das  Potential,  bezogen  auf  den  Nullpunkt 
des  Koordinatensystems,  den  wir  mit  jedem  beliebigen  Punkte  des  Körpers 
identifizieren  können, 

(7)         Y  --fff  -^'  '^^^^  -fff''>  '^  *  ^f^^^^  ■ 

Wir   sehen  daraus,  dafs  die  Beitrüge,  welche   von  den  Körperelementen 
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in  der  Nachbarschaft  des  angezogenen  Punktes  herrühren,  nicht  nur  nicht 
unendlich,  sondern  sogar  Null  sind,  da  ein  q  im  Zähler  übrig  bleibt. 
Die  übrigen  Teile  können  ein  ünendlichwerden  überhaupt  nicht  veran- 
lassen.    Mithin  ist   V  auch  für  innere  Punkte  endlich.     " 

dV     dV     dV 
Um  auch  für  die  Kraftkomponenten    ^     ,    o  — ,    -07-  den  entsprechen- 
den Nachweis  zu  führen,  setzen  wir  jetzt 

(8)     I  =  rc  +  ?  sin  <^  cos  9?,     ij  ==  y  +  9  sin  ^  sin  ^,     f  ==  ^e?  +  9  cos  ^. 

Dann  wird 

dV  /•  1    i  —  Xj  /*  Bin  &  coH  q>d  II 


w      "i-jy-T'^-j— 


<?" 


JSJ 


a  Hurd'  cos  g)  dtpä^dQ^ 


und  ähnliche  Resultate  erhält  man  für  die  beiden  andern  Komponenten. 
Auch  hier  ist  kein  Faktor  vorhanden,  der  ein  Unendlich  werden  verur- 
sachen könnte. 

Aus  der  Endlichkeit  seiner  Derivierten  können  wir  sofort  auf  die 
Stetigkeit  von  V  schliefsen.  V  ist  also  eine  im  ganzen  Baume  endliche 
und  stetige  Funktion. 

4.  Um  die  Stetigkeit  der  Derivierten  von  V  nachzuweisen,  denken 
wir  uns  um  den  angezogenen  Punkt  eine  Kugelfläche  vom  Badius  ö  ab- 
gegrenzt. Wir  können  uns  dann  V  aus  zwei  Teilen  bestehend  denken, 
von  denen  der  eine  Fj  von  den  Elementen  jener  Kugel,  der  zweite  V^ 
von  den  aufserhalb  der  Kugel  gelegenen  Teilen  des  anziehenden  Körpers 
herrührt.    Es  ist  also 

(10)  v^v,-\-v, 

und 

(11)  !^=|^  +  ^^5 
^     ^  cx         ox     ^     cx  ^ 

dV 

V—  ist  jedenfalls  stetig,  da  der  angezogene  Punkt  für  dasselbe  ein  äufserer 

c  X 

d  V 
ist.     Wir  zeigen  nun,  dal's  -a—   für  abnehmende  d   verschwindet;    damit 

c  X 

ist  dann  die  Stetigkeit  von  -^-  nachgewiesen. 

0  X 

Bezeichnet  ^2^  ein  Element  der  Kugelfläche  mit  dem  Badius  1,  welche 
um  den  untersuchten  Punkt  beschrieben  ist,  so  können  wir,  indem  wir  uns 
die  abgegrenzte  Kugel  zuerst  in  konzentrische  Kugelschichten,  dann  durch 
Pjramidenflächen ,  welche  in  dem  Mittelpunkte  ihre  Spitze  haben,  weiter 
zerlegt  denken, 

(12)  dfi  ==  CQ^dZdQ 
setzen.     Dann  wird 


0'>  s=J/ 
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~ ist  jedenfalls    ein   echter  Bruch    von    positivem    oder    negativem 

Werte,  höchstens  +  1.  Den  gröfsten,  sicher  endlichen  Wert,  welchen  der 
absolute  Betrag  von 

9 

in  der  ganzen  Kugel  erreicht,  wollen  wir  mit  A  bezeichnen.  Dabei  ist 
nicht  auszuschliersen ,  dais  a  seinen  Wert  unstetig  ändert;  die  Grenze  des 
Körpers  kann  z.  B.  durch  die  Kugel  hindurchgehen.  In  allen  Fällen  ist, 
wenn  wir  den  absoluten  Betrag  einer  Gröfse  in  bekannter  Weise  be- 
zeichnen, 


dx 


oder,  da 

d 


I  dg  =  d ^       I   d£  =  in 


0 

ist, 

(14)  \''.^\<iÄ7tö. 

^     '^  \   ex    \    - 

Für  verschwindende  ö  verschwindet   also  -^*     Hiermit  ist  die  Stetigkeit 

(/  •*/ 

dV  cV  c  V 

von  -,.      dargethan ;    ^      und  - —  lassen  sich  in  gleicher  Weise  behandeln. 

c-  X  ^  y  ^'  * 

Das  Potential  V  ist  nebst  seinen  ersten  Derivierten  eine 
stetige  Funktion  von  o",  y,  z. 

Für  die  zweiten  Differentialquotienten  gilt  nicht  das  Gleiche;  wir 
werden  dieselben  später  noch  zu  untersuchen  haben. 


§  37. 
Das  Potential  einer  Eugelschale  und  einer  Vollkugel. 

1.  Wir  bestimmen  das  Potential  einer  Kugelschale,  bei  welcher  die 
Dichtigkeit  a  nur  eine  Funktion  des  Radius  ist,  welche  also  aus  konzen- 
trischen, einzeln  gleichmäfsig  dichten  Schalen  besteht.  Wir  wählen  Polar- 
koordinaten wie  in  §  36,  deren  Anfangspunkt  wir  in  den  Mittelpunkt  der 
Kugel  verlegen.  Die  «-Achse  möge  durch  den  angezogenen  Punkt  hin- 
durchgehen. Der  Abstand  dieses  Punktes  vom  Mittelpunkte  der  Kugel 
sei  l ,  der  äufsere  Kugelradius  P,  der  innere  Pq  . 

Für  den  Abstand  r  eines  Körperelements  an  der  Stelle  (^,  -ö",  qp)  vom 
angezogenen  Punkte  finden  wir 


(1)  r^y^  +  Q^  —  2;^cos^, 

für  die  Masse  des  Elementes 

(2)  diu  ==  (SQ^  sin  ^dqd^d(p  , 
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Demnach  ist  das  Potential 

/  X  y /*  /•  /•     gp»  sin  &(lQd»dq> 

"JJJ  yi*  +7'~-  2  ijt^ ' 

Die  Integrationen  sind  auszudehnen  Über  fp  von  0  bis  2%^  über  O  von  0 
bis  TT,  über  ^  von  Pq  bis  P,  so  dafs  für  (3)  vollständiger 

(4)        7=  L,^ä,  f—-^^ —  r^ep 

n  0  0 

zu  schreiben  ist. 

Indem  wir  nun  die  Integrationen  der  Reihe  nach  ausführen,  erhalten 
wir  zunächst 


F 


,/  ,/    V^Z»  +  ^»'  — 22(?co8^' 


n  0 

dann,  weil 

/•      dx  2    / — 

J    Va-hx  ^   ^ 

ist, 


(5) 


^  =  -}j'  "^'^f!  tV'"  +  9*  +  2i9  -  yr+  9«  -  2ie]  . 


Die  WurzelgrÖfsen  sind  hier  nicht  etwa  doppeldeutig,  da  sie  die  absolute 
Gröfse  spezieller  Werte  von  r  vorstellen  und  somit  positive  Werte 
haben  müssen. 

Hiemach  ist  der  Wert  der  ersten  Wurzel  =  Z  +  ^ ,  derjenige  der 
zweiten  aber: 

Z  —  ^  für  Z^(>,     ^  —  Z  für  ?<^. 
Der  Klammerausdruck  wird 

fllr  l^q  zu  2^, 
für  l'^q  zu  21. 

2.     Wir  haben  nun  bei  der  Integration  nach  ^  drei  Fälle  zu  unter- 
scheiden: 

a)  der    angezogene    Punkt    liegt    aufs  erhalb    der    Uohlkugel 
dann  ist  für  alle  qi  l^Q\ 

b)  der   angezogene  Punkt  liegt  innerhalb    des'  Hohlraumes 
dann  ist  für  alle  qx  l'^.q\ 

c)  der  angezogene  Punkt   liegt  im  Innern   der  Kugelmasse 
dann  ist  für  einen  Teil  Z  >  ^,  für  den  andern  l<,q- 

1.  Fall:  l^P,     Hier  haben  wir: 

p 

(6)  y.  =  *:  i'<sQ'dQ 


l 


I 
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Nun  ist  aber  c .  4:nQ^dQ  die  Masse  einer  Kugelschale  vom  Badius  q  und 
der  Dicke  rf^,  und ''integrieren  wir  von  Pq  bis  P,  so  erhalten  wir  die 
Masse  M  der  ganzen  Hohlkugel.     Demnach  wird 

(7)  T^a  =   f 

d.  h.  wir  erhalten  dasselbe  Potential,  wie  wenn  wir  uns  die 
Masse  im  Mittelpunkte  der  Hohlkugel  vereinigt  denken.  Dies 
Resultat  gilt  selbstverständlich  auch  fttr  die  Vollkugel,  da  wir  ja  hier 
nur  Pq  =  0  zu  setzen  haben.  Dadurch  sind  die  Probleme  über  die  An- 
ziehung von  kugelförmigen  Körpern  nach  aufsen  auf  die  Anziehung  ma- 
terieller Punkte  zurückgeführt. 

2.  Fall:  l  <  P^,     Wir  haben  hier 

F 

(8)  7,-  =  4ä   /  öQdq  . 

Wir  ersehen  hieraus,  dafs   Vi  nicht  mehr  von  l  abhängt,  also  für  alle 

Punkte   im    inneren    Hohlräume  konstant    ist.  Die    Derivierten    nach 

den   Koordinaten    des    angezogenen  Punktes   sind  also  Null,    es  findet 

gar  keine  Anziehung  statt.  Ist  c  konstant,  so  läfst  sich  die  Inte- 
gration ausführen,  und  wir  erhalten 

(9)  7,  =  2«(y(P«-Po')- 

3.  Fall:  Pq<,1  <^P,  Wir  zerlegen  die  Hohlkugel  in  zwei  Teile 
durch  eine  Kugelfiäche  vom  Radius  /.  Für  den  inneren  Teil  ist  der  an- 
gezogene Punkt  ein  ftufserer,  für  den  äufseren  Teil  ein  innerer  Punkt. 
Demnach  setzt  sich  das  Potential  F„,  aus  einem  7«  tind  einem  7,-  zu- 
sammen: 

'.  ^ 

(10)  7^  =  ^    l\Q^dQ  +   A7t    l'aQdQ. 

Da  die  äufsere Hohlkugel  keine  Anziehung  ausübt,  so  ist  die  Gesamt- 
anziehung die  gleiche,  wie  wenn  nur  die  innere  Hohlkugel  mit 
den  Radien  Pq  und  l  vorhanden  wäre. 

Für  konstante  Dichte  c  und  für  eine  Vollkugel  (d.  h.  Pq  =  0)  er- 
halten wir 

(11)  7^  =  2;t(f(p*-~). 

Die  Attraktion  im  Inneren  der  homogenen  Vollkugel  ist  durch 

dV  ^nal 

(12)  -^*  =  —  . - 

^  "^^  dl  3 

gegeben;  sie  ist  dem  Abstände  vom  Mittelpunkte  direkt  pro- 
portional. 

3*     Es  fällt  uns  auf,  dafs  die  Funktion  7  in  den  drei  verschiedenen 
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Teilen  des  Raumes  ganz  verschiedene  Formen  annimmt.  Man  sieht  aber 
aus  der  Form  von  Vm ,  dafs  an  den  Grenzen  die  Werte  der  verschiedenen 
V  dieselben  sind,  indem  in  Vm  für  ?  =  Pq  ^^  erste,  für  Z  «s  p  das 
zweite  Integral  verschwindet.  V  geht  also  stetig  von  einem  Räume  in  den 
andern  über,  wie  wir  es  nach  dem  vorigen  Paragraphen  erwarten  mufsten. 
Auch  für  die  Derivierte  von  V  nach  l  könnten  wir  leicht  direkt 
zeigen ;  dafs  sie  an  den  Grenzflächen  beiderseits  dieselben  Werte  erhält. 

4.  Da  in  allen  Fällen  V  nur  eine  Funktion  von  l  ist,  so  sind  die 
Niveauflächen  mit  der  Hohlkugel  konzentrische  Kugelflächen;  die  At- 
traktion ist  immer  nach  dem  gemeinsamen  Mittelpunkte  gerichtet.  Na- 
türlich kann  im  inneren  Hohlräume  von  Niveauflächen  nicht  die  Rede  sein. 


§  38. 

Das  Potential  eines  homogenen  EUipsoids. 

!•  Das  Potential  eines  homogenen  EUipsoids  zu  bestimmen  ist  eine 
der  interessantesten  Aufgaben  aus  der  Lehre  von  der  Anziehung.  Schon 
Newton  hatte  sie  zu  lösen  gesucht  und  auch  wichtige  Sätze  über  die 
Anziehung  innerer  Punkte  gefunden.  Vergeblich  aber  bemühten  sich  bis 
zum  Ende  des  vorigen  Jahrhunderts  die  Mathematiker,  die  allgemeine 
Lösung  der  Aufgabe  zu  finden.  Besonders  war  es  die  Anziehung  eines 
aufserhalb  des  EUipsoids  gelegenen  Punktes,  welcher  grofse  Schwierig- 
keiten bereitete.  Maclaurin  zeigte,  wenigstens  für  gewisse  einfache  Fälle, 
wie  sich  diese  Aufgabe  auf  diejenige  der  Anziehung  eines  inneren  Punktes 
zurückführen  läfst.  D'Alembert  und  Lagrange  verallgemeinerten  den 
Maclaurin'schen  Satz,  der  noch  jetzt  die  Grundlage  für  die  vorliegende 
Aufgabe  bildet.  Endlich  gelang  es  Laplace,  die  Attraktion  eines  homo- 
genen EUipsoids  allgemein  zu  berechnen.  Dieser  Lösung  folgten  bald  eine 
Reihe  anderer,  die  sehr  verschiedene  Wege  einschlugen.  (Über  genauere 
Angaben  der  einschlägigen  Litteratur  siehe  Bacharach,  Geschichte  der 
Potentialtheorie,  pag.  61.)  Wir  werden  hier  der  Methode  folgen,  welche 
zuerst  von  Gauss  angegeben  wurde  und  zwar  in  der  etwas  vereinfachten 
von  Somoff  herrührenden  Form*).  Um  den  Gang  der  Rechnung  später 
nicht  unterbrechen  zu  müssen,  schicken  wir  einen  Hilfssatz  voraus. 

2.  HilÜBSatz  von  Gauss.  Es  sei  S  eine  beliebige  geschlossene 
Fläche,  P  ein  beliebiger  Punkt  des  Raumes.  Wir  denken  uns  durch  P 
nach  allen  Richtungen  hin  Halbgerade  gezogen,  welche  die  Fläche  S  ein 
oder  mehrere  Male  schneiden.  Wir  betrachten  einen  unendlich  dünnen 
Halbstrahlenkegel,  welcher  von  P  ausgehend  die  Fläche  S  zunächst  in  der 
Entfernung  r^  trifft,  ein  zweites  Mal  in  der  Entfernung  r^,  dann  in  der 


*)  Oanss,  Theoria  attractionis  corporum  sphaeroidicorum  ellip- 
ticorum  homogeneorum  methodo  nova  tractata;  Ges.  Werke,  B.6, pag.  1. 
—  Somoff,  Theoretische  Mechanik,  übersetzt  von  Ziwet. 
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Entfernung  r^  u.  s.  w.;  abwechselnd  wird  er  dabei  ein-  und  austreten. 
Dieser  Kegel  schneide  aus  S  das  erste  Mal  das  Element  dS^^  das  zweite 
Mal  dS^  u.  s.  w.  aus;  wir  berechnen  zunächst  die  Projektionen  dieser 
Elemente  auf  Kugelfi&chen  von  den  resp.  Badien  r,,  fg,  r^  u.  s.  f.  und 
finden  dS^  cos  (r,  fij),  dS2  cos  (>*,  ^2)  .  .  .  ,  wenn  (r,  «J  den  Winkel  zwi- 
schen einem  der  Halbstrahlen  des  Elementarkegels,  wobei  die  Richtung 
nach  dem  Punkte  Pzu  als  die  positive  angesehen  wird,  und  d(r  nach  aufs  an 
gerichteten  Normalen  in  dS  bezeichnet.  Dabei  ist  zu  beachten,  dafs  die 
Winkel  (r,  Wj),  (r,  «2)  •  •  •  abwechselnd  spitz  und  stumpf  sind,  iljre  Kosinus 
also  abwechselnd  positiv  und  negativ,  ersteres  für  Eintrittsstellen,  letzteres 
für  Austrittsstellen.  Wir  berechnen  weiter  das  Flächen  dement  d2^  welches 
ein  solcher  Kegel  aus  einer  mit  dem  Radius  1  um  P  beschriebenen  Kugel- 
fläche ausschneidet  und  finden 

,    dS^  cos  (r,  «1)        -p  dS^  cos  (r,  n^)  . 

ri  r,  — 

Wir  summieren  nun  die  d  2^  für  die  ganze  Fläche  S^  wobei  wir  unter- 
scheiden müssen,  ob  P  auFserhalb  oder  innerhalb  des  von  S  abgeschlos- 
senen Raumes  liegt  oder  etwa  auf  S  selbst.  Im  ersten  Falle  tritt  jeder 
Strahl  so  oft  ein  wie  aus,  die  Elemente  heben  sich  alle  weg  und  wir 
erhalten 

(1)  poiir,n)dS_^ 

Im  zweiten  Falle  bleibt  auf  jedem  Strahle  ein  Element  übrig,  bei  welchem 
ein  Austritt  stattfindet;  es  ist  daher 

(2)  /•  '-^'Sr^^^il  ^-J'cl2=-in. 

Liegt  P  auf  S  selbst  und  zwar  an  einem  Punkte  stetiger  Krümmung, 
so  werden  blofs  auf  der  einen  Hälfte  der  Kugel  vom  Radius  1  Elemente 
abgebildet,  und  wir  erhalten 

'  cos  (r,  n)dS 


(B)  / 


r« 


—  2«. 


Liegt  P  auf  einer  Kante  oder  Spitze  von  S,  so  ist  die  Integration  über 
den  Teil  der  Kugel  auszudehnen ,  welcher  durch  den  P  umgebenden  Tan- 
gentenkegel ausgeschnitten  wird.  Ist  z.  B.  S  die  Oberfläche  eines  Parallel- 
epipedes  und  liegt  P  auf  einer  Kante,  so  ist  die  Integration  über  \  der 
Kugel  fläche  auszudehnen;  es  wird 

cos  (r,  n)dS 


—  ;r; 


(4)  J£?Ü^ 

liegt  P  in  einer  Ecke  des  Parallelepipedes,  so  ist 

<*'       .  j 


'co9  {rjn)dS  n  „ 

—   —  —      u.  s.  f. 


r*  2 

3.     Der  Weg,  welchen  wir  einschlagen,  um  das  Potential  eines  ho- 
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mogenen  EUipsoids  zu  berechnen,  ist  der  folgende.  Wie  schon  oben  et- 
wähnt  wurde,  ist  ein  Satz  von  Macl aurin  die  Grundlage  der  Lehre  von 
der  Anziehung  der  Ellipsoide.  Dieser  Satz  bezieht  sich  auf  die  Anziehung 
zweier  konfokalen  Ellipsoide  auf  einen  äufseren  Punkt.  Ujn  zu  diesem 
Satze  zu  gelangen,  berechnen  wir  nicht  direkt  das  Potential  des  gegebenen 
Ellipsoids 

sondern  zunächst  dasjenige  eines  zu  jenem  kon fokalen  Ellipsoids 

(7)  ■&  +  ];  +  |=l, 

WO 

(8)  a«— a,*  +  ;i,     b^  =  h,^  +  l,     c«  =  Cj*  +  ;i. 

Das  Potential  von  (6)  können  wir  ja  daraus  leicht  erhalten,  indem  wir 
l '^^  0  setzen.  Wir  untersuchen  dann,  was  aus  dem  Potentiale .  wird, 
wenn  wir  X  als  variabel  betrachten.  Dabei  wird  sich  leicht  der  Maclau- 
rin'sche  Lehrsatz  und  dann  das  Potential  des  Ellipsoids  (6)  ergeben. 

Ein  wichtiger  Kunstgriff  bei  der  Berechnung  eines  Potentials  besteht 
darin,  den  anziehenden  Körper  auf  eine  passende  Weise  in  Elemente  zu 
zerlegen.     Wir  verfahren  folgendermafsen: 

Wir  zerlegen  uns  das  EUipsoid  (8)  durch  Ellipsoidflächen,  welche 
mit  der  gegebenen  ähnlich  und  ähnlich  liegend  sind.  Die  Gleichung 
einer  solchen  ist: 


(9)  «8   +  liT  +    ^V  =  ö*  ? 


wobei  $  eine  zwischen  0  und  1  variable  GrÖfse  ist;  für  die  nächstfolgende 
Fläche  müssen  wir  $  -^  d$  statt  $  setzen  u.  s.  w.  Ist  nun  V  das  Potential 
des  ganzen  Ellipsoids,  so  ist  das  Potential  einer  Schicht,  welche  zwischen 
zwei  aufeinander  folgenden  Ellipsoidenflächen  liegt,  das  Differential  von  V 
nach  $:  da  V.  Ist  dS  ein  Flächenelement  von  (9),  s  der  Abstand  der 
beiden  benachbarten  Ellipsoide  an  der  Stelle  von  dS^  r  die  Entfernung 
des  angezogenen  Punktes  (x^  y^  z)  von  dS^  so  folgt 

(10)  d,V^cJ'-^, 

wo  die  Integration  über  die  ganze  Oberfläche  auszudehnen  ist. 

Der   bequemeren  Bearbeitung    dieses   Ausdrucks    wegen   fähren   wir 
neue  Koordinaten  ein,  indem  wir  setzen: 

(11)  «=  „'    *  =  y'   «=  c- 

Hierdurch  wird  das  EUipsoid  (2)  als  Kugel  abgebildet,  deren  Gleichung  ist: 

(12)  M^  +  t''  +  tt^'  =  Ö^ 

Betrachten    wir     das    Verhältnis     eines    Köri)erteils    des    ursprünglichen 


'd2 
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Systems  zu  dem  entsprechenden  im  transformierten  Systeme,  so  finden 
wir,  dafs  dasselbe  konstant  gleich  ahc  ist;  denn  wir  haben 

(13)  d^dtid^  =  ahcdtidvdw . 

Dem  Elemente  dS  der  Ellipsoidfläche  entspricht  ein  Element  der  Kugel- 
fläche (12),  dessen  Gröfse  ^d2  ist,  wenn  d2  ein  ähnliches,  ähnlich  ge- 
legenes Element  einer  konzentrischen  Kugel  vom  Radius  1  ist.  Dem 
Körperelemente  sdS  entspricht  das  Element  $^d$d2  einer  Kugelschicht, 
die  von  Kugeln  mit  den  Radien  ö,  resp.  $  -j-  d$  eingeschlossen  wird. 
Wegen  (13)  ist  dann  aber 

(14)  BdS  =  ahcdZQulO 
und  folglich 

(15)  deV=aahci^d$  j 

Nun  betrachten  wir  diesen  Ausdruck  als  Funktion  von  A.     Wir  dif- 

ferentiieren   die  Gröfse  — r—  nach  X,     Dabei   ist  zu  beachten,   dafs  k  nur 

aoc  ' 

in  r  enthalten  ist.     r  ist  nämlich   eine  Funktion   der  ^,  iy,  ?  und   diese 

sind  nach  (11)  Funktionen  von  a^  h^  e  und  damit  von  A;  dagegen  hängen 

die  ?*,  V,  M'  nicht  von  X  ab*),  ebensowenig  d£^   das  Element  der  Kugel 

vom  Eadius  1. 

Es  ist  also 

femer  ist 

(17)  rdxr  =  (S  —  x)dxi  +  (t^  -  y)^^;.»/  +  (?  —  2)(hS 
und 

(18)  <U  =  <h{uVa^+  A)  =  1  .^ -'^  ^  ==  l  ,, 

und  ebenso 

4,  Diese  Gleichungen  formen  wir  um  mit  Hilfe  einer  neu  einzu- 
führenden Gröfse  j;,  welche  Lame  und  nach  ihm  Somoff  als  Differen- 
tialparameter (erster  Ordnung)  bezeichnen.  Sei  |,  -»/,  f  ein  Punkt  des 
durch  Gleichung  (9)  bestimmten  Ellipsoids.  Gehen  wir  vom  Punkte 
S,  1^,  f  aus  in  der  Richtung  der  äufseren  Normale  des  Ellipsoids  um  eine 
unendlich  kleine  Strecke  dn  weiter  und  legen  durch  deren  Endpunkt  ein 
ahnliches  und  ähnlich  liegendes  Ellipsoid,  so  mag  dieses  durch  die  Gleichung 

S  +  S^  +  7'=«*  +  '^W 

dargestellt  sein.     Dann  definieren  wir  p  durch  die  Gleichung 

*)  Wir  denken  nns  nämlich  hier  alles  iu  die  Koordinaten  u.  v    w  trans- 
formiert. 

Kall 8011  bc rgo r,  annlyt.  Mechanik.   I.  *n 
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(19)  p-\-T-- 

^         2    dn 

Bezeichnet  F(S,  i?,  ?)  =  0  die  Gleichung  einer  Fläche,  so   sind   be- 
kanntlich die  Richtungskosinus  ilu^er  Normalen  im  Funkte  ^^  ij,  ^ 

cos  in.  X)  =  — — -       u.  s.  w.: 


vm + m' + (»• 


rUr  das  Ellipsoid  (9)  haben  wir  daher 

(20)  .    =  cos  (n,  x)  =     — -  — r-  -     u.  8.  w. 


V   a*^  h'  ^  c* 


Daher  ist  unter  Benutzung  von  (9)  und  (20) 

rfw  d^    dn    '      3??    dn    •"    dt    dn 

=  2|  d£     1    2^  ^^_    I     2f  <i£ 
a*  dn    '     5*  dn    '     c*   dn 


^"  ^  K  ^  +  6*'  +  c*  ' 


also 


(21)         p = i/f. + ?4 + f: 

und  aufserdem 

(22)  ^,  =  i;  cos  (m,  a:),     ^,-  =  |>  cos  (n,  ?/),     --,  =  i?  cos  (n,  r)  . 
5.     Wir  haben  femer  nach  (18)  und  (22) 

(23)  dx§  =  Y  p  cos  («,  x)dk ,     d;iij  =  y  jp  cos  («,  y) dX  , 

woraus  für  dxr  folgt 

(24)  d;ir  =  \  P  [-7~  c<^s  («»  ^)  +  ^-JT^  cos  (w,  j/)  +  -~^cos(w,^)] 
-— ^  I  cos  (r,  jr)  cos  (w,  x)  -{-  cos  (r,  .y)  cos  («,?/)  +  cos  (r,  ;er)  cos  (M,;e)Jdil 

Setzen  wir  dies  in  (IG)  ein,  so  wird 


dA 
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Nun  kann   femer  statt  (19)  $dO'=^ps   geschrieben  werden,  da  s  =  dn 
ist;  verbinden  ¥rir  dies  mit  (14),  so  ergiebt  sich 

(26)  P^^  =  ^j . 
und  dadurch  verwandelt  sich  (25)  in 

(27)  J^)=^.^f'^S^',±^I. 
^     ^  \ahc/  2aoc    J  r' 

Das    rechtsstehende   Integral   ist  aber  nach   dem   Hilfssatze  von   Gauss, 
Gleichung  (1)  und  (2),  gleich  0  oder  —  47r,  je  nachdem  der  angezogene 
Punkt  (a;,  y,  z)  aufserhalb  oder  innerhalb  der  Fläche  (9)  liegt. 
Für  einen  äufseren  Punkt  vrird  also 

(d  y\ 

Die  Bedingung  dafür,  dafs  (x^y^  z)  ein  äufserer  Funkt  ist,   lautet  aber 

wird  iL  dieser  Bedingung  gemäfs  gewählt,  so  ist  fUr  jedes  9  zwischen  0 
und  1  die  Gleichung  (28)  erfüllt. 
Mithin  ist  auch 


(30)  ^^  V-„,o  )  -  *  (^c)  =  0  ' 

y 
d.  h.  der  Quotient  — ,-    ist    für    alle    A,    welche    (29)    genügen, 

konstant. 

Die  Potentiale  zweier  konfokalen  EUipsoide  von  gleicher 
Dichtigkeit  für  einen  äufseren  Punkt  sind  den  Produkten  der 
drei  Halbachsen,  also  auch  dem  Volumen  der  EUipsoide  pro- 
portional. Ist  die  Dichtigkeit  beider  (homogenen)  EUipsoide 
verschieden,  so   verhalten   sich  die  Potentiale  wie  die  Massen. 

Sind  Fl  und  Fg  zwei  solche  Potentiale,  so  hat  in  allen  Punkten, 
für  welchen  Fj  einen  konstanten  Wert  besitzt,  auch  Fg  einen  konstanten 
Wert;  demnach  müssen  beide  dieselben  Niveauflächen  besitzen. 
Daraus  folgt  aber  nach  den  in  §  35  angestellten  Betrachtungen,  dafs 
die  in  einem  Punkte  von  beiden  Körpern  aus  wirkenden  Kräfte 

dieselbe  Richtung  besitzen. 

M 

Nimmt    Fj    um    die    Gröfse   dV^   zu,    so    wächst    Fj  um  ^^iT^^» 

wenn  M^  und  M,^  die  Massen  der  beiden  EUipsoide  sind. 

Die  Zunahmen  von  einer  Niveaufläche  zu  der  benachbarten,  und  damit 
auch  die  anziehenden  Kräfte,  sind  also  den  Massen  proportional.  Dies 
giebt  den  Satz  von  Maclaurin: 

Iß* 
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Die  Anziehungskräfte,  welche  von  zwei  homogenen  konfo- 
kalen Ellipsoiden  auf  denselben  äufseren  Punkt  ausgeübt  wer- 
den, haben  dieselbe  Bichtung  und  sind  den  Massen  der  Ellip- 
soide  proportional. 

6.  Wir  kehren  zur  Gleichung  (27)  zurück  und  betrachten  nunmehr 
den  Fall  eines  innerhalb  (9)  gelegenen  Punktes.     Es  ist  dann: 

^o^\  2na$d9dl 


(^0  *  (S9  -  -  '-1 


bc 


Bei  der  Integration  dieser  Differentialgleichung  ist  folgendes  zu  beachten. 
Die  Gleichung  (9)  repräsentiert  einen  doppelten  Komplex  von  Ellipsoiden, 
falls  wir  a^,  &^,  c^  durch  ihre  Werte  (H)  ersetzt  denken.  Variieren  wir 
$  bei  festem  A.,  so  erhalten  wir  eine  Schar  ähnlicher  und  ähnlich 
liegender  Ellipsoide.  Durch  die  Variation  von  l  allein  wird  dagegen 
eine  Schar  kon fokaler  Ellipsoide  erzeugt. 

Wir  wollen  nun  zunächst  ein  bestinmites  k  festhalten  und  (31'^ 
nach  $  von  0  bis  1  integrieren.  Der  Sinn  dieses  Verfahrens  ist  einfach 
der,  dafs  wir  uns  ein  EUipsoid  (8)  mit  festem  X  in  unendlich  dünne,  von 
ähnlichen  und  ähnlich  gelegenen  Ellipsoidflächen  begrenzte  Schalen  zer- 
legt denken  und  die  Anteile,  welche  diese  Schalen  zu  der  Gröfse 


^'{■^j 


liefern,  summieren.  Hierbei  ist  zu  bemerken,  dafs  die  Gleichung  (31) 
nur  dann  in  Kraft  tritt,  wenn  x^  t/,  z  zu  der  betreffenden  Ellipsoidfläche 
mit  veränderlichem  0  ein  innerer  Punkt  ist.  Der  Anteil  von  allen  Schalen, 
für  welche  x^  y^  z  ein  äufserer  Punkt  wird,  verschwindet  nach  (30). 

Damit  überhaupt  (31)  auf  einen  Teil  der  Schalen  Anwendung  findet, 
mufs  Ä",  y,  z  innerhalb  des  Ellipsoids  (7)  liegen,  d.  h.  es  mufs 


ic'  .  V*  I  Äf* 


sein.  Durch  den  Punkt  a:,  ?/,  z  denken  wir  uns  ein  zn  (7)  ähnliches  und 
ähnlich  liegendes  EUipsoid  (9)  konstruiert,  für  welches  ö  =  öj  sein  möge; 
es  ist  dann  0j  durch  die  Gleichung 

bestimmt.  Alle  Anteile  von  Ellipsoidschalen,  welche  innerhalb  dieses 
Ellipsoides  liegen,  sind  gleich  Null  zu  setzen;  für  die  übrigen  ist  (31) 
zu  benutzen.     Hiernach  finden  wir 
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Setzen  wir  für  ^^  seinen  Wert  aus  (33)  ein  und  integrieren  nach  l  von 
A  bis  unendlich,  so  wird 


—  _       /*/ 1  _  _*- ^! '—\  '* 

7«     Es  ist  nun  unschwer  zu  beweisen,  dafs 

(36)        (-y-\ « (--^ ^—-—~=^ = 0 


ist.     Wir  dürfen  dies  nicht  etwa  direkt  aus  §  36,  2  folgern,  da  für  A  =^-  oq 
V  das  Potential  eines  unendlich  grofsen  Ellipsoides  wird. 

Wählen   wir   den   angezogenen  Punkt  zum  Mittelpunkte,   so   ist   ein 
Körperelement  bei  entsprechender  Bezeichnung  wie  in  §  36,  4 

(SQ^dZdQ , 

das  Potential  also 

Ist  B  gröfser  als  der  gröfste  Wert,  welchen  q  annimmt,  so  ist  das  Dop- 
pelintegral auf  der  rechten  Seite  seiner  Bedeutung  wegen  kleiner  wie 


f  d^  f  QdQ 


ausgedehnt  über  die  Obei-flilche  einer  Kugel,  welche  den  Nullpunkt  zum 
Mittelpunkte  und  B  zum  Radius  hat,  d.  h.  es  ist 

(38)  V<27tali^, 

Nun  ist  R  jedenfalls*)  von  derselben  Gröfsenordnung  wie  die  Halbachsen 
des  Ellipsoids,  also  wie  «,  2>,  c.  Wächst  X  ins  Unendliche,  so  wird  auch 
E  unendlich,  also   V  von  der  zweiten  Ordnung  unendlich;  aber 

V 
ahc 

verschwindet,   da   der  Nenner  von   der  dritten   Ordnung  unendlich  wird. 
Wir  haben  also 


OD 


(39) 


\abc)-''^l{^        a,^  +  X        h,'  +  l        c/+x) 


dX 
X 


Via,'  +  X){b,'  +  X)(c,'  +  X) 


•)  Wenn  es  nur  um  Endliches  gröfser  als  der  gröfste  Wert  von  q  ange- 
nommen wird. 
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Wollen  wir  daraus  das  Potential  des  ursprünglichen  Ellipsoids  (l) 

für  einen  inneren  Punkt  erhalten,  so  müssen  wir  in  der  unteren  Grenze 
des  Integrals  A.  =  0  setzen;  wir  finden 


00 


(40)  V  =  ^aa,h,c,J{l  -  -^^^^^^^^-^^  ^'^^ 


dX 
X 


8.  Mit  Hilfe  des  Maclaurin^schen  Satzes  können  wir  endlich 
hieraus  auch  das  Potential  des  Ellipsoids  (6)  für  einen  äufseren  Punkt 
ableiten.  Wir  legen  zu  diesem  Zwecke  durch  (x^  y^  z)  ein  zu  (6)  kon- 
fokales  EUipsoid.  Für  dieses  ist  dann  (rr,  y,  z)  ein  Punkt  der  Oberfläche, 
der  gleichzeitig  als  innerer  und  als  äufserer  Punkt  behandelt  werden  darf, 
da  das  Potential  an  der  Grenzfläche  stetig  ist  (§  36);  wir  können  daher 
das  Potential  V^  des  konfokalen  Ellipsoids  nach  (39)  berechnen.  Das  zu 
diesem  EUipsoid  gehörige  A  =  X^  ist  aus  der  Gleichung 

zu   berechnen.     Diese    kubische   Gleichung   giebt    für  Aj    nach  §  31    nur 
einen  Wert,  welchem  ein  EUipsoid  entspricht. 

Die  Halbachsen  des  so  erhaltenen  Ellipsoids  sind 


(42)    o,  =  i/a;*  +  i, ,  6,  =  A*  +  ii,  c,  =  vvTä;. 

Die  Gleichung  (39)  liefert  dann 


00 


/.o\  "^1  /Vi         ^'  y^  ^'   \ 


^1 

X  '' 


Nach  dem  Maclaurin'schen  Satze  ist  aber 

^  ^1  ^1  ^  ^8  ^  ' 

folglich  wird 

oo 

(44)         V  =  n6a,h,c,  J  (l  -  ^V^  -  ^1-^  -  ^_^^ 

dX 
X 


womit  wir  die  gestellte  Aufgabe  vollständig  gelöst  haben. 

9.     Für   die   weitere  Untersuchung  wollen  wir  zur  Abkürzung  die 

Gröfse 
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(45)  V{a?~+'iy{b,'  +  X)  (c,*  +  T)  =  n 
setzen  und 

(46)  --  TtaihiC^a  =  M^ 

wo   M  die  Masse  des  EUipsoids  bedeutet;  wir  können  dann  für  (iO)  auch 
schreiben 

0  0  0 

0 


CO 


J*         (IX 
z — >   I   277)  ^-  s.  w.  nicht  von  x^  y^  z  abhängen, 

0 

so  sehen  wir  aus  (47),  dafs  die  Niveauflächen  für  einen  inneren 
Punkt  Flächen  zweiter  Ordnung  sind.  Femer  haben  die  Integral- 
werte,  wie  aus  ihrer  Form  hervorgeht,  alle  dasselbe  Vorzeichen,  die 
Niveauflächen  sind  also  zu  dem  gegebenen  koaxiale  Ellipsoide. 
Die  Niveauflächen  für  äufsere  Punkte  sind  dagegen  transcen- 
dente  Flächen,  da  hier  x,  y^  z  auch  in  der  Grenze  Aj  vorkommen. 

10,     Für    die   Komponenten   der  Anziehung   eines  inneren   Punktes 
erhalten  wir  durch  Differentiation  von  (47) 


oo 


(48)  ^^^x^-^MxJ  ^^,-:^-^yj^, 

0 

cv      -,  3  ^.     r      dl         dv      ..  3  ^.    r     dx 

dy  =  ^=  -  2  ^yj  (V  +^)i>'  -c~z  =  ^=-  2  ^^'J  ^^+iXiy 

0  0 

Sind  a?, ,  ^j,  z^  die  Koordinaten  eines  zweiten  inneren  Punktos,  J^,,  Y,,  Z, 
die  auf  ihn  wirkenden  Attraktionskomponenten,  so  folgt  aus  (-18) 

U9)  -^  =  ^,    .^-_  ^>,     ^  =  ^^. 

^     ^  X         x^^     y         y^^      z  z^ 

Liegen  beide  Punkte  auf  einer  durch  den  Mittelpunkt  des  EUipsoids 
gehenden  Geraden  und  sind  r  und  i\  ihre  Abstände  vom  Mittelpimkte, 
so  hat  man 

X  ',  x^  =  y  \  y^  ==^  z  \  z^  =  r  \  r^ 

und  demzufolge 

X :  Xj  =  r :  Yi  =  Z :  Zi  =  r  :  r^ , 

also  auch 

(60)  FiPy^  ^r:r^ 
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wenn  P  und  Pj  die  Gösamtkräfte  in  (a*,  i/,  ;?),  resp.  (rTj  //,,  j^i)  bedeuten. 
Endlich  findet  sich 

P  ^  Pi  '     P  ~  Pi  '     P         Pj  *' 

dies  sind  aber  die  Eichtungskosinus  der  Kräfte  P  und  Pj.  Wir  haben 
also  das  Eesiiltat: 

Zwei  innere  Punkte,  welche  auf  einer  durch  den  Mittel- 
punkt des  Ellipsoids  gehenden  Geraden  liegen,  werden  mit 
Kräften  angezogen,  welche  der  Entfernung  vom  Mittelpunkte 
proportional  und  einander  parallel  sind. 

11*  Hat  man  innerhalb  des  gegebenen  Ellipsoids  ein  zweites  ähn- 
liches und  ähnlich  liegendes 

^«  +  5^^  +  37"'^'' 

so  findet  man  dessen  Anziehungskomponenten  für  einen  inneren  Punkt 
Zj,  Yj,  Zj,  indem  man  in  (48)  statt  a,*  setzt  a^^O^  u.  s.  w.;  führt  man 
zugleich  statt  k  eine  neue  Variable  X'  ein,  so  dafs  X  =  O^X'  ist,  und  be- 
denkt, dafs  Ml  =  MO^  ist,  so  findet  man 


oo 


.-.>.    „  3    ...g    /•  O'dX'  _        3  /•        dV ^ 

(^öl)   Aj  —  -  y  319  J    Q^^^i^-j^)J^  —  —  2~  ^  J    {a,'  +  X')D  —   ^ 


0  0 

u.  s.  w. 


Zwei  ähnliche  und  ähnlich  liegende  homogeneEllipsoide  von 
gleicher  Dichte  ziehen  einen  (für  beide)  inneren  Funkt  mit 
gleichen  und  gleich  gerichteten  Kräften  an. 

Ohne  weiteres  folgert  man  hieraus: 

Eine  ellipsoidische  Schale,  welche  von  ähnlichen,  ähnlich 
liegenden  Ellipsoiden  begrenzt  wird,  üht  auf  einen  Punkt  des 
inneren  Hohlraums  keine  Anziehung  aus. 

Der  letzte  Satz  wurde  schon  von  Newton  auf  synthetischem  Wege 
gefunden. 

Die  Integrale,  welche  in  den  Kraftkomponenten  vorkommen,  sowie 
diejenigen  des  Potentials,  lassen  sich  auf  ein  einziges  Integral  und 
seine  partiellen  Deri vierten  zurückführen.     Setzt  man  nämlich 


oo 

dl 


J   Vi<  +  X){h,'  +  X){c,'  +  X)' 

0 

80  ist 

00 


0 


dl 


2-/(V---     «•«•'• 
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Es  ist  also 


(54) 


7  =  |3f(^  +  2,-^.«  +  2^,»+2g^^.^.^), 


X=SMx 


OÄ 


^^yW7y  ^  =  ^^"a^($) 


Das  Integral  A  ist  ein  elliptisches  erster  Gattung. 

12,  Suchen  wir  nun  die  Anziehungskomponenten  für  einen  äufseren 
Punkt.  Es  ist  dabei  zu  beachten,  dafs  die  Integrationsgrenze  X  eine 
Funktion  von  x^  y^  z  ist. 

Wir  erhalten 


OD 


(55) 


öx  2  /    («i*  +  X)D 


3 
4 


M 


(.  _       f f ?*___\ 


B 


dx 


Der  vom  Integralzeichen  freie  Ausdruck  ist  aber  wegen  (41)  gleich  Null. 
Es  ist  also 


(56) 


00 


X  =  —  ~  üf  a; 


OD 


r  = 


My 


/dX 
(&i*  +  X)  D 


OP 


=  -l^^  /V. 


dX 


*i 


(c,»  +  A)/J 


Auch  die  Integrale  in  X,  Y^  Z  lassen  sich  wieder  auf  einziges  Integral 
A  zurückführen;  man  mufs  nur  wieder  bei  der  Differentiation  die  Gleichung 
(41)  beachten.    Es  ist  hier 


00 


(57) 


A 


/•di 


ZU  setzen;   für  F,  X,  Y,  Z  erhält  man  dann  genau  dieselben  Resultate 
wie  bei  einem  inneren  Funkte. 


13.     Ist  27,  2^,  j?  ein  Punkt  auf  dem  Ellipsoide 


(58) 
SO  ist 


X 


y' 


z' 


xa^      yh^      zc^ 


ein  Punkt  auf  einem  zweiten  Ellipsoide 
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S*        »2*        t^ 

(59)  «7  +  ■&.'  +  c?  =  ^  ' 

wie  unmittelbar  zu   verifizieren  ist;   wir  bezeichnen   beide  Punkte,   deren 
Beziehung  eine  reciproke  ist,  als  entsprechende. 

Wir  wollen  nun  annehmen,  dafs  (58)  und  (59)  konfokal  sind  und 
dais  das  Ellipsoid  (59)  das  kleinere  ist;  beide  denken  wir  uns  mit  Masse 
von  gleicher  Dichtigkeit  erfüllt.     Es  ist 

(60)  ai»  =  a,«  +  A,,     V  =  6,*  +  A,,     q«  =  c,*  +  A, 

und  Aj  positiv. 

Die  Attraktionskoraponenten  des  Ellipsoids  (59)  auf  den  äufseren 
Punkt  x^  y^  z  sind 

oo 

^^    u.  s.  w.. 


j'  +  X)  1/(0;^'"  +  X)  (6,»  +  X) (c*  +  X) 
Xi 

worin  Aj   aus  (60)  zu  entnehmen  ist.     Substituieren  wir 

X  =  x'  +  a,2  -  a,2  =  r  +  h,^  —  ?>/  -■=  r  +  c,^  —  a/ 
und  schreiben  wieder  X  statt  A',  so  wird  aus  (6l) 

OD 

dX 


(62)  X^=^  —  27t<sa^b2C^x  1  -— 

J   («1* 


u.  s.  w. 


+  X)  Vin,^  +  Xj(h,'  +  X){c,'  +  X) 

0 

Die  Attraktion  des  EUipsoides  (58)  auf  den  inneren  Punkt 

xa^       yh^       zc^ 

besitzt  die  Komponenten 

00 

dX 

—      u.  s.  w. 


(63)  X,  =  -2«<ya,^c,^^    f  - 


^+X)V{a,'  +  X){b,*  +  X){c,*  +  X) 

0 

Es  ist  also 

(64)  Yg :  Tj  ==  CjjOj  ic^a^^ 

Diese  Gleichungen  enthalten  den  Ivory 'sehen  Satz,  welcher  die  At- 
traktion eines  homogenen  Ellipsoids  auf  einen  äufseren  Punkt  zurück- 
führt auf  die  Attraktion  eines  anderen  Ellipsoids  auf  einen  inneren 
Punkt,  also  ein  kompliziertes  Problem  auf  ein  einfacheres  reduziert  (be- 
sonders im  Sinne  eines  früheren  Standes  der  Wissenschaft).  In  Worte 
gekleidet  lautet  der  Satz,  wenn  man  die  Verhältnisse  der  Produkte  je 
zweier  Halbachsen  durch  diejenigen  der  Flächeninhalte  der  Hauptschnitte 
ersetzt«  welche  durch  diese  Halbachsen  gelegt  sind: 

Bestimmt  man  auf  zwei  konfokalen,  koaxialen  Ellipsoiden, 
welche  mit  homogener  Masse  von  gleicher  Dichtigkeit  erfüllt 
zu  denken  sind,  zwei  entsprechende  Punkte,   so  verhalten  sich 


§  38.     Das  Poteutial  eines  homogenen  Ellipsoids. 
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die  Attraktionskomponenten  nach  den  Hauptachsen,  welche 
jedes  Ellipsoid  auf  den  festgesetzten  Punkt  des  anderen  aus- 
übt, wie  die  Flächeninhalte  ihrer  Hauptschnitte,  welche  auf 
der  Richtung  der  Komponenten  senkrecht  stehen. 

Nach  einer  Untersuchung  von  Foisson  behält  dieser  Satz  bei  einem 
beliebigen  Attraktionsgesetze  seine  Giltigkeit. 

14.  Die  gefundenen  Formeln  vereinfachen  sich  wesentlich  im  Falle 
eines  Botationsellipsoids;  die  elliptischen  Integrale  gehen  alsdann  in 
logarithmisch-cyklometrische  über.  Wir  wollen  die  Resultate  nur  für  das 
Ellipsoid,  welches  durch  Rotation  einer  Ellipse  um  die  kleine  Achse  ent- 
standen ist,  und  auch  hier  nur  für  innere  Punkte  und  Oberflächenpunkte 
herleiten.     Wir  setzen  a^  ^=  hi  =  a^  c^  =  b  und  haben  (48) 


(65) 


X=  - 


3Mx 


0 


r    -  » 


Vh'  +  x 


Y=  — 


3My 


00 


/•  dX 

J    {a''+ xr  VbK+  l' 

0 


Nun  ist  aber 
dX 


J   (a* 


^    ^  («'  +  ^)  (^' 


/r.1  hi\  /-^S  "_L   1\   "l 


+  ^) 


+  xy  yb^  +  X        («'  -  &")  (a*  +  ^)    '    («1  __  5»)  4 


arctg 


V  a*  -b^ 


und 


J   (a* 


dX 


(a»  +  X)  (5«  +  X)i  ^         («'  -  &')  yb^  +  ^        (a*  -  5«)* 


arctg 


also,  wenn  man  noch  beachtet,  dafs 


2 

ist. 


—  arctg  -izz : =  arccotg    , 


b 


arctg 


arccos 


a 


(66) 


arc  cos 


(a«-6«) 


_SMy_  r 


a«        J  ' 

]■ 


b         b  Vo^^^  6« 
arc  cos -^  - 


^^ SMe 


(a«  —  6«)  * 


—  arc  cos  — |- 


Va*  -  5* 


] 


Da 


v^. 


=  f  ?  d«  h-  gleich  der  numerischen  Exzen 


a 


trizität  ist,  so  kann  auch  noch 
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b 
arc  cos  —  =  arc  sin  e 
a 

gesetzt  werden. 

15.  Wir  wollen  jetzt  das  Rotationsellipsoid  mit  der  Erde  identifi- 
zieren, so  dafs  die  a:^-Ebene  zur  Äquatorebene  wird.  Bezeicbnet  q  den 
Abstand  des  Punktes  x^  y^  z  von  der  Rotationsachse,  ist  also 

und  ist  P  die  Kraft,    welche  in  dieser   Richtung  (von  der  Achse  weg) 
wirkt,  so  haben  wir  für  die  Erdoberfläche 


(67) 


P=  — 


Z  = 


33f9  r                            5    -| 
.  arc  sin  € e    , 

^Mz  r  ..an 

^  —  arc  sm  €  +  -i-  «    • 


Nehmen  wir  weiter  an,  dafs  die  Erde  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  co 
um  ihre  Achse  rotiert,  so  dafs  also  die  lineare  Geschwindigkeit  von 
x*,  f/,  z  gleich  q(a  ist,  so  haben  wir  für  die  Zentrifugalkraft  in  Bezug 
auf  diesen  Funkt  (wobei  die  Einheiten  entsprechend  zu  wählen  sind) 


7  — ^«>'; 


dieselbe  ist  der  Komponente  P  zuzufügen.     Es  wird  also 


(68) 


SJlfp         r                        h           2a)»(o'  — 6')M 
P  = -~i:     arc  Sin  { e ^-5^57 


Die  Normale  des  Ellipsoids  im  Punkte  x^  y^  z  bildet  mit   der  Äquator- 
ebene einen  Winkel  9?  (die  geographische  Breite),  für  welchen*) 

(69)  ,tg,=-^^-i-»,:- 

ist.     Soll  nun  die  Richtung  der  vereinigten  Schwere  und  Zentrifugalkraft 
normal  auf  der  Erdoberfläche  stehen,  so  mufs 


also 


Z        . 


—  a  arc  ein  «  +  r=-  e  , 

h  a" 

&  2a)«(a«  — &«)*        ^' 

arc  am  c « ^  ., 

a  SM 


oder,  wenn 


•)  Es  ist 


p*    ,    2*       ^         I  ^ 


.t 


+  M  ^  ^  j     *l*o    9  =  -r-  V&*  —  'S''    u-  8.  w. 
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6  =  a  y  1  —  £* ,     Jtf  =  — g— 
eingesetzt  wird, 

(70)  0,2  =  ^,[2(3  —  26*)  >/r^V"arc  sin  £  -  6f  (1  -  ^)\ 

sein,    eine  Gleichung,   die  durch  geeignete  Werte  von  co  befriedigt  wird. 

Wir  werden  später  sehen,  dafs  eine  Flüssigkeitsmasse,  welche  unter 
dem  Einflüsse  irgend  welcher  Kräfte  steht,  nur  dann  sich  im  Gleichge- 
wichte befinden  kann,  wenn  die  Gesamtkraftrichtung  in  jedem  Ober- 
flächenpunkte normal  zur  Oberfläche  steht.  Aus  dem  eben  Gefundenen 
ist  ersichtlich,  dafs  ein  abgeplattetes  Eotationsellipsoid  eine  mögliche 
Gleichgewichtsgestalt  einer  rotierenden,  schweren,  homogenen  Flüssigkeits- 
masse ist. 

Die  landläufige  Annahme,  dafs  die  Erde  ein  Rotationsellipsoid  sei, 
auf  dessen  Oberfläche  die  Bichtung  der  Gesamtschwere  normal  steht,  ist 
also  unter  der  Hypothese  gleichmäfsiger  Massenverteilung  im  Erdinnem 
mechanisch  zulässig. 


§  39. 

Das  Potential  des  rechtwinkligen  Farallelepipedons  und  eines 

beliebigen  Polyeders. 

1.  Wir  suchen  das  Potential  eines  homogenen  rechtwinkligen  Fa- 
rallelepipedons^) mit  der  Dichtigkeit  1,  dessen  Seitenlängen  2a,  22),  2c 
sind.  Der  Mittelpunkt  dieses  Körpers  sei  der  Nullpunkt  des  Koordinaten- 
systems; die  o;,  ^,  r- Achsen  mögen  den  Seiten  von  der  Länge  2  a,  22>,  2  c 
parallel  laufen.  Ist  wieder  x^y^  z  der  angezogene  Punkt,  |,  t^,  ^  ein 
Punkt  des  attrahierenden  Körpers,  so  haben  wir  für  das  Potential  Y  den 
Ausdruck 

+a    +6    -fo 
—  a    —6    — c 

worin 

(2).  ^«  =  (^_|)»  +  (y_,)*+(,_f)« 

ist. 

Zunächst  wollen  wir  durch  geeignete  Reduktionen  den  Ausdruck  (l) 
auf  etwas  einfachere  Ausdrücke  zurückführen. 

2.  Setzen  wir  $  =  |,  +  ^»  lassen  dann  aber  den  Index  der  Ein- 
fachheit halber  wieder  weg,  so  ist 


*)  Die  Aufgabe  wurde  gelöst  von  Bessel,  Zach 's  monatl.  Korrespondenz 
B.  27,  p.  82,  und  Röthig,  Borch.  J.  B.  58,  p.'  249.  Wir  folgen  der  Dar- 
stellung in  der  letzteren  Abhandlang. 
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WO  jetzt 

zu  setzen  ist. 

Da  r  nunmehr  ^  nur  als  Quadrat  enthält,  das  Integral  auf  der 
rechten  Seite  von  (3)  also  für  +  J  und  —  |  entgegengesetzte  Werte  an- 
nimmt, so  ist  weiter 

o — X  0  a — X  a-\-x  a — x 

—ia-\-x)  — (a-fx)  0  —{a-^-x)  — (a— ar) 

Führt  man   dieses  Resultat  in  (l)  ein,  wobei  man  die   Reihenfolge    der 
Integrationen  beliebig  vertauschen  kann,  so  erhält  man 

2  F  =  9(a  +  Ä-,  6,  c,  0,  y,  z)  +  tp{a  —  x,  h,  c,  0,  y,  z) 
oder 

(6)  V  =    -  V*  9(a  +  ex,  h,  c,  0,  y,  z) , 


riiydf 


wenn  s  die  Werte  +  1  und  —  1   annimmt.  _ 

Führt  man  auf  der  rechten  Seite  von  (6)  dieselbe  Transformation  in 
Bezug  auf  h  und  p,  dann  in  Bezug  auf  c  und  z  aus,  so  erhält  man 
schliefslich 

(^)  y  ^  }  ^  9(a  +  BX,  b  +  e,y,  c  +  B,z,  0,0,0), 

wo  «,  «1,  fg  die  Werte  +  1  und  —  1  beizulegen  sind,  so  dafs  die  Samme 
aus  acht  Gliedern  besteht. 

Die  Aufgabe  ist  hierdurch  auf  die  einfachere  zurückgeführt,  das 
Integral 

+a    +fi    +y 

(8)  r„  =  K«,^,y)=///^ 

zu  berechnen,  wo  jetzt 

(9)  r»  =  S«  +  ,,«  +  ?« 

zu  nehmen  ist.     Diese  Integration  läfst  sich  direkt  ausführen;  wegen  der 
komplizierten  Rechnung  gehen  wir  jedoch  auf  indirektem  Wege  vor. 

3.  Der  Ausdruck  9>(a,  ß^  y)  ist  als  eine  homogene  Funktion 
zweiter  Ordnung  seiner  Variabein  fx,  ß,  y  anzusehen.  Setzen  wir  näm- 
lich in  (8)  XI,  Xri,  l^  an  Stelle  von  |,  ?y,  f,  also  auch  in  ^(a,  /5,  y) 
Aa,  Xßy  Xy  an  die  Stelle  von  or,  |3,  y,  so  tritt  X^dlih]di  an  Stelle  von 
d|(l9jc2£',  Ar  an  Stelle  von  r,  so  dafs 
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+«  +/*  +y 


,>iXa,Xß,Xy)^X*J'  f  J'^ 


r 


oder 

(10)  q>{Xa,Xß,Xy)  =  k'q>{a,ß,y) 

wird.    Differentiieren  vrir  diese  Gleichung  nach  k  und  setzen  dann  A.  =  1, 
so  folgt  (vgl.  auch  die  speziellere  Herleitung  §  29,  6,  Anm.) 

(11)  2^(«,fty)  =  «|j  +  ,j||-  +  y|j- 

Die   Berechnung  von  <p(of,  /5,  y)   ist  daher  auf  die   einfachere   der  drei 

Gröfsen 

d(p         dcp         dcp 

zurückgeführt. 

Durch  Differentiation  von  (ll)  nach  a  erhalten  wir  ferner 


COL  dcc    ^^       Ca^     "^  ^   dadß     '    '    öady 

oder 

so  dafs  -;^  bekannt  ist,  wenn 

Ca  ^ 

in^tp  c^cp  d*(p 

a««"'        dadß'       'dady 

gefunden  sind.     Analoges  gilt  für  -^^      und     -^ — 
4.    Aus  (8)  folgt 

denn  a  kommt  nur  in  den  Grenzen  des  Integrals  vor*). 
Durch  weitere  Differentiation  nach  ß  erhalten  wir 

(14)  ^''^     =4    t-     J' 

^  ^"'ß         J    ya'  +  ß^  +  i* 

—r 
Da  aber 


,    T-.-.-     1 


(15)        r — ^ — _i., 


0  6 

*)  E«  ist  /j    /  /•.a:)'?«  =  m ,      ^^    f  f(x)dx  =  -  /-(«) . 
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ist,  so  wird  nach  Einsetzen  der  Grenzwerte 

wenn 

(17)  •                     ?*  =  «*  +  |S'  +  y* 

ist. 

In  gleicher  Weise  finden  wir 

(18)  S^ 41og'-+;. 

6.  Weiter  folgt  aus  (19) 

^    '  ^«                  J  J      («'  +  ij'  +  JT 
Da 


ist,  so  wird 

(21)  /   — r  = - , 

J     (««  +  ,,«  +  n*        («»  +  i?')V«''  +  y*  +  ^* 

—r 
also 

f22^  ^  _=  _  4«y   r ^^ 

und,  da 

(23)  f ^'^  _^  __^  =  -'    arctg         =^^..^:--- 

J     («'  +  ^'OV«-  +  /'  +  r        «y  «v'«"  +  y'  +  'i' 

ist, 

(24)  0  =  _8arctg|^. 

(>•     Somit  wird  aus  (12) 

(25)  |J=  -  Saarctg  fj-  +  4^  log  J±^  +  4ylog-^J  , 

und  analoge  Ausdrücke  findet  man  fllr^-7-^  und  y-*    Aus  (ll)  wird  also 

(26)  V,  =  ,,(«, ft  y) 4«*  arctg  f ^  -  4|S* arctg  -"^-  -  4/ arctg  "^ 


+  4^y  log  fE^  +  4«y  log  f±f-\-ioß  log  -Jdy  • 

Hieraus  folgt  nach  (7)  der  Wert  von  V  in  etwas  weitläufiger  Form. 

7.    Haben   wir  schon   bei   dem   für  die  Rechnung  einfachsten  eben- 
flächigen Körper    einen    recht  komplizierten   Potentialausdruck   gefanden, 
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so  dürfen  wir  umsomehr  für  das  Potential  eines  beliebigen  homogenen 
Polyeders  recht  verwickelte  Verhältnisse  erwarten.  Trotzdem  ist  die 
Möglichkeit  der  elementaren  Berechnung  dieses  Potentials  mehrfach  nach- 
gewiesen worden*).  Die  Lösung  der  Aufgabe  kann  auf  die  der  einfacheren 
reduziert  werden:  das  Potential  eines  homogenen  Tetraeders  in 
Bezug  auf  einen  seiner  Eckpunkte  zu  finden. 

Soll  nämlich  das  Potential  eines  homogenen  Polyeders  für  einen  be- 
liebigen, äufseren  oder  inneren  Pimkt  0  bestimmt  werden,  so  denke  man 
sich  über  sämtlichen  Flächen  des  Polyeders  Pyramiden  errichtet,  welche 
den  Punkt  0  zur  Spitze  haben;  Inhalt  und  Masse  der  Pyramide  mögen 
als  positiv  oder  negativ  gerechnet  werden,  je  nachdem  sich  die  Pyramide 
an  die  innere  oder  äufsere  Seite  der  Polyederiläche  anlegt.  Der  Inhalt 
des  Polyeders  ist  dann  gleich  der  algebraischen  Summe  der  Inhalte  dieser 
Pyramiden.  Ebenso  ist  auch  das  Potential  des  homogenen  Polyeders  gleich 
der  algebraischen  Summe  der  Potentiale  dieser  Pyramiden,  welche  mit 
Masse  von  der  gleichen  Dichtigkeit,  aber  positivem  oder  negativem  Zeichen 
nach  der  obigen  Festsetzung  ausgefüllt  zu  denken  sind.  Da  sich  diese 
Pyramiden  in  dreiseitige  (Tetraeder)  zerlegen  lassen,  die  alle  eine  Ecke 
in  0  haben,  so  ist  die  Möglichkeit  jener  Reduktion  ersichtlich. 

Die  Grundfläche  eines  solchen  Tetraeders,  d.  h.  die  dem  angezogenen 
Eckpunkte  gegenüberliegende  Fläche,  kann  in  zwei  rechtwinklige  Dreiecke, 
das  Tetraeder  also  in  zwei  andere,  welche  die  rechtwinkligen  Dreiecke  zu 
Grundflächen  haben,  zerlegt  werden.  Auf  Tetraeder  der  letzteren  Art 
werden  wir  nachher  die  Rechnung  anwenden. 

8,  Die  Attraktion  des  Tetraeders  auf  einen  seiner  Eckpunkte  läfst 
sich  aber  wiederum  auf  eine  viel  einfachere  Aufgabe  zurückführen.  Grenzen 
wir  irgend  eine  Ecke  durch  zwei  parallele  Ebenen  ab,  so  entstehen  zwei 
ähnliche  Pyramiden,  deren  Grundflächeninhalte  sich  verhalten  wie  die 
Quadrate  ihrer  Höhen  {H  und  /?);  legt  man  dagegen  durch  den  Scheitel- 
punkt der  Ecke  irgend  welche  Strahlen,  so  verhalten  sich  .die  durch  die 
beiden  Parallelebenen  und  den  Scheitelpunkt  auf  ihnen  abgegrenzten 
Strecken  wie  die  Höhen  selbst.  Denkt  man  sich  nun  die  beiden 
Grundflächen  mit  Massen  von  gleicher  Dichtigkeit  und  der- 
selben unendlich  kleinen  Dicke  belegt,  so  üben  sie  auf  den 
Scheitelpunkt  die  gleiche  Anziehung  aus.  Zerlegt  man  nämlich 
beide  Pyramiden  durch  unendlich  viele  durch  den  Scheitelpunkt  gehende 
Ebenen  in  unendlich  schmale  Pyramiden,  so  werden  jene  beiden  Schichten 
in  unendlich  viele  Elementarteile  zerlegt.  Die  Massen  zweier  entsprechen- 
den Elementarteile  verhalten  sich  wie  die  von  ihnen  bedeckten  Flächen, 
also  wie  h^ :  /T^;  die  Quadrate  der  Abstände  vom  Scheitelpunkte  verhalten 

*)  Von  Mehler,  Mertens,  Cayley,  ßetti,  Günther,  Hoppe.  —  Selbst- 
verständlich werden  wir  nur  Polyeder  betrachten,  welche  Körper  im  gewöhn- 
lichen Sinne  darstellen,  keine  solchen,  -deren  Flächen  sich  selbst  durch- 
schneiden u.  s.  w. 

Rftnfipnborgcr,  analjt.  Mechanik.    I.  17 
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sich  ebenso.  Hieraus  folgt,  dafs  bei  Voraussetzung  des  New  tonischen 
Attraktionsgesetzes  beide  Elementarteile  und  damit  auch  beide  Schichten 
dieselbe  Attraktion  auf  den  Scheitelpunkt  ausüben,  sowohl  der  Gröfse  als 
auch  der  Richtung  nach.  Zerlegt  man  daher  eine  homogene  Pyramide 
durch  Farallelebenen  zur  Grundfläche  in  unendlich  viele  Schichten  von 
gleicher  Höhe,  so  ist  die  Attraktion  aller  Schichten  auf  den  Scheitelpunkt 
die  gleiche,  sowohl  der  Gröfse  als  auch  der  Richtung  nach.  Man  braucht 
daher,  um  die  Attraktion  der  Pyramide  auf  ihre  Spitze  zu  ermitteln,  nur 
die  Attraktion  zu  berechnen,  welche  ihre  Grundfläche,  falls  in  einer  Flächen- 
einheit derselben  die  der  Eaumeinheit  zukommende  Masse  konzentriert  wird, 
auf  sie  ausübt,  und  mit  der  Höhe  zu  multiplizieren. 

Aus  der  Gleichheit  der  Attraktion  zweier  Punkte  in  Bezug  auf  den- 
selben Punkt  folgt  nicht  die  GLeichheit  ihrer  Potentiale  für  den  letzteren. 
Seien  M  und  m  zwei  entsprechende  Massenelemente  zweier  Pyramiden- 
grundflächen, deren  Höhen  II  und  h  betragen,  während  M  und  m  um  R 
und  r  von  der  Spitze  entfernt  sind;  dann  sind  die  Potentiale  beider  Teile 
in  Bezug  auf  die  Spitze 

M  ,       m         /„  Ä»\     /_   Ä\         M    h 

R 


und      T  =  {^W^)''{^H)  =  i-^ 


Bezeichnet  man  daher  die  Gesamtpotentiale  jener  beiden  Grundflächen, 
wenn  sie  in  der  vorhin  angegebenen  Weise  belegt  sind,  mit  ir  und  tr, 
so  folgt 

(27)  w^W-^. 

Für  das  Potential  V  der  ganzen  Pyramide  in  Bezug  auf  die  Spitze  er- 
halten wir  daher 

// 

(28)  r^fw  '^dh=^^. 

0 

Um  also  das  Potential  einer  homogenen  Pyramide  in  Bezug 
auf  ihre  Spitze  zu  ermitteln,  genügt  es,  das  Potential  ihrer 
gleichmäfsig  mit  Masse  belegten  Grundfläche'  in  Bezug  auf  die 
Spitze  aufzusuchen. 

9.  Stellen  wir  dieses  Resultat  mit  den  vorhergehenden  Reduktionen 
zusammen,  so  ist  die  ganze  Aufgabe  auf  die  folgende  zurückgeführt:  Das 
Potential  eines  gleichmäfsig  mit  Masse  belegten  rechtwink- 
ligen Dreiecks   in  Bezug   auf  irgend  einen  Punkt  zu  ermitteln. 

Das  rechtwinklige  Dreieck  möge  in  der  a*^-Ebene  liegen,  der  Scheitel 
des  rechten  Winkels  sei  der  Nullpunkt  und  die  Katheten  von  der  Länge 
a  und  h  mögen  in  die  positiv  gerichtete  x-  und  y- Achse  fallen;  ein  laufen- 
der Punkt  der  Dreiecksfläche  werde  mit  |,  i^,  der  angezogene  Punkt  mit 
o:,  ^,  z  bezeichnet.  Das  Dreieck  denke  man  sich  dann  in  unendlich  schmale, 
zur  ir- Achse  parallele  Streifen  zerlegt,  deren  Potentiale  zuerst  berechnet 
werden  sollen;  die  Länge  des  Streifens,  welcher  von  der  o:- Achse  die  Ent- 
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r,a 


feraung  ri  hat,  ist  dann     '     •    Hiernach  findet  man  für  das  Gesamtpoten- 
tial V  das  Doppelintegral 


b 


-"sj  dnj 


(29)  F 

0  0 

Die  Integration  nach  |  liefert 


di 


y«  -  a;)'  +  (.}  -  y)'  +  r' 


(30)       V  =  <sj'  (log  [7  -  X  +  1/(7  -  x)"  +  (,,  -  y)»  +  .*] 

"  ^ 

-  log  [-  X  +  >/x«  +  (ij  -  y/  +  z"]]  dr, . 


f 


'[ 


A  + 


.] 


e?i/ . 


Auch  die  zweite  Integration  Iftfst  sich  in  geschlossener  Form  ausführen; 
man  hat  nämlich  allgemein  durch  partielle  Integration 

(31)  jlog[Afi  +  B+  yäV  +  ^+  J^]  dfi 

=  ri  log  [Äri  +  B  +  yäif  +  i>i/  +  -^'] 

2Cti  +  B 
2yCri*  +  l)ri+E 
Ari  +  B  +  yCri^~+  Bri  +  E 

Das  rechts  stehende  Integral  ist  elementar  ausführbar,  da  es  nur  eine 
Quadratwurzel  aus  einem  Ausdrucke  zweiten  Grades  als  Irrationalität 
enthält.  Wir  schreiben  das  fertige  Resultat  nicht  hin,  da  es  wegen  seiner 
Kompliziertheit  eine  praktische  Verwendung  doch  kaum  gestattet.  Das 
Problem  der  Attraktion  eines  homogenen  Polyeders  ist  aber  hiermit,  prin- 
zipiell betrachtet,  vollkommen  gelöst;  es  erfordert  die  Anwendung  keiner 
transcendenten  Funktionen  mit  Ausnahme  von  logarithmisch-cjklometrischen. 

§  40. 

Die  Iiaplaoe-Foi88on*8Clie  Gleiohnng. 

1.  Für  unsere  weitere  Untersuchungen  über  die  Theorie  des  Poten- 
tials müssen  wir  auch  die  zweiten  partiellen  Derivierten  von  V  in  Be- 
tracht ziehen.  Wir  werden  zwischen  ihnen  eine  Relation  aufstellen,  die 
für  die  Potentialtheorie  von  fundamentaler  Bedeutung  ist.     Durch  Diffe- 


rentiation  der  Ausdrücke  für  -i — ,   --    , 

ex  ^    cy  ^    ( z 


in  §  36,  (3)  finden  wir 


(0 


1? J'ff'^^'^'^ir'-^ 


(«-n 


.-» 


> 


17 
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Addieren  wir  diese  drei  Diflferentialquotienten,  so  erhalten  wir  für  einen 
äufseren  Punkt 

Diese  merkwürdige  Beziehung  wurde  von  Laplace  entdeckt  und  führt 
seinen  Namen. 

Liegt  der  angezogene  Punkt  im  Innern  des  anziehenden  Körpers,  so 
verlieren  die  Integrale  der  Gleichung  (l)  jede  Bedeiaftung,  was  man  durch 
Einführung  von  Polarkoordinaten  wie  in  §  36,  3  leicht  nachweisen  kann. 
Es  bleibt  hier  r  im  Nenner  übrig,  wodurch  die  Integrale  einen  unbestimmten 
Wert  erhalten. 

Damit  ist  nun  nicht  gesagt,  dals  die  zweiten  Derivierten  von  V  ihre 
Bedeutung  in  diesem  Falle  verlieren,  vielmehr  behalten  diese  und  auch 
ihre  Summen  endliche  Werte,  nur  werden  sie  nicht  mehr  durch  (l)  dar- 
gestellt. 

2.  Wir  wollen  zunächst  in  einem  speziellen  Falle  die  partiellen  De- 
rivierten von  V  für  einen  inneren  Punkt  entwickeln.  Wir  wählen  die 
Kugel.  Im  §  37,  (ll)  erhielten  wir  als  Potential  einer  homogenen  Kugel 
für  einen  inneren  Punkt 


Wir  haben  hier  /-  —  ä;^  + 

y^  +  z^ 

und  finden  für  die  ersten  Derivierten: 

fV              4 

ex                3            ' 

dV 
ey 

-    3^<^y, 

dV 
ez 

4 

3   '^^^^ 

demnach  für  die  zweiten 

e-'  V               4 
<7.x"                   3          ' 

ey'* 

4 

3^cy, 

dz^ 

4 

also 

(3)                                                 ll     + 

dy'   ^ 

4c7ta, 

3.  Ist  nun  V  das  Potential  eines  beliebigen  Körpers  in  Bezug  auf 
einen  inneren  Punkt  rr,  y^  s  und  ändert  sich  die  Dichtigkeit  <y  in  der  Um- 
gebung des  letzteren  nur  stetig,  so  kann  man  sich  aus  dem  Körper  eine 
unendlich  kleine  Kugel  mit  dem  Mittelpunkte  x^  y^  z  ausgeschnitten  denken. 
Es  sei  F=  F,  +  ^2)  ^1  ^®^  ^®^  Anteil,  welchen  die  unendlich  kleine 
Kugel  liefert,  V^  der  Anteil  des  übrigen  Körpers.  Da  o",  y,  z  in  Bezug 
auf  letzteren  ein  äufserer  Punkt  ist,  so  ist  nach  (2) 

fiy  :2Tr  r^y 

ex*      '      ry*      '      c^2* 

Innerhalb  der  unendlich  kleinen  Kugel  kann  man  die  Dichtigkeit  6 
wegen  ihrer  Stetigkeit  als  konstant  ansehen,  so  dafs  nach  (^3) 

f)^V  rj^V  r^V 

-  ^   +  — _*-  4-  1— J-  =•  —  4,716 
ex*    ^^    dy*      "^    'e''z 


I 
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ist.     Durch  Addition  beider  Gleichungen  folgt 

f-iy  ^ty  ^ty 

(4)  ^_,.,   +    ,,yr+gV'- =  -*"*• 

die  Poisson'sche  Gleichung. 

Die  hier  vorgetragene  Ableitung  von  (4)  ist  die  erste  von  Poisson 
selbst  gegebene.  Da  ihre  Strenge  nicht  unanfechtbar  ist,  wurden  vielfache 
Versuche  einer  strengeren  Begründung  gemacht*).  Wir  wollen  noch  den 
Beweis  reproduzieren,  welchen  Riemann  (Schwere,  Elektricitat  und 
Magnetismus;  bearbeitet  von  Hatte ndorff)  auf  Grundlage  eines  Satzes 
von  Gauss  gegeben  hat. 

4.  Hilfssatz  von  Gauss.  Gegeben  seien  eine  vollständig  geschlossene 
Fläche  S  und  innerhalb  oder  aufserhalb  derselben  ein  anziehender  Körper. 
Wir  teilen  die  Fläche  in  unendlich  kleine  Elemente,  errichten  in  jedem 
derselben  die  nach  aufsen  gerichtete  Normale  und  berechnen  die  Kom- 
ponente der  von  dem  Köi*per  auf  einen  Punkt  des  Elements  ausgeübten 
Anziehungskraft,  welche  in  jene  Normale  fällt,  multiplizieren  diese  Kom- 
ponente mit  der  Gröfse  des  Flächenelements  und  summieren  über  die  ganze 
Fläche.  Wir  werden  sehen,  dafs  die  so  erhaltene  Summe  N  einen  ganz 
bestimmten,  sehr  einfachen  Wert  besitzt. 

Zunächst  sei  nur  ein  anziehender  Punkt  U  mit  der  Masse  1  vor- 
handen; dann  ist  die  Anziehung,  welche  er  auf  einen  Punkt  des  Elements 

dS  ausübt  = ,  wenn  r  den  Abstand  der  beiden  Punkte  bezeichnet. 

Sei  nun  n  die  Richtung  der  Normalen  von  dS^  so  ist  die  Komponente  der 

Anziehung  nach  der  Normalen  =  —    .,  cos  (r,  n).    Wir  multiplizieren  mit 

dS^  summieren  und  erhalten 


N=  —  J    ^  cos  (r,  n)dS\ 


wobei  die  Integration  über  die  ganze  Fläche  S  zu  erstrecken  ist. 
Nun  haben  wir  aber  in  §  38,  2  gezeigt,  dafs 


J     r' 


cos  (r,  w)^^  =  0,      — 47C,      — 2yt 


ist,  je   nachdem   der  Punkt  aufserhalb,   innerhalb  oder  auf  der  Fläche  S 
liegt.     Es  ist  demnach 

N^O,     47C,     27r, 

wenn  U  aufserhalb,  innerhalb  oder  auf  S  liegt. 

Ist  die  Masse  im  Punkte  11  nicht  1,  sondern  dm^  so  müssen  wir  das 
gefundene  Integral  damit  multiplizieren;  sind  mehrere  Punkte  IZ,  17,,  lU 

*)  Über  die  ausgedehnte  Litteratnr  dieses  Gegenstandes,  der  so  recht  im 
Mittelpunkte  der  ganzen  Potential theorie  steht,  siebe  bei  Bacharach,  Abrifs 
der  Geschichte  der  Potentialtheorie,  p.  7tiP. 
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u.  s.  w.  vorhanden,  so  können  wir  die  von  ihnen  ausgehenden  Wirkungen 
ohne  weiteres  addieren,  da  ja  in  jedem  dS  die  von  IT,  TI^  u.  s.  w.  hervor- 
gebrachten Eraftkomponenten  dieselbe  Richtung,  nämlich  diejenige  der 
Normalen  haben.  Ist  ein  zusammenhängender  Körper  vorhanden,  so  zer- 
legen wir  ihn  in  Elemente  dm^  die  wir  als  materielle  Punkte  behandeln. 
Wir  erhalten  so 

(6)  N^-fdmf'°'^;:'^^-'  =ircfdm^inM, 

falls  die  Masse  M  innerhalb  des  von  S  abgeschlossenen  Raumes  sich  be- 
findet; 

(6)  .Y  ==  0 , 

wenn  die  ganze  Masse  aufserhalb  S  sich  befindet,  also  innerhalb  S  keine 
Masse  vorhanden  ist; 

(7)  N^27tM, 

wenn  eine  endliche  Masse  auf  der  Oberfläche  S  sich  befindet; 

(8)  .V=4«Jf€, 

wenn  eine  endliche  Masse  sich  in  einer  Kante  oder  Spitze  von  S  befindet; 
B  ist  dabei  ein  echter  Bruch  und  giebt  an,  über  den  wievielten  Teil  der 
Kugelfläche  vom  Radius  1   sich  die  erste  Integration  (s.  §  38,  2)  erstreckt. 

5.  Beweis  der  Poisson'schen  Gleichung.  Wir  wenden  den  eben  ge- 
fundenen Satz  auf  ein  unendlich  kleines  Parallelepipedon  an.  Die  sechs 
Flächen  desselben  sind  paarweise  dydz^  normal  zur  x -Achse,  dxdz^  normal 
zur  ;/y -Achse,  dxdy^  normal  zur  <? -Achse.  Nehmen  wir  zuerst  die  beiden 
Flächen,   welche   zur  :r -Achse   normal   stehen.     Die  Kraftkomponente  ftlr 

die  erste  derselben  ist: 

cV 

dx'  ' 
für  die  gegenüberliegende 

__ldV\ cV^  _c^V 

mit  der  Grösse  dyäz  der  Flächen  multipliziert,  liefern  sie  zusammen  zu 
JV  den  Beitrag 

^— :r  dxdyde. 

OX' 

Ebenso  liefern  die  beiden  andern  Flächenpaare  die  Beiträge 


und 


—  -^y  dxdydz 

^2  y 

—  ---3-  dxdydz. 


Daraus  findet  sich 

N  =  —  y  ^^.,   +  -^-^  +  -^^)  dxdydz  =  inadxdydz, 
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wenn   innerhalb   des   Elementes   Masse  von   der   Dichte   a  vorhanden  ist. 
Dividieren  wir  mit  dxdydz^  so  ergiebt  sich  die  Po  is so  nasche  Gleichung: 

Liegt  der  Punkt  (f^y^z)  aufserhalb  der  anziehenden  Masse,  so  ist  2V=0, 
also  auch: 

Die  Laplace'sche  Gleichung  ist  ein  Spezialfall  der  Gleichung  von 
Poisson;  man  braucht  in  letzterer  nur  <y  =  0  zu  nehmen. 

6.  Falls  der  angezogene  Punkt  oc^y^z  gerade  auf  der  Ober  flache 
des  Körpers  oder  auch  in  einer  Stelle  desselben  liegt,  wo  sich  die  Dichtig- 
keit a  unstetig  ändert,  so  kommt  dem  Ausdrucke 


ex*     '     dy*     '     dz- 

überhaupt  kein  bestimmter  Wert  zu;  er  führt  hier  einen  Stetigkeitssprung 
aus.  Die  früher  manchmal  gemachte  Annahme,  dafs  hier  für  jenen  Aus- 
druck —  27C(y  zu  setzen  sei,  entbehrt  der  Begründung. 

7,  Wir  wollen  hier  sogleich  die  Poisson'sche  Formel  auch  für  Polar- 
koordinaten (wie  in  §  36)  ableiten.  Wir  wenden  wieder  den  Gauss- 
schen  Hilfssatz  auf  ein  Körperelement  an,  dessen  Inhalt  bekanntlich 
r^  sm^drdO^dfp^  dessen  Masse  also  tfr^sin  d'drdO^dcp  ist.  Wir  haben 
auch  hier  sechs  Flächenelemente.  Zunächst  zwei,  welche  auf  r  senkrecht 
sind;  ihr  Inhalt  ist  r^  sin  d'd^dtp  und  (r-^  drY  sixi&d^dg)^  die  auf  ihnen 
normalen  Kraftkomponenten  sind 


r  r 


und 


Diese  beiden  Flächen  liefern  also  zu  N  den  Beitrag: 

\       er  /  c*(rV) 

=  —  ^  sin  ^drd&dg>  =^  —  r  — \  ..;—  sin  &drd%>d(p. 

Ein    zweites   Flächenpaar,    welches    auch   auf  den   durch   die   Achse 
0  =  0  gelegten  Ebenen  senkrecht  steht,  besitzt  die  Flächeninhalte 

r  sin  ^drd(p      und      r  sin  (&  -f-  dd')drd(p. 

Um  die  ihm  entsprechenden  Kraftkomponenten  aufzustellen,  beachten  wir, 
dafs  durch  Verwandlung  von  ^  in  '6'  +  ^^  ein  Punkt  r,  ^,  (p  die  Ver- 
schiebung rd^  normal  zu  jenen  Flächen  erleidet.  Hiemach  ist  die  Kraft- 
komponente für  die  erste  Fläche 

rd» 
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oder 

1    oV 

r    b^~' 
diejenige  für  die  zweite  Fläche  also 

_   1    ar  _  1    o'V  , 

Zu  N  liefern  beide  zusammen  den  Beitrag 

d  V                                c'  V 
—     cos  9drd%dq> ^^^  sin  ^drd^dtp 


c»' 


(■'-  '^ 


c& 


drdd'dq). 


Endlich  haben  wir  noch  zwei  Flächen,  deren  Ebenen  durch  die  Achse 
0  -a  0  gehen  und  deren  Flächeninhalt  rdrd^  beträgt.  Ihre  Kraftkom- 
ponenten sind 

1 
r  sin  0" 

ihre  Beiträge  zu  N  also  zusammen 

1       d'V 


cV          _                 1        l<>y    X    c'^V   .   \ 
und     —       .  -AT  1-7 f-  — — 5-  acp/, 


sin  ^    ^9^ 
Summieren  wir,  so  wird 


drd^dtp. 


N  = 


r      rs        sm  9  -j- 


dr 


dd^ 


+ 


c''V 


sin  ^    dcp*  _ 


mithin 


«=  4«ar*  sin  Q^drd^dtp^ 


(9) 


?(rK) 


+ 


l        ^G^^^'^) 


+ 


d'^v 


—    47C(J, 


6^r        '     sin  •&  ^<9^  '     8in'<9'     ^qp*  _ 

die  Form  der  Poisson'schen  Gleichung  für  Polarkoordinaten.    Die 
Gleichung  von  Laplace  lautet  hier 


(10) 


^^(rV)  1 

r  r        '     sin  -ö* 


0   (  81 


c  (sind 


cV\ 


1        d^V 


cd"  '     ain*  -Ö"     f  qp^ 

Die  direkte  Umformung  von  (4)  in  (9)  ist  sehr  weitläufig. 


§  41. 

Bas  Flächenpotential. 

1.  Während  wir  bisher  annahmen,  dafs  jede  anziehende  Masse  einen 
Raum  erfülle,  wollen  wir  jetzt  die  Hypothese  untersuchen,  dafs  sich  eine 
solche  Masse  auf  einer  Fläche  ausbreite  derart,  dafs  einem  endlichen 
Flächenstücke  eine  endliche  Masse  zukommt.  Die  Gravitation stheorie  bietet 
uns  hierfür  allerdings  kein  vollkommen  zutreffendes  Beispiel,  während  die 
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Elektrizitätslehre  von  Elektrizitätsmengen  ausgeht,  welche  auf  einer  Ober- 
fläche ausgebreitet  sind.  Trotzdem  ist  auch  für  die  reine  Mechanik  die 
Untersuchung  des  Potentials  einer  über  eine  Fläche  verteilten  Masse  von 
der  gröfsten  Wichtigkeit,  schon  deshalb,  weil  häufig  —  wie  später  aus- 
führlich erörtert  werden  soll  —  das  Potential  einer  räumlich  ausgedehnten 
Masse  durch  ein  hypothetisches  Flächenpotential  ersetzt  werden  kann. 

Ist  wieder  .r,  //,  z  der  angezogene,  |,  ?/,  f  einer  der  anziehenden  Punkte 
und  6  die  Dichtigkeit  in  dem  letzteren,  r  der  Abstand  von  a*,  y,  z  und 
I,  %  t,  und  ds  ein  Element  der  mit  Masse  bedeckten  Fläche,  so  haben  wir 
für  das  Plächenpotential  den  Ausdruck 

(1)      F-J'4\    r^y(x-\Y^{y-nf-^i>'-t)\ 

WO  die  Integration  über  die  ganze  Fläche  auszudehnen  isf. 

2.  Wir  untersuchen  das  Potential  V  in  Bezug  auf  seine  Stetigkeit 
unter  der  Voraussetzung,  dafs  0  nirgends  unendlich  wird  und  sich  nur 
stetig  ändert  und  dafs  ferner  die  Fläche  keine  Singularitäten,  wie  Spitzen, 
aufweist,  welche  mit  unendlich  starker  Krümmung  verbunden  sind. 

Es  ist  wieder  einleuchtend,  dafs  Y  nebst  seinen  Differentialquotienten 
für  alle  Punkte  a:,  y,  z  endlich  und  stetig  ist,  für  welche  kein  r  unend- 
lich klein  wird,  d.  h.  für  solche  Punkte,  welche  der  Fläche  nicht  unend- 
lich nahe-  kommen. 

Um  das  Verhalten  des  Potentials  in  letzteren  zu  untersuchen,  lassen 
wir  a:,  y,  z  sich  einem  Punkte  §,  t;,  5  der  Fläche  auf  der  Normalen  in  diesem 
Punkte  unendlich  nähern;  den  unendlich  kleinen  Teil  der  Fläche,  welcher 
möglicherweise  Unstetigkeiten  hervorruft,  dürfen  wir  als  eben  betrachten. 
Um  die  Rechnung  zu  vereinfachen,  führen  wir  ein  neues  Koordinaten- 
system ein.  Die  Ebene  jenes  unendlich  kleinen  Flächenteüs  möge  die  xy- 
Ebene,  der  frühere  Punkt  |,  ^,  f  der  neue  Nullpunkt  sein;  die  Normale 
fällt  mit  der  ;? -Achse  zusammen.  Um  den  Nullpunkt  denken  wir  uns 
mit  dem  sehr  kleinen  Radius  d  auf  der  Fläche  einen  Kreis  beschrieben, 
und  wir  werden  nun  lediglich  die  Masse,  welche  auf  dieser  Kreisfläche 
mit  der  hier  als  konstant  anzusehenden  Dichtigkeit  a  verteilt  ist,  berück- 
sichtigen, da  die  übrigen  Teile  der  Fläche  zu  Unstetigkeiten  keine  Veran- 
lassung bieten.  Das  Potential  F^  dieser  Kreisfläche,  genommen  für  einen 
Punkt,  der  auf  der  r -Achse  vom  Nullpunkte  um  den  Abstand  z  entfernt 
ist,  lautet,  wenn  für  die  x //-Ebene  Polarkoordinaten  durch 

I  «=  (>  cos  9 ,       r/  =  ^  sin  tp 


eingeführt  werden, 

(2)  V^^aJ  d(pj 


in  d 

gdg 


0  0        '^  ^     ' 


Die  Ausführung  beider  Integrationen  liefert 

(3)  Fe  =  2tf«[j/d^+ ?->/.*]; 
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hierin  sind  die  beiden  Quadratwurzeln  als  positiv  zu  betrachten  beim 
Durchgang  durch  die  Fläche.  Man  sieht  sofort,  dafs  die  Gröfse 
Ff)  und  damit  auch  Y  keine  Stetigkeitsunterbrechung  erleidet. 

3.  Anders  gestaltet  sich  die  Sache  für  die  Differentialquotienten 
von   Fy  und  F.     Aus  (3)  folgt  nämlich 

Dieser  Ausdruck,  in  dem  die  Wurzeln  wieder  als  positiv  anzusehen 
sind,  ninmit  für  verschwindende  z  verschiedene  Werte  an,  je  nachdem  z 
positiv  oder  negativ  ist.  Beachtet  man,  dafs  z  auch  gegen  d  unend- 
lich klein  gemacht  wird,  so  erhält  man  im  ersten  Falle 

im  zweiten 

(6)  ^  =  2a«. 

Nimmt  man  die  eine  Seite  der  Fläche  willkürlich  als  die  äufsere, 
die  andere  als  die  innere  an  und  bezeichnet  man  jetzt,  um  sich  von  der 
speziellen  Wahl  des  Koordinatensystems  wieder  frei  zu  machen,  die  Rich- 
tung der  Normalen  nach  der  äufseren  und  der  inneren  Seite  mit  n^  und 
w,-,  so  folgt  aus  den  beiden  letzten  Gleichungen,  wenn  z  bisher  die  Rich- 
tung nach  der  äufseren  Normalen  hatte. 


oder,  da  der  übrige  Teil  von  F  keine  ünstetigkeit  verursacht, 

dY    ■    ^ 


(n\  dY    .    cY  , 


dY 

-^ —  führt  also  beim  Durchgang  durch   die  Fläche   von  der 

inneren  nach  der  äuseren  Seite  einen  Sprung  um  —  4<yjt  aus*). 
Die  seitlichen  Attraktionskomponenten  zeigen  an  der  Fläche  selbst 
keinerlei  Stetigkeitsunterbrechung-,  die  Wirkung  der  unendlich  benachbarten 
Teile  hebt  sich  hier  auf  und  die  Wirkung  der  übrigen  bietet  nichts  Be- 
sonderes. 

4.    Die  Laplace'sche  Gleichung 
/.N  d'V    .d^V         c-Y  _ 

besteht  selbstverständlich  auch  beim  Flächenpotential,  welches  ja  nur  ein 
Spezialfall  des  räumlichen  Potentials  ist,  für  jeden  Punkt  x,  y,  z^  der 
nicht  auf  der  Fläche  selbst  liegt. 

*)  Vertauscht  man  die  äufsere  und  die  innere  Seite,  so  wird  an  diesem  Re- 
sultate nichts  geändert,  da  nach  einer  Umkehrung  der  Fortschreitungsrichtung 
auch  die  GrOfse  der  Normalkraft  in  umgekehrtem  Sinne  zu  rechnen  ist. 
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§  42.    . 

Das  Potential  der  Doppelfläohe. 

1.  Auf  einer  beliebigen  Fläche  sei  wie  im  vorigen  Paragraphen  eine 
attrahierende  Masse  ausgebreitet;  in  sämtlichen  Punkten  der  Fläche  er- 
richten wir  Normalen  und  denken  uns  auf  diesen  unendlich  kleine  Strecken 
dn  —  positiv  gerechnet  nach  der  Seite  der  Fläche,  welche  als  innere  an- 
genommen wird  —  abgetragen,  die  übrigens  für  verschiedene  Stellen  ver- 
schieden sein  können.  Wir  konstituieren  so  eine  zweite,  der  ersten  un- 
endlich benachbarte  Fläche,  die  jener  Punkt  fllr  Punkt  zugeordnet  ist. 
Auf  ihr  möge  eine  Masse  ausgebreitet  sein,  welche  in  derselben  Weise 
abstofsend  wirkt  wie  die  erste  anziehend;  je  zwei  entsprechende  Teil- 
chen beider  Flächen  mögen  gleiche  Massen  enthalten.  Wir  können  das 
verschiedene  Verhalten  beider  Massenarten  so  in  Rechnung  bringen,  dafs  wir 
die  erste  als  positiv,  die  zweite  als  negativ  nehmen.  Ist  also  ein  Massen- 
teilchen der  ersten  Fläche  ads^  so  ist  das  entsprechende  der  anderen  —  ads. 

Verhältnisse  der  beschriebenen  Art  treten  näherungsweise  in  der 
Elektrizitätstheorie  auf,  wenn  auf  Belegungen,  welche  durch  dünne  Glas- 
scheiben getrennt  sind,  sich  entgegengesetzt  gleiche  Elektrizitäten  an- 
sammeln (Franklin'sche  Tafel,  Leydener  Flasche).  Auch  in  der 
Lehre  von  den  elektrischen  Strömen  und  dem  Magnetismus  spielt  die 
Doppelfläche  eine  wichtige  Rolle.  In  der  spezielleren  Mechanik  haben 
wir  sie  als  eine  Art  hypothetischer  Hilfsgröfse  zu  verwenden. 

2.  Das  Potential  der  Doppelfläche  wird  offenbar,  wenn  r  die  Ent- 
fernung des  angezogenen  Punktes  a:,  f/,  ^  von  einem  Punkte  |,  t}^  f  der 
ersten,  positiv  belegten  Fläche  bezeichnet,  durch 


(1) 


1 


T  er 

r  +  -s—  dn 


ds 


r     l'-  dn  /»     g   ' 

I        cn  ^  I  r 

=     /     0  ,         ((6=  —     MC  —^ 

J        '  J      ^" 


dnds 


dargestellt,  wo  die  Integration  über  die  ganze  Fläche  auszudehnen  ist. 
Für  nicht  unendliche  <y  ist  W  verschwindend  klein;  daher  wollen  wir  jetzt 
immer  voraussetzen,  dafs 

(2)  £  =  —  Gdn 

eine  endliche,  übrigens  mit  dem  Orte  veränderliche  Gröfse  sei.  Hier- 
nach geht  i^l)  in  die  endgültige  Form 


(3)  w-        ,-^d. 


C  '' 
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über;  die  Differentiation  nach  n  ist  in  der  mehrfach  erörterten  Weise  zu 
verstehen  (§  6,  11). 

Wir  behandeln  jetzt,  da  wir  uns  dn  als  verschwindend  denken,  die 
Doppelfläche  wie  eine  einfache. 

3.  Die  Stetigkeit  von  W  steht  für  Punkte,  welche  von  der  Doppel- 
fläche einen  endlichen  Abstand  haben,  aufser  Frage.  Um  das  Verhalten 
von  W  beim 'Durch gange  dui*ch  die  Fläche  selbst  zu  untersuchen,  wenden 
wir  genau  dasselbe  Verfahren  wie  in  §  41,  2  an;  \\\  möge  das  Poten- 
tial eines  als  eben  und  kreisförmig  anzusehenden  Teilchens  der  Doppel- 
fläche sein.    Bei  derselben  Bezeichnung*)  wie  an  der  angeführten  Stelle  ist 

2  7t  ()  27t  d 


(4)      W  =  -^e  /  dg,  /  .^..y^'-±^gdQ^e  /  d<p  /  .qz^q'  +  z^)    ^q 


=  £  /  dq>  /  .qz{q^ 


0  0 

oder  nach  Ausführung  der  Integrationen 

(5)  TF.  =  2e7tzl  ^_  —    ,-1—1  . 

^  ^  ^  IVz^      ys^  +  z*] 

Die  Wurzeln  sind  als  positiv  zu  betrachten.  Lassen  wir  z  auch  gegen 
d  verschwindend  klein  werden,  so  verschwindet  das  zweite  Glied  gegen 
das  erste  und  es  wird 

,  V  ^0 '^        '^^^      ^^  positive  z^ 

"FTo  =  —  267C      für  negative  z. 

Wq,  mithin  auch  TF,  erleidet  also  beim  Übergange  von  der 
inneren  nach  der  äufseren  Seite  der  Doppelfläche  einen  Sprung 
um  4€7r. 

4.    Aus  (5)  folgt  durch  Differentiation 
(7)  iiü  =  _^       28nö\ 


cz  (tf^  H-  z^^ 

oder  bei  verschwindendem  z 

2f« 


w  (m-- 


tf 


Dieser  Ausdruck  hängt   zwar  nicht  von  z^   aber  von  der  ganz  will- 
kürlichen, sehr  kleinen  Gröfse  d  ab;  besonders  auffällig  erscheint  es,  dafs 

-ö  --)     desto   gröfser   werden   soll,  je   kleiner   d   genonunen  wird.     Zur 

Klarstellung  der  Sachlage  dient  die  folgende  Überlegung.  Die  endliche 
Gröfse  z  ist  das  .negative  Pi-odukt  der  unendlich  kleinen  Strecke  dn  und 
der  unendlich  grofsen  Dichtigkeit  er.  Bei  endlicher  Entfernung  des  Punktes 
X,  t/,  z  von   der  Doppelfläche   kann   diese   als   einfache   Fläche   behandelt 

*)  z  wird  nach  der. äufseren  Seite  zu  als  positiv  gerechnet. 


§  42.   Das  Potential  der  Doppelflilche.  269 

werden,  indem  man  nicht  dn  selbst,  sondern  nur  den  Wert  von  e  in 
Rechnung  bringt.  Wird  aber  die  Distanz  des  Punktes  x^  y,  z  von  der 
Doppelfiäcbe  eine  unendlich  kleine  Gröfse  derselben  oder  höherer  Ordnung 
wie  dn,  so  ist  diese  Entfernung  in  Betracht  zu  ziehen.  Die  Gröfse  ö 
spielt  hierbei  insofern  eine  Rolle,  als  z  kleiner  sein  soll  als  d,  durch  den 
Wert  von  d  also  demjenigen  von  z  eine  Grenze  gezogen  wird. 

Kommt  x.y.z  der  attrahierenden  Seite  so  nahe,   dafs     ,     nicht  un- 
'  ^'  '  dn 

endlich  grofs  wird,  so  mufs  die  Attraktion  die  Repulsion  durch  die  ent- 
ferntere, negative  Seite  um  ein  endliches  Vielfaches  überwiegen,  bei  der 
unendlich  grofsen  Dichtigkeit  also  unendlich  sein;  ebenso  mufs  auf  der 
entgegengesetzten  Seite  eine  unendlich  starke  Repulsion  stattfinden.  In 
der  Doppelfläche  selbst  ist  die  Kraftwirkung,  wenn  nicht  dn  ein  ganz  be- 
stimmter sehr  kleiner,  aber  doch  endlicher  Wert  beigelegt  wird,  schlechter- 
dings unbestimmt. 
Die  Gröfse 

^  °  ,       also  auch       ^      , 

dz    *  dz    ^ 

hat  in  der  Doppelfläche  selbst  keinen  endlich  bestimmten  Wert. 

Läfst  man  j,  ^,  z  der  positiven  Seite  nahe  kommen,  ohne  dafs  jedoch 

dz 

-T—  endlich  wird,   so   erkennt  man   auch  ohne   Rechnung,   dafs  hier  die 

Attraktion  durch  eine  abgegrenzte  unendlich  benachbarte  unendlich  kleine 
Kreisfläche  ebenso  stark  ist  wie  in  dem  symmetrisch  auf  der  anderen  Seite 
gelegenen  Punkte  die  Repulsion.  Beide  Kräfte  wirken  aber  in  dem  gleichen 
Sinne.  Die  Wirkung  der  übrigen  Teile  der  Doppelfläche  ist  beiderseits 
die  gleiche.     So  gelangen  wir  zu  dem  Resultate: 

Der  nach  der  Normalrichtung  genommene  Differential- 
quotient des  Potentials  einer  Doppelfläche  wird  für  einen  Punkt 
in  unendlicher  Nachbarschaft  dieser  unstetig;  die  Werte,  zu 
welchen  man  nach  Passieren  der  Doppelfläche  gelangt,  reihen 
sich  jedoch,  wenn  man  nur  die  unendlich  nahe  an  dieser  ge- 
legenen Punkte  ausschliefst,  an  die  vorher  durchlaufenen 
stetig  an. 

Durch  diese  eingehendere  Betrachtung  beseitigen  wir  das  öfters  aus- 

c  W 
gesprochene,  paradoxe  Resultat,  dafs  W  selbst,  nicht  aber      :  —  ,  an  der 

Doppelfläche  unstetig  sei. 

Auch  die  Difl'erentialquotienten  nach  seitlichen  Richtungen  sind  an 
der  Doppelfläche  im  allgemeinen  nicht  stetig. 

6.  Das  Potential  einer  Doppelfläche  läfst  auch  eine  sehr  einfache 
geometrische  Veranschaulichung  zu.     Da 

\                                   ^                  \     dr  l/\ 

(9)  r.       = —     -    .      = ..  cos(r, 7n 


edK. 
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ist,  wenn  (r,  n)  den  Winkel  zwischen  r  und  der  positiven  Richtung  der 
Normalen  n  bezeichnet,  und  die  Projektion  des  Flächenteils  ds  auf  eine 
Kugel  mit  dem  Radius  1,  welche  um  a:,  ?/,  e  als  Zentrum  der  Projektion 
beschrieben  ist,  die  GrSfse 

(10)  dir  =  ± '*' '°^- "^ 

besitzt,  so  wird  aus  (3) 

In  (lO)  und  (ll)  gilt  das  obere  oder  untere  Zeichen,  je  nachdem 
cos  (r,  n)  positiv  oder  negativ  ist.  Wechselt  cos  (r,  n)  auf  der  belegten 
Fläche  sein  Zeichen,  so  mufs  das  Integral  für  die  einzelnen  Teile  beson- 
ders ausgeführt  werden,  auf  denen  kein  Zeichenwechsel  vorkommt. 

§  43. 
Der  Green'solie  Satz. 

1.  Es  sei  F(x^  y,  z)  eine  beliebige  Punktion  von  rc,  y,  r,  welche  nebst 
ihrer  partiellen  Ableitung  nach  x  innerhalb  eines  Baumes,  der  durch  eine 
nirgends  sich  selbst  durchschneidende  Fläche  S  vollständig  begrenzt  wird, 
stetig  und  eindeutig  ist.  Die  Eindeutigkeit  ist  so  zu  verstehen,  dafs  sich 
bei  einem  an  sich  mehrdeutigen  F  ein  Zweig  dieser  Funktion  innerhalb 
dieser  Fläche  vollständig  von  den  übrigen  isolieren  läfst,  d.  h.  dafs  da- 
selbst kein  Verzweigungspunkt  von  F  liegt.  Nach  diesen  Festsetzxmgen 
wollen  wir  das  dreifache  Integral 

untersuchen,  welches  über  den  ganzen  von  S  umgrenzten  Baum  aus- 
zudehnen ist.    Durch  Ausführung  einer  Integration  erhalten  wir 

(2)  Jj[F{x,y,e)]dyde, 

WO  die  Einklammerung  von  F(x^  y,  z)  bedeutet,  dafs  die  Diflferenz  der 
Grenzwerte  dieser  Funktion  genonmien  werden  soll. 

Wir  können  ims  das  dreifache  Integral  (l)  als  eine  Summation  drei- 
fach unendlich  vieler  rechtwinkligen -Parallelepipeda  dxdydz^  multipliziert 

mit  der  Gröfse  -    — ^  — '  — ,    vorstellen.     Durch   Ausführung    der    einen 

Integration  ist  je  eine  Beihe  dieser  Elementarteile,  welche  der  o* -Achse 
parallel  läuft,  als  summiert  anzusehen;  diese  Beihe,  deren  senkrechter 
Durchschnitt  dydz  ist,  wird  an  ihren  beiden  Enden  durch  Elemente  der 
Fläche  S  begrenzt,  die  wir  als  d$^*)  und  ds2  bezeichnen  wollen.  Sollte 
die  Beihe   mehr  als  zweimal  durch  die  Fläche  S  geschnitten  werden,  so 

*)  ds^  gehöre  zu  einem  kleineren  x  als  ds^. 
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wollen  wir  sie  in  Teile  zerlegt  denken,  welche  nur  von  zwei  Flächen- 
stücken begrenzt  werden.  Sind  n|  und  n^  die  nach  innen  gerichteten 
Normalen  der  Fläche  in  ds^  und  ds^^  so  ist  bei  bekannter  Bezeichnungs- 
weise  nach  den  Gesetzen  der  Projektion  von  Flächen 

(3)  d,,=.._iy^       ds,  =  --^f-'  ,- 

^   ^  '  cos  («j ,  ä;)   '  ^  008  (Wj, ,  X) 

Der  Gegensatz  der  Zeichen  hat  darin  seinen  Grund,  dafs  die  Richtung  der 
Normalen  in  d52  in  umgekehrtem  Sinne  wie  in  ds^  (bei  parallelen  Flächen- 
teilen) zu  rechnen  ist;  eine  Richtungsumkehrung  entspricht  aber  der  Er- 
setzung eines  Winkels  durch  seinen  Nebenwinkel.  Durch  diese  Zeichenfest- 
setzung wird  es  möglich,  ds^  und  ds2  als  positive  Gröfsen  zu  erhalten. 
Durch  Benutzung  von  (3)  wird  aus  (2),  wenn  nur  noch  ein  Integral- 
zeichen geschrieben  wird, 

—J  [F{x,  yi ,  z^)  cos  (n,,  x)  dSi  +  F(x,  y^,  z^  cos  («,,  x)  ds^] 

oder,  wenn  jetzt  ds  überhaupt  ein  Element  von  S  bezeichnet, 

—   /  F(r,  y,  z)  cos  (w,  x)  ds , 

wo  nunmehr  über  die  ganze  Fläche  S  zu  integrieren  ist. 

Bezeichnen  wir  der  Kürze  wegen  das  Baumelement  dxdydz  mit  dx 
und  schreiben  wir  statt  der  drei  Integralzeichen  in  fl)  nur  eines,  so  er- 
halten wir 

(4)  f -^ ^-^"^iJ^^'L  dt frix,  y,  z)  cos  (n,  x)  ds. 

Das  zweite  Integral  ist  über  die  Fläche  iS,  das  erste  über  den  von  S 
eingeschlossenen  Raum  auszudehnen. 

2.  Wir  machen  von  diesem  Resultate  aus  der  Theorie  der  mehr- 
fachen Integrale  Anwendung  auf  das  folgende  über  den  Raum  S  aus- 
zudehnende  Integral 

(5)  /Y|<?  .^.*  +  ^«P-  .%*  -I-  .?,»    '91)  dt, 
^   ^                            J    \ox    rx     *     ry    oy      '      r?g     fz  )       ' 

in  welchem  zunächst  q>  und  t/;  beliebige,  innerhalb  H  einwertige  und  nebst 
ihren  Ableitungen  stetige  Funktionen  von  j:,  y,  z  sein  mögen. 

Alsdann  sind  wir  zur  partiellen  Integration  der  einzelnen  Glieder 
von  (5)  berechtigt;  es  ist  z.  B. 

'^fj  b  s]  ^^'^'  -  JfJ  '^  S  ^"^^"^'  ■ 
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Hiernach  wird  aus  (5),  wenn  wir  die  häufig  gebrauchte  Abkürzung 

benutzen , 

(8)  /Yl^  f  +  1?  2*  _j.  I?  8*\  ^, 
^  ^                             / \dx  dx    ^    dy  dy    '    dz   dz) 

""  ""  /  ^  [  at  ^^^  ^^'  ^)  +  gy  ^^^  ^*''  ^^  '^  7z  ^^^  ("'  ^^J  ^^ 

Nun  ist  aber 

(9)  ^^  cos  (n,  a)  +  ^^  cos  (w,  y)  +  g-]^  cos  (w,  ^) 

^tj>  da;  j^  dtp  dy  ^^d^  dz  ctj) 

ex  dn  "•"  dy  dn    '    rz  dn        r  n  ' 

wo  dn  wieder  nach  innen  gerichtet  ist.     Hiernach  wird  schliefslich 

(10)  i'C^"- 1"^-  + 1^-  'y.  +  {"  ^*^  dt 

^      ^  J  \dx  ex    ^    oy  cy    '    rz   dz) 

""  ""   /  ^  ^^  ^*  ""    /   9^^*^^- 

Diese  Gleichung,  welche  die  Zerlegung  eines  Raumintegrals  in  ein  Flächen- 
und  ein  Raumintegral  zeigt,  heifst  der  Green'sche  Satz  im  weiteren 
Sinne. 

3.     Die  Gleichung   (lO)   vereinfacht   sich,   wenn   i/;   die  Eigenschaft 
besitzt,  innerhalb  des  Raumes  fp  der  Laplace'schen  Gleichung 

(11)  Jy\)^0 
zu  genügen.     Es  wird  dann 

(12)  I  1  -      s;-  +  sT-  Q     +  >■     r,    )  dl  =  —    I   w  -^  ds. 
J  \^^  ^^        dy  dy     '    cz   dz)  J        ^^ 

so  dafs  hier  ein  Eaumintegral  vollständig  auf  ein  Flächenintegral 
reduziert  wird. 

Vertauschen  9  und  t/;  ihre  Rolle,  so  ergiebt  sich  eine  (lO)  analoge 
Gleichung,  welche  mit  (lü)  zusammengestellt 

(13)  jyln  '^'^'dn)^^^  ~  j   (^^''^  "  ^Jip)dT 

liefert. 

Gentigen  (p  und  t/;   beide  innerhalb  S  der  Gleichung  [11  )j   so   wird 

Gleichung  (li\)  enthält  den   Green'scheu  Satz  im  engeren  Sinne. 
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4.  Die  Wichtigkeit  des  zunächst  rein  mathematischen  Green 'sehen 
Satzes  beraht  in  seiner  weitgehenden  Anwendbarkeit  auf  die  Potential- 
theorie; durch  Spezialisierung  liefert  er  mehrere  sehr  bemerkenswerte  Re- 
sultate. Setzen  wir  z.  B.  if;  einer  Konstanten,  cp  aber  einem  Potential  V 
gleich,  welches  innerhalb  S  und  auf  der  Fläche  von  S  der  Gleichung  (ll) 
genügt,  welches  also  einer  Masse  zugehört,  die  ganz  aufs  erhalb  dieses 
Gebietes  liegt,  so  wird  aus  (14) 

(15)  j'-^ds^O. 

dV 
Da    ^     die  senkrecht  zu  S  auf  einen  Punkt  von  S  ausgeübte  Attraktion 
cn 

mifst,  so  kann  man  sagen,  dafs  die  algebraische  Summe  dieser  An- 
ziehungen gleich  Null  ist,  wenn  man  die  nach  dem  Inneren  von  ^S' 
gehende  Kraftwirkung  als  positiv,  die  umgekehrte  als  negativ  rechnet. 
Derselbe  Satz  folgt  Übrigens  aus  ganz  elementaren  geometrischen 
Betrachtungen.  In  erweiterter  Form  findet  man  ihn  bei  Gauss,  Ges.  W., 
B.  V,  p.  9. 


§  44. 

Allgemeine  Untersnohungen  über  die  Bestiinmuiig  eines 

Fotentialfl. 

!•  Um  das  Potential  einer  attrahierenden  räumlichen  Masse  zu  ent- 
wickeln, schlugen  wir  bisher  nur  einen  einzigen  Weg  ein:  wir  stellten 
den  Ausdruck  für  das  Potential  eines  unendlich  kleinen  Teils  der  Masse 
auf  und  sunuuierten  über  die  ganze  Masse.  Doch  treten  häufig  Fälle  ein, 
in  denen  eine  solche  Summation  nicht  thunlich  ist,  während  die  Herlei- 
tung des  Potentials  auf  indirektem  Wege  gelingt.  Dies  kann  entweder 
die  Folge  von  analytischen  Schwierigkeiten  sein,  welche  bei  indirekten 
Methoden  leichter  zu  überwinden  sind,  oder  durch  die  Natur  des  Problems 
begründet  werden.  Nehmen  wir  z.  B.  an,  es  solle  das  Potential  der  At- 
traktion der  Erde  bestimmt  werden,  ohne  dafs  über  die  Massen  Verteilung 
im  Innern  beschränkende  Voraussetzungen  gemacht  werden.  Eine  direkte 
Beobachtung  der  Massenverteilung  im  Erdinnem  ist  natürlich  ausge- 
schlossen; es  können  nur  Beobachtungen  über  die  Intensität  und  Richtung 
der  Schwerkraft  in  Punkten  der  Erdoberfläche  angestellt  werden.  In  der 
Folge  werden  wir  sehen,  dafs  aus  diesen  Beobachtungen  das  Potential 
der  Erde  für  aUe  äufseren  Punkte  abgeleitet  werden  kann.  Ganz  analog 
verhält  es  sich  mit  dem  Erdmagnetismus;  man  kann  an  möglichst  zahl- 
reichen Punkten  der  Erdoberfläche  Intensität  und  Richtung  des  Erdmag- 
netismus beobachten  und  daraus  sein  Potential  für  äufsere  Punkte  her- 
leiten. —  Wir  geben  mehrere  Sätze  über  indirekte  Bestimmungen  des 
Potentials,   an   die  sich  verschiedene  anderweitige  Sätze  eng  anschliefsen. 

2.     Wenn  von  einer  Funktion    V  von  rc,  f/,  z  verlangt  wird, 

Ran8«nbor;7er,  analyt.  M'>clianik.    I.  ]B 


274  Vierter  Abschnitt. 

dafs  sie  für  alle  Punkte  des  Raumes,  etwa  einzelne  Punkte, 
Linien  und  Flächen,  aber  keine  Baumteile  ausgenommen,  der 
Differentialgleichung 

(1)  ^7=  — 47ra 

genügt,  worin  a  als  Funktion  von  a:,  y,  z  für  jeden  Punkt  des 
Baumes  gegeben  ist,   dabei  nebst  ihren  Differentialquotienten 

dv    dv    ar 

ex  ^     dy  ^     dz 

überall  endlich  und  stetig  ist  und  im  Unendlichen  nebst  diesen 
derart  unendlich  klein  wird,  dafs 

(2)  xV,    yV,    zV,    a?l~,    y^l^,    z"  — 
V  /  ^    ^     ^  '  ex  ^    ^    cy  ^  dz 

nicht  unendlich  grofs  werden,  so  ist  sie  eindeutig  als  Potential 
einer  Masse  bestimmt,  welche  in  jedem  Punkte  a?,  y,  z  die  Dich- 
tigkeit <r  besitzt.  Selbstverständlich  kann  a  in  einem  Teile  des  Raumes, 
der  dann  von  Masse  frei  ist,  verschwinden. 

Die  Freiheit,  dafs  V  stellenweise  (l)  nicht  genügt,  mufs  schon  des- 
halb eingeräumt  werden,  weil  diese  Gleichung  an  der  Oberfläche  eines 
begrenzten  Massenteils  ihre  Gültigkeit  verliert. 

Um    diesen   Satz    zu   beweisen,    setzen    wir  in    der   Gleichung   (10) 

von  §  43 

y  s=  1/;  =  Z7 

und  erhalten 

(3)/^.«. —f^f,ä.  -/[(L7+  ^+  (I?)]*. 

WO  die  Integrale  sich  teils  auf  eine  geschlossene  Fläche  5,  teils  auf  deu 
Inhalt  derselben  beziehen. 

Nehmen  wir  nun  an,  ein  >',  welches  den  angegebenen  Bedingungen 
genügt,  sei  nicht  das  Potential  der  Masse,  welche  durch  Angabe  der 
Dichtigkeit  a  für  jeden  Punkt  des  Baumes  bestimmt  ist;  das  Potential  sei 
vielmehr  eine  Funktion  V\  welche  nach  Früherem  denselben  Bedingungen 
genügt.  Dann  befriedigt  V  —  F'  =  U^  einzelne  Punkte,  Linien  oder 
Flächen  ausgenonmien,  die  Gleichung 

(4)  JU  =  JV--JV'  =  0, 

da  sowohl  JV  als  auch  JY'  \m  allgemeinen  der  Gröfse  —  47r<y  gleich 
ist;  im  Übrigen  befriedigt  U  dieselben  Bedingungen  wie  Y  und  Y'  selbst. 
Identifizieren  wir  nun,  wozu  wir  berechtigt  sind,  dieses  U  mit  demjenigen 
der  Gleichung  (3),  so  wird  die  linke  Seite  von  (3)  gleich  Null.  Denn 
im  allgemeinen  ist  jdU  =  0^  und  die  einzelnen  nicht  räumlichen, 
sondern  höchstens  zweidimensionalen  Punktekomplexe,  welche  sich  singulär 
verhalten,  können  bei  dem  Baumintegrale  keinen  endlichen  Bestandteil 
erzeugen.     Daher  haben  wir 
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Als  Fläche  S  wollen  wir  jetzt  eine  Kugelfläche  annehmen,  deren  Mittel- 
punkt der  Nullpunkt  und  deren  Radius  unendlich  grofs  ist,  so  dafs  jeden- 
falls alle  in  Betracht  kommenden  Massenteile  von  der  Kugel  eingeschlossen 

werden.     Dann   wird   nach    den   Bedingungen  (2)    U  ,^       unendlich   klein 

von  der  dritten  Ordnung,  wenn  der  Kugelradius  unendlich  grofs  von 
der  ersten  Ordnung  und  demnach  die  Oberfläche  der  Kugel  unendlich 
grofs  von  der  zweiten  Ordnung  wird.  Auch  ohne  weitere  Bechnung  ist 
hieraus  ersichtlich,  dafs  das  Integral  auf  der  rechten  Seite  von  (5)  ver- 
schwindet; sein  absoluter  Betrag  ist  nämlich  kleiner  als  das  Produkt  des 

cü 
absoluten  Maximalwertes  von   ü  ö      mit  der  Oberfläche  der  Kugel,  d.  h. 

als  eine  unendlich  kleine  Gröfse  erster  Ordnung.     Somit  wird 

/P)*+(lf)'+©']-  =  o- 

Die  linke  Seite  von  (6)  kann  als  eine  Summe  von  lauter  wesentlich 
positiven  GrÖfsen  betrachtet  werden;  sie  kann  daher  nur  verschwinden, 
wenn  ihre  sämtlichen  Glieder  verschwinden.  Daher  mufs  für  beliebige 
a*,  2/,  z^  einzelne  Punkte,  Linien  oder  Flächen,  die  für  den  Wert  des 
Integrals  ohne  Belang  sind,  etwa  ausgenommen, 

also 


sein.     Da    aber    U   im  Unendlichen  verschwinden   soll,    so   mufs   tiberall 
r/  «=  0,   also    F  s=  y'  sein.     Der  behauptete   Satz   ist  mithin  bewiesen. 

3.  Wichtiger  als  der  bewiesene  Satz  ist  die  folgende  Untersuchung, 
welche  zeigt,  dafs  ein  Potential  Y  innerhalb  eines  durch  eine 
Fläche  S  eingeschlossenen  Raumes  bestimmt  ist,  falls  V  inner- 
halb desselben  der  Gleichung 

(7)  /iV  =0 

gentigt  und  die  Werte  von  V  auf  der  Fläche  S  gegeben  sind.    Ist 

0  V 

^-   auf  dieser  Fläche  gegeben,  so  ist  bei  Zuziehung  von  (7)  das 

Potential  bis  auf  eine  additive  Konstante  bestimmt. 

Die  Fläche  S  kann  aus  mehreren  getrennten  Teilen  be- 
stehen. Die  unendlich  fernen  Punkte  dttrfen  nicht  in  den  be- 
grenzten Flächenraum  zu  liegen  kommen;  sie  sind  nötigenfalls 
durch  eine  unendlich  grofse  Kugel  (oder  eine  andere,  tiberall 
im  Unendlichen  liegende  geschlossene  Fläche),   welche   als  ein 

18* 


du 
dx 

du      du 

dy         dz 

U  =  Const. 
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Teil  von  *S' betrachtet  wird,  auszuschliefsen.  Fmufs  auf  dieser 
Kugel  derart  verschwinden,  dafs  xV^yV^zV  nicht  unendlich 
werden*).  Weifs  man  im  voraus,  dafs  V  die  Eigenschaften  eines  Po- 
tentials besitzt,  so  kann  man  von  der  Zufllgung  dieser  Bedingung  absehen. 
Um  diese  Sätze  zu  erweisen,  nehmen  wir  an,  dafs  zwei  verschiedene 
Funktionen  V  und  7'  existieren,  welche  (7)  innerhalb  S  befriedigen  ujid 
auf  S  die  gleichen  Werte  annehmen.  Dann  besitzt  V  —  F'  =  Z7  auf  der 
ganzen  Fläche  S  den  Wert  0.  Auf  LT,  welches  ebenfalls  (7)  innerhalb  S 
befriedigt,  ist  aber  die  Gleichung  (5)  anwendbar,  bei  welcher  die  Fläche 
S  und  der  von  ihr  umgrenzte  Baum  die  Ausdehnung  der  Integration  be- 
zeichnet. Da  aber  die  rechte  Seite  von  (5)  nur  solche  LT- Werte  enthält, 
welche  sich  auf  die  Fläche  S  beziehen,  also  verschwinden,  so  erhalten  wir 
wieder  die  Gleichung  (6),  aus  der  wir 

du  ^ü   _^Ji_n, 

cx         cy         dz 

und  somit  U  =  Const.  herleiten.  V  stinmat  also  mit  F'  bis  auf  eine 
Konstante  überein;  da  beide  ftlr  S  identisch  werden  sollen,  so  mufs 
diese  Konstante  gleich  Null  sein. 

Ist    ö-  statt  F  auf  S  gegeben,  so  sind  wesentlich  dieselben  Schlüsse 

anwendbar,  da  die  rechte  Seite  von  (5)  auch  den  für  S  verschwindenden 

d  U 

Faktor    ^      enthält.     Nur  können  wir  nicht  den  Schlufs  ziehen,   dafs  die 

Konstante,  welche  F  und  F'  unterscheidet,  verschwinden  mufs,  da  auf  S 

cV  cV       , 

nur  und   - — ,  nicht  aber   F  und    F'  identisch   zu   werden  brauchen. 


Enthält  S  eine  unendlich  ferne  Fläche,  so  mufs  die  Konstante  verschwin- 
den, da  hier   F  und   F'  beide  der  Null  gleich  werden. 

oV 
Auch  wenn  F  für  einen  Teil  von  6*.  -^      aber  für  den  anderen  Teil 

gegeben  ist,  ist  mit  Hilfe  der  nämlichen  Schlüsse  nachzuweisen,  dafs  F 
für  den  ganzen  Baum  6\  in  welchem  jdV  ^=  0  ist,  vollständig  be- 
stimmt ist. 

Die  Bedingung  ^  F  =  0  sagt  natürlich  für  den  Baum  S  nichts  an- 
deres aus,  als  dafs  kein  Teil  der  anziehenden  Masse  in  ihn  zu  liegen 
kommt. 

Das  gefundene  Besultat  ist  deshalb  von  so  fundamentaler  Wichtigkeit, 

c  V 
weil  die  supponierten  Bedingungen,  dafs  F  oder  4—  auf  einer  Oberfläche 

S  bekannte  Werte  annehmen,  in  der  Wirklichkeit  vorkommen.  Bei  dem 
eingangs  erwähnten  Beispiele  des  Potentials  der  attrahierenden  Erdmasse 
läfst  sich  zwar  nicht  für  alle,  aber  doch  für  sehr  viele  Punkte  der  Erd- 

*)  Hieraus  folgt  von  selbat,  dafs  auch  x^  -^ —  u.  a.  w.  im  Unendlichen  nicht 

fJ  X 

unendlich  werden;  denn  die  unendliche  Kleinheit  eines  analytischen  Ausdrncks 
im  Unendlichen  erhöht  sich  durch  Differentiation  um  einen  Grad. 
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Oberfläche   die   gegen  die  Oberfläche   gerichtete  Komponente   der  Schwer- 
kraft —  wir  wollen  dahingestellt  sein  lassen,  ob  die  Schwerkraft  normal 

dV 
zur  Erdoberfläche  ist  ' —  bestimmen:  diese  ist  aber  nichts  Anderes  als  -0—  • 

Hiermit  ist  freilich  Über  die  wirkliche  Ausführung  der  Potentialbe- 
stimmung noch  gar  nichts  gesagt;  auch  ist  diese  Aufgabe  bis  jetzt  nur 
für  spezielle  Fälle  gelöst,  von  denen  uns  der  wichtigste  später  noch  ein- 
gehend beschäftigen  soll.     Femer  wissen   wir   noch  nicht,   ob   die  Werte 

dV 
von   F  oder    ^      auf  S  ganz  willkürlich  vorgelegt  werden  dürfen. 

4.  Setzen  wir  9  =  7,  welches  für  einen  Kaum  S  der  Gleichung 
JY=0  genügt,  und  i/;  ==  ~  ,  wenn 


r  =  ]/(a;  -  |)*  +  (3/  -  r,)'  +  (^  -  f)* 

ist  und  S,  t/,  f  einen  Punkt  innerhalb  des  Raumes  S  bezeichnet,  so  dürfen 
wir  die  Formel  (14)  von  §  43  zur  Anwendung  bringen,   wobei   wir  nur 

den  Punkt  x  =  ^,  y  =  rj^  e  =  ty  für  den     -  unendlich  wird,  durch  eine 

um  ihn  als  Mittelpunkt  beschriebene  verschwindend  kleine  Kugel  mit  dem 
Radius  B  auszuschliefsen  haben.  Die  Grenze  des  nunmehr  in  Betracht 
kommenden  Baumes,  innerhalb  dessen  <p  und  ip  nebst  ihren  Ableitungen 
endlich  und  stetig  sind,  besteht  aus  der  ursprünglichen  Fläche  S,  von 
der  ein  Element  ds  sein  möge,  und  jener  unendlich  kleinen  Kugel- 
fläche, von  der  ein  Element  mit  ds'  bezeichnet  werde.  Dann  geht  jene 
Relation,  wenn  die  Integrationen  sich  auf  die  durch  die  Differentiale  an- 
gedeuteten Flächen  beziehen*),  in 

^„.  I    Vd8      ,        I    dV  ds  l  rr^~^   .  I    dV    ds 

J  ~^  J ''  "^  y  ^   y  '^^ ' 

über.     Auf  der  linken  Seite   ist  r  =  li  zu  nehmen,   da   sich   die   beiden 

Integrale  hierselbst  nur  auf  die  Kugeloberfläche  beziehen. 

dV 
Da   7  und  -rr-  in  5j  ^,  ?  uncl  dessen  Umgebung  endlich  und  stetig 

sind,  so  kann  man  diese  beiden  Gröfsen  für  den  Bereich  der  beiden  links- 
stehenden Integrale  als  konstant  annehmen.  Bei  Einführung  von  Polar- 
koordinaten r,  %  und  g?,  durch  welche  dn    in  r^sin  %d%d^  übergeht,  wird 


^n  n  'in 


I      ^i'+J-^^    ^    =  Vj  d<pj  sm&d^  +  ^l  d(p  j  rsm^d^ 


0  0  0  0 


'  er  ' 


*)  Es  ist  auf  der  kleinen  Kugel  z.  B.  -^  «=  -.—  ,  da  hier  die  nach  innen  ge- 

°  dn         rr 

richtete  Normale  in  die  Richtung  des  wachsenden  r  fällt. 
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da  r  =  i2  als  verschwindend  anzusehen  ist;  in  V  sind  die  Koordinaten  S»  ^?  ? 
einznfdhren.  Denkt  man  sich  nun  ^,  77,  ^  durch  x^  y^  z  ersetzt,  so  geht 
(8)  für  beliebige  Punkte  x^y^  z  des  Raumes  S  in 


(9)  7  = 


über. 

In     dieser    Gleichung    wird     das    Potential     V    für    jeden 

c  V 
Punkt   des  Kaumes  S  durch   die  Werte   von   V  und    k-,   welche 

diese  auf  der  Fläche  S  besitzen,  ausgedrückt.     Doch  löst  dieses 

Ergebnis  die  durch  die  vorige  Nummer  postulierte  Aufgabe,   F  im  Baume 

c  V 
S  zu  bestimmen,  wenn  F  oder  tt—    auf   der   Fläche    S   gegeben    sind, 

f  V        .        .  . 
keineswegs;  es  müssen  hier   V  und    ^      gleichzeitig  gegeben  sein. 

Nur  wenn   S  eine  Niveaufläche  von    V  ist,  so   dafs   auf  ihr    V 

d  V 

einer  Konstanten  Vq  gleich  wird,  läfst  (9)  das  allgemeinere  V  durch  - — 

allein  auf  der  Oberfläche  bestimmen.  Denn  alsdann  geht  das  erste  In- 
tegral in  einen  Ausdruck  über,  der  lediglich  von  der  Lage  des  angezogenen 
Punktes  x^  y^  z  und  der  Gestalt  von  g?,  aber  nicht  von  der  Massenver- 
teilung abhängt.  Das  mehrerwähnte  Problem  von  der  Attraktion  der  Erde 
könnte  hiernach  behandelt  werden. 

Das  erste  Integral  auf  der  rechten  Seite  von  (9)  kann  als  das  Po- 
tential   der   Doppel  fläche    iS^,    für    welche    in   jedem   einzelnen   Punkte 

V 
€  =  ,  -  ist,  das  zweite  aber  als  das  Potential  der  einfachen  Fläche  S 

1    cV 

mit  der  Dichtigkeit  -      .—  angesehen  werden. 

5,  Nehmen  wir  jetzt  speziell  an,  dafs  S  eine  Kugelfläche  mit 
dem  beliebigen  (im  allgemeinen  endlichen)  Radius  R  sei,  in  deren  Mittel- 
punkt sich  x^  y^  z  befindet,  so  wird 

c  n         r*  ' 

worin  dann,  wie  auch  in  dem  zweiten  Integrale  von  (9),  für  r  der  kon- 
stante Wert  Jl  einzusetzen  ist.  Das  letztere  Integral  verschwindet  nach 
§  43,  (15)  und  aus  TO)  wird 


(l^i  ''  =  ^nB^S 


Väs, 


Da  4jtJ?^  den  Flächeninhalt  der  Kugelfläche  darstellt,  J  ^ds  aber  als 
Summe  von  unendlich  vielen ,  auf  der  Kugelfläche  ausgebreiteten  F- Werten, 
multipliziert  mit  dem  zugeordneten  Flächen  stücke,  betrachtet  werden  kann, 
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so  sagt  (lO)  aus,  dafs  der  Wert,  welchen  V  im  Mittelpunkte  einer 
Kugel  besitzt,  welche  keine  attrahierenden  Massen  enthält, 
als  das  arithmetische  Mittel  der  Werte  angesehen  werden  kanu, 
welche  V  auf  der  Eugelfläche  annimmt.  Dies  ist  der  Gauss'sche 
Mittel  wertsatz*). 

Wir  ziehen  aus  dem  gefundenen  Kesultate  den  einfachen  Schlufs, 
dafs  V  im  Mittelpunkte  der  Kugel  einen  Wert  besitzt,  der  zwischen  dem 
gröfsten  und  kleinsten  Werte  liegt,  welchen  es  auf  deren  Oberfläche  an- 
ninmit.  Da  die  Kugel  beliebig  klein  angenommen,  ihr  Mittelpunkt  nach 
jedem  Punkte  des  Raumes  S  verlegt  werden  kann,  so  folgt,  dafs  F  in 
keinem  Punkte  von  S  ein  Minimum  oder  Maximum  sein  kann. 
Denn  wenn  es  nicht  gerade  konstant  ist,  finden  sich  in  seiner  Umgebung 
sowohl  gröfsere  als  auch  kleinere  Werte.  Wir  können  mit  C.  Neu  mann 
sagen,  dafs  im  ganzen  Baume  S  das  Potential  V  nur  Durchgangs- 
werte, keine  extremen  Werte  erlangt.  Die  letzteren  können  sich  nur 
auf  der  Grenzfläche  des  anziehenden  Körpers  selbst  oder  im  Unendlichen 
befinden. 

Dieser  Satz  läfst  sich  dahin  interpretieren,  dafs  kein  im  Endlichen,  aber 
aufserhalb  der  attrahierenden  Massenteile  gelegener  Punkt  existiert,  von 
dem  aus  scheinbar  eine  Attraktion  oder  Repulsion  auf  alle  umgebenden 
Punkte  ausgeübt  wird. 

Dafs  F  im  ganzen  Räume  S  konstant  wird,  wenn  dies  für  einen 
noch  so  kleinen  endlichen  Teil  desselben  der  Fall  ist,  geht  schon  daraus 
hervor,  dafs  F  für  irgend  einen  nicht  in  der  anziehenden  Masse  gelegenen 
Punkt  eine  stetige,  wohl  immer  als  analytisch  anzusehende  Funktion  ist, 
also  konstant  sein  mufs,  wenn  dies  für  jenen  Raum  der  Fall  ist. 

Ein  Beispiel  hierfür  bietet  der  innere  Hohlraum  einer  Kugel- 
schale. 

6,  Wir  können  noch  weiterzeigen,  dafs  auch  die  Kraftwirkung 
der  anziehenden  Masse  in  keinem  Punkte  aufserhalb  von  ihr  ein 
Maximum  wird,  während  sie  ein  Minimum  sein  kann.  Dafs  letz- 
teres nicht  ausgeschlossen  ist,  geht  schon  daraus  hervor,  dafs  zwischen 
zwei  anziehenden  Körpern  in  der  Regel  ein  Punkt  vorhanden  ist,  in  wel- 
chem sich  die  beiderseitigen  Anziehungen  aufheben. 

Um  die  Richtigkeit  des  Satzes  zu  beweisen,  brauchen  wir  nur  dar- 
zuthuji,  dafs  nicht  für  alle  Punkte  a?,  t/,  z^  welche  einen  Punkt  j-q,  if^^  r,^ 
auf  einer  unendlich  kleinen  Kugelfläche  umgeben, 

ist,  wenn  Vq  und  F  den  Punkten  x^^  ?/„,  z^  und  o*,  ?/,  z  entsprechen. 
An  Stelle  der  links  stehenden  Gröfse  können  wir  lediglich 


*)  Man  findet   den  Satz   in   erweiterter  Form  bei  Gaass^   Ges.  W.  B.  V, 
p.  222. 
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\  ex  f 


setzen,  wenn  die  Koordinatenachsen  so  gewählt  werden,  dafs  die  ;r- Achse 

in  die  Richtung  der  Eraftwirkang  in  x„,  y^,  Zq  fallt. 

c  V 
Nun  folgt  aber  durch  Differentiation  von  (7)  nach  a?,  dafs  -«—  der- 

selben  Differentialgleichung  genügt,  wie  V  selbst;  auch  die  übrigen  Eigen- 
schaften von   y,  welche  zur  Herleitung  der  Resultate  der  vorigen  Nnm- 

o  V 
mern  nötig  sind,  kommen    ^      zu.    Hiemach  können  wir  durch  das  gleiche 

Verfahren  wie  dort  beweisen,  dal's  es  Punkte  x^  y^  s  in  der  Umgebung 
von  a:^,  ^0,  Zq  giebt,  für  welche 

(iD'  >  m 

ist. 

Hiermit  ist  dargethan,  dafs  (ll)  nicht  für  alle  Punkte  rr,  ^,  z  richtig 
sein  kann. 

§  45. 

Das  DirioMet'sohe  Prinzip. 

1.  Nachdem  wir  uns  tiberzeugt  haben,  dafs  nur  eine  Funktion  V 
von  x^  y^  z  existieren  kann,  welche  der  Differentialgleichung 

(1)  //F  =  0 

genügt,  innerhalb  eines  durch  eine  Fläche  S  begrenzten  Baumes  eindeutig 
und  stetig  ist  und  auf  dieser  Fläche  vorgeschriebene  Werte  annimmt, 
wollen  wir  den  Dirichle tischen  Nachweis  vortragen,  dafs  die  Werte 
auf  der  Fläche  beliebig  festgesetzt  werden  dürfen*).  Man  nennt 
den  hierdurch  begründeten  Satz  das  Dirichlet'sche  Prinzip. 

Es  liegt  in  der  unbestimmten  Natur  des  Problems,  dafs  auch  dieser 
Nachweis  sich  auf  ziemlich  vage  Annahmen  stützt.  Die  Beweiskraft  des- 
selben ist  daher  eine  recht  zweifelhafte.  In  der  Praxis  werden  für  eine 
Fläche  immer  nur  solche  Werte  vorgelegt  sein,  welche  wirklich  einem 
Potential  angehören,  wie  dies  z.  B.  bei  der  Attraktion  der  Erde  u.  s.  w. 
der  Fall  ist;  hier  ist  also  von  Bedenken  keine  Rede.  Immerhin  scheint 
es  schon  des  historischen  Interesses  wegen  erforderlich,  die  Dirichlet'sche 
Untersuchung  vorzuführen. 

2.  Dirichlet  geht  von  der  als  selbstverständlich  betrachteten  An- 
nahme aus,  dafs  jedenfalls  reelle  Funktionen  U  möglich  sind,  welche  auf' 
S  die  vorgeschriebenen  Werte  annehmen  und  die  Bedingung  der  Eindeu- 


*)  Dabei  ist  wieder  zu  beachten,  dafs  die  unendlich  fernen  Punkte  durch 
eine  unendliche  Kugel  ausgeschlossen  werden  müssen,  die  mit  zu  S  gerechnet 
wird. 
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tigkeit  und  Stetigkeit  innerhalb  S  erfüllen,  ohne  dafs  sie  der  Gleichung 
jdU  ^^  0  zu  genügen  brauchen.  In  dieser  sehr  unbestimmten  Annahme 
liegt  hauptsächlich  das  Bedenkliche  des  ganzen  Nachweises. 

Unter  der  gemachten  Voraussetzung  wollen  wir  den  Ausdruck 

bilden,  worin  die  Integration  wie  immer  über  den  von  S  begrenzten 
Raum  auszudehnen  ist.  Da  das  Integral  die  Summe  lauter  positiver 
Gröfsen  darstellt,  also  selbst  positiv  ist,  muTs  es  für  irgend  ein  ü  einen 
kleinsten  Wert  annehmen.  Konstanz  für  beliebige  U  kann  bei  der  Will- 
kürlichkeit derselben  ausgeschlossen  werden.  Wir  werden  nun  nachweisen, 
dafs  für  den  notwendig  vorhandenen  kleinsten  Wert  von  W  (mehrere 
gleiphe  kleinste  Werte  werden  sich  von  selbst  ausschliefsen)  die  Gröfse  U 
der  Gleichung  /iU=0  genügt,  wodurch  die  Existenz  einer  Funktion 
dargethan  ist,  welche  alle  eingangs  aufgestellten  Bedingungen  befriedigt. 
Wir  wollen  jetzt  das  spezielle  U^  welches  (2)  zu  einem  Minimum 
macht,  mit  V  bezeichnen.     Dann  kann  man  irgend  ein  anderes  ü  gleich 

setzen.    Alsdann  genügt  aber  auch    . 

(3)  U==  v  +  hV, 

worin  h  eine  willkürliche  Konstante  ist,  den  Bedingungen,  welche  wir  U 
vorschrieben;   denn   F'  mufs  für  alle  Punkte  von  5'  gleich  Null  werden, 
um   das   erstbetrachtete    U  mit    V  auf  S  zu  identifizieren,    während    die 
Eindeutigkeit  und  Stetigkeit  selbstverständlich  ist. 
Aus  (3)  folgt 

ex         dx    '         dx  ^ 

dy         hy  '^       dy  ^ 

^U  ^dV_    ,    j^  r  V 

dz         dz    *        dz  ^ 

so  dafs  aus  (2)  wird 

'  j    [_cix    (X     '     (y    cy     '     (z     cz  ] 


+ 


'•/[©•+(«■)■+©> 


Soll  nun  W  für  U  ^==  0  ein  Minimum  werden ,  so  mufs  die  Summe  der 
beiden  letzten  Integrale  für  beliebige  h  positiv  sein.  Da  aber  für  ge- 
eignete kleine  h  das  vorletzte  Glied  negativ  und  absolut  gröfser  als  das 


282  Vierter  Abschnitt. 

letzte  gemacht  werden  kann,  wenn  nicht  der  Faktor  von  h  verschwindet, 
so  muFs 

(5)  rRrt^  +  ^7t!:  +  LZ;n,,  =  o 

^  ^  J    \^cx    ex     '     cy    cy     '     (z    cz  ^ 

sein.     Nach  §  43,  (lO)  können  wir  hierfür  setzen 

—    C  F'  |7  ds  —    C  Y'A  Vdx  =  0 

oder,  weil    F'  auf  der  Fläche  S  verschwindet, 
(6)  f  V'JVdx  =  0. 

Falls  nun  J  V  von  Null  verschieden  wäre ,  so  könnten  wir  —  was 
freilich  auch  recht  unsicher  ist  —  F'  infolge  seiner  Willkürlichkeit  im 
inneren  Baume  von  S  so  annehmen,  dafs  es  im  ganzen  Baume  das  gleiche 
Zeichen  wie  JV  besäfse,  was  sich  mit  (6)  nicht  vertragt,  da  sich  in 
diesem  Falle  die  Summanden  des  Integrals  nicht  gegenseitig  zerstören. 
Daher  bleibt  nur  die  Annahme 

für  den  ganzen  Innenraum  von  S  übrig.  Allerdings  würde  (6)  auch  be- 
stehen, wenn  in  einzelnen,  höchstens  zweidimensionalen  Teilen  des  Baumes 
die  letzte  Belation  nicht  erfüllt  würde;  allein  solche  Singularitäten  ver- 
tragen sich  mit  der  vorausgesetzten  Stetigkeit  von   F  nicht. 

Hiennit  ist  der  Nachweis  der  Existenz  eines  F,  welches  die  gefor- 
derten Bedingungen  erfüllt,  in  einer  freilich  höchst  unsicheren  Weise  er- 
bracht. 

3.  Wir  wollen  nun  noch  darthun,  dafs  das  Potential  be- 
liebiger räumlichen  Massen,  welche  innerhalb  einer  geschlos- 
senen Fläche  S  liegen,  ohne  dafs  der  Innenraum  durch  sie 
vollständig  erfüllt  zu  sein  brauchte,  in  Bezug  auf  die  aufser- 
halh  von  S  gelegenen  Punkte  durch  das  Potential  einer  Massen- 
belegung ersetzt  werden  kann,  welche  sich  auf  der  Fläche  S 
ausbreitet,  und  zwar  nur  auf  eine  einzige  Art. 

Von  einer  Ausschlielsung  der  unendlich  fernen  Punkte  kann  hier  ab- 
gesehen werden,  wenn  keine  Massen  in  unendlicher  Feme  liegen;  das 
Potential  eriüUt  von  selbst  die  Bedingung  für  imendlich  ferne  Punkte. 
Wir  können  demnach  die  beiden  Baumteile,  in  welche  die  endliche  Fläche 
S  (die  auch  aus  mehreren  getrennten  Teilen  bestehen  kann)  den  Gesamt- 
raum zerlegt,  ganz  gleichartig  behandeln. 

Wir  sahen  im  vorigen  Paragraphen,  dafs  irgend  ein  Potential,  dessen 
Werte  für  eine  Fläche  S  gegeben  sind,  für  den  einen  oder  andern  der 
beiden  Baumteile  eindeutig  bestimmt  ist,  wenn  nur  in  demselben  ^^  F  =s  0 
ist.     Bührt  das  Potential  von  räumlichen  Massen  her,  so  kann  diese  Be- 
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dingung  nur  für  einen  der  beiden  Raumteile,  möglicherweise  auch  für 
keinen  zutreffen.  Geht  dagegen  die  Attraktion  von  einer  Massenbe- 
legung der  Fläche  iS  aus,  so  ist  das  entsprechende  Flächenpotential  7 
durch  seine  Werte  auf  S  für  den  inneren  und  den  äufseren  Raum  ein- 
deutig bestimmt. 

Kennt  man  nun  die  Werte  des  Potentials  V  von  Massen,  welche  im 
Innern  von  iS  liegen,  für  die  Fläche  iS,  so  ist  7  nach  dem  Vorhergehenden 
für  den  ganzen  Aufsenraum  bestimmt;  dafs  wir  es  nicht  allgemein  an- 
geben können,  ist  hier,  wo  es  sich  nur  um  einen  Existenz  beweis  handelt, 

c  V 
irrelevant.    Hiemach  ist  auch  - —   als  bekannt  anzunehmen,   wo  na  die 

cn  ' 

Richtung  der  äufseren  Normale  von  S  bezeichnet.  Nach  §  41,  (5)  ist  bei 
geändei*ter  Bezeichnung 

(7)  (T  =  - 


29r  dn 


a 


die  Dichtigkeit  der  Masse,  welche  in  jedem  Punkte  von  S  aufzutragen 
ist,  um  eine  Massenverteilung  zu  erhalten,  deren  Potential  mit  dem  der 
inneren  Massen  für  S  selbst,  also  auch  im  äufseren  Räume  übereinstimmt 
(§44,3). 

Insbesondere  kann  man  das  Potential  einer  räumlichen  Masse  auf 
eine  einzige  Art  für  äufsere  Punkte  durch  das  Potential  einer  Belegung 
ersetzen,  welche  die  Oberfläche  dieser  Masse  bedeckt. 

Die  wirkliche  Ersetzung  von  Potentialen  räumlicher  Massen  durch 
Flächenpotentiale  und  ihre  Entwicklung  unter  der  Voraussetzung,  dafs 
ihre  Werte  auf  einer  geschlossenen  Fläche  bekannt  sind,  ist  unter  Zu- 
grundelegung eines  speziellen  Falles  die  Aufgabe  der  folgenden  Unter- 
suchungen. 

§  46. 

Theorie  der  Eugelfonktioiien  einer  Variabeln*). 

1.  Jedes  Potential  kann  als  eine  Summe  unendlich  vieler,  mit 
einem  Faktor  jnultiplizierten  Gröfsen 

1 
9 

angesehen  werden,  wenn  q  der  Abstand  des  angezogenen  Punktes  x^  y^  s 
von  einem  Punkte  ^,  i^,  f  des  anziehenden  Körpers  ist,  also 

*)  Eine  umfasBende  Behandlung  des  Gegenstandes  nebst  Angabe  der  reich- 
haltigen Litteratur  findet  man  in  Heine,  «/Pheorie  der  Eugelfunktionen 
und  der  verwandten  Funktionen**,  einem  Werke,  dem  wir  in  einem  Teile 
der  Darstellung  folgen.  Eine  Entwicklung  aus  ganz  anderen  Gesichtspunkten 
geben  Thomson  und  Tait  in  ihrem  „Handbuch  der  theoretischen  Phy- 
sik'*,   deutsche   Übersetzung,  B.  1,  p.  166 ff.  —  Vgl.  ferner  Dirichlet-Qrube, 
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(1) 


(2) 


9  =  Vix-  D*  +  (y  -  vf  +  (^  -f) 
gesetzt  wird.     Führen  wir  Polarkoordinaten  durch  die  Substitution 

a;  =  r  sin  -^  cos  g? ,  §  =  r^  sin  O^  cos  (p^ , 

2/  =  r  sin  -ö"  sin  9? ,  ^  ==  '*i  sin  0^  sin  q)^ , 

-8?  =  r  cos  -^ ,  ?  =  ^1  cos  -^j 
ein,  so  wird 

(3)      Q  =  "j/r^  —  2rr,  [cos  O  cos  -O-^  +  sin  d^  sin  dj  cos  (g?  —  9,)]  +  rj^. 

Nennen  wir   andrerseits  den  Winkel,   welchen   die  Radienvektoren  r 
und  r^  miteinander  bilden,  y,  so  haben  wir  direkt 


(4)  Q  =  )/r*  —  2  rri  cos  y  +  r^^ 

Durch   Vergleichung    von    (3)    und    (4)    folgt,    was  auch    durch    direkte 
sphärisch-trigonometrische  Betrachtung  leicht  herzuleiten  wäre, 

(ö)  cos  y  =  cos  -^  cos  -^^  +  sin  -^  sin  ^^  cos  (9  —  9,)  . 

Nehmen  wir  an,  dafs  r  <  r^  sei,  und  setzen 

(6) 

so  wird  aus  (4) 

(7)  9  =  r^  yV—^ax+'u^ , 

und  wir  stellen  uns  die  Aufgabe, 


=  a ,     cos  y  =  X 


in  eine  nach  Potenzen  von  a  fortschreitende  Beihe  zu  entwickeln. 

Bereits  in  §  1 1  hatten  wir  uns  mit  der  Entwicklung  desselben  Aus- 
drucks zu  beschäftigen;  doch  war  es  uns  damals  darum  zu  thun,  eine 
nach  cos  hy  fortschreitende  Reihe  zu  erhalten,  während  hier  nach  Potenzen 
von  a  geordnet  wird. 

2.  Nach  dem  binomischen  Satze  erhalten  wir,  wenn  a  und  x  be- 
liebige komplexe  GrÖfsen  sind,  welche  nur  der  Bedingung*) 


Vorlesnngen  über  die  im  umgekehrten  Verhältnis  des  Quadrats  der 
Entfernung  wirkenden  Kräfte;  C.  Neumann,  Über  die  nach  Kreis-, 
Kugel-  und  Gylinderfunktionen  fortschreitenden  Entwickelnngen 
a.  8.  w.  —  Die  Einf abrang  der  Kagelfunktionen  verdankt  man  Legendre  und 
Laplace. 

♦)  Wir  bezeichnen,  wie  in  der  Funktionentheorie  üblich,  mit     a  +  6*  |  den 

absoluten  Betrag  von  a  -4-  &*(  also  ]/a^  -\-h^ .  —  Die  nach  Potenzen  von  a  ge- 
ordnete Reihe  (9)  konvergiert  für  {  a  <  1 ,  falls  x  «=>  cos  y  gesetst  und  y  als 
reell  angenommen  wird.    Nach  einem  einem  fnnktionaltheoretischen  Satze  mafs 
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(8)  ;  2ax  -  «-  |  <  1 

zu  genügen  haben  —  für  hinreichend  kleine  a  ist  dieselbe  immer  erfüllt  — , 

=  [1  —  a(2x—  a)]"^ 


1 


=  1  +   2-  «(2z  -  «)  +  ^  «\2x  -ay-^^-ll  a\2x  -  af  +  ■  ■  ■ 

oder,   wenn   die  Klammem   gleichfalls   nach   dem   binomischen  Satze  ent- 
wickelt werden, 

(9)     --^-"—-.^  =  P\x)  +  «P(i)(a;)  +  a'P(^^ix)  +  «»PW(:c)  +  ■•  -, 
worin  (wie   sich   nach  einigen  Yereinfachungen  leicht  ergiebt)  für  n  >  0 

[^IV))  r     \^X)  1.2.3...W         L  2(2n-l)^ 

,    n{n  -  1)  (n  -  2)  (n -_3)    ^,_^ n 

''2.4  C-Jw  —  1)  {2n  —  3)  J ' 

P\z)  =  1 
ist. 

Die  ganze  Funktion  «*®°  Grades  P^"^  (a:)  heifst  die  «*"  Kugel- 
funktion von  o;  (im  engeren  Sinne). 
Es  ist 

(1 1 )  i^")  (—  X)  ==  (—  !)•  P<«)  (x) , 

d.  h.    für    gerade   n  ist   P^"^    eine    gerade,    für   ungerade   eine    ungerade 
Funktion  von  x.     Speziell  haben  wir 

P(^)(.)  =  5  (.*  -  I  .^  +  -4) 

U.    8.    W. 

3,  Nimmt  man  wieder  x  =  cos  y,  so  kann  man  (10)  durch  die 
cos  ky  ausdrücken.  Zu  diesem  Zwecke  setzt  man  am  einfachsten  wie 
in  §  11 

nämlich  die  Konvergeoz  bis  zu  dem  0  nächstgelegeDen  Uoptetigkeitspirnkte  Ton 

___   _  _•„-   reichen.     Aus  1  —  2a.T  +  a'=»0  folgt  aber 

Vi  —  2aa;  +  «* 


a  =a  a;  +  Yx*  —  l  «=  cos  y  i  ♦  sin  y , 
ein  Wert,  dessen  absoluter  Betrag  1  ist. 
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1 


V'l  —  2«  C08  Y  +  cc^         V{l  -  ae*y)(l  -  ac—>) 
=  [l+|ae'r+^«V>  +  ...] 

X  [l  +  Y  "c-'y  +  ~  «*e-^"'  +  •••]; 

multipliziert  man  aus  und  führt  dann  wieder 

2  cos  Jcy  =  c**y  +  (T^'y 
ein,  so  erhält  man  als  Koeffizienten  von  a": 

(12)  P(-.(cos  y)  =  ^^-^j^^  [cos  «y 

I  ^**  /  o\       I  1  •  3«(n— -  1)  /         ^\      I       1 

+  ü^-T)  ^"«  («  -  2)  y  +  TTnrn^nH2n--:r8)  <'°«(«  -  ^)y + -J  • 

Aus  dieser  Darstellung  läfst  sich  der  wichtige  Schlufs  ziehen,  dafs 
p(«)(cos  y)  für  reelle  y  innerhalb  der  Grenzen  —  1  und  +  1  liegt. 
Da  nämlich  in  (12)  die  Koeffizienten  sämtlicher  Glieder  der  rechten  Seite 
positiv  sind,  so  nimmt  P^"^(cos  y)  seinen  gröfsten  absoluten  Wert  für 
y  =  0  an ,  wodurch  sämtliche  Kosinus  1  werden.  In  diesem  Falle  sind 
aber  die  P^"^   die  Koeffizienten  der  Entwicklung 

d.  h.  die  positive  Einheit.  Für  beliebige  reelle  Werte  von  y  wird  der  ab- 
solute Betrag  von  P^">  (cos  y)  nie  über  1  steigen  können ,  d.  h.  P^**^  (cos  y) 
ist  auf  den  Spielraum  von  —  1  bis  +  ^  angewiesen. 

4«  Die  Kugelfunktionen  lassen  sich  noch  in  manche  andere  Formen 
setzen,  von  denen  die  folgende  besonders  übersichtlich  ist: 

(13)  ^'"'W  =  ,T4.6'...(.«r'''l-^-- 

Um  die  Richtigkeit  dieser  Formel  nachzuweisen,  entwickeln  wir  (x^  —  l)" 
nach  dem  binomischen  Satze: 

(a;8  -  1)»  =  a^n  _  ^  ^2n-2  +  n(n^_})  ^„.4 , 

Die  M  malige  Differentiation  dieses  Ausdrucks  liefert 
2w(2w  — l)(2«~2)...(w  +  l)a:«  —  ^  (2w  — 2)(2«— 3)...  («  — l)j"-- 

4.  ^>-I^  (2w  -  4)  (2n  —  5)  .  .  .  (n  -  3)x"-* . 

Bemerkt  man,  dafs 
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2n(2n—  1)  (2n  —  2)  .  .  .  (n  +  1) 
~2  .  4  .  6  .T.  (2n) 

^  2n(2n  —  l)(2n  —  2)  .  .  .  3  .2^  1  (2n  ~  1)  (2n  —  3)  .  ..3.1 

2.4.6..  .  (2n)  .  1  .  2  .  3  .  .  .  w  1  .  2  .  3  .  .  .  w 

u.  s.  w. 

ist,  so  erkennt  man  unschwer  die  Identität  von  (13)  und  (lO). 

5.     Es  ist  allgemein^  auch  für  komplexe  a  und  h^  a^  ^==1}'  aus- 
genommen, 


(a  +  &)tg 


(14)  J-      '^  '         -  ^' 


—  bcoBijf'^  Ya^  _  js  ^^  ^     y^i"  —  6 


2      ' 


worin  rechts  die  Wurzel  beidemale  dasselbe  Zeichen  zu  erhalten  hat. 
Hieraus  folgt,  sobald  nicht  a^  =  b^  oder  —  reell  und  absolut  gröfser 
als  1  ist*), 

(15)  /"---i* = -V     , 

0 

wo  wir  uns  die  Bestimmung  des  Vorzeichens  der  Wurzel  für  den  spe- 
ziellen Fall  vorbehalten.     Nehmen  wir  nun 


a  =  1  —  ax  ^     fe  =  a»  }/l  —  x'^ 


so  wird  aus  (15) 


(16)  -.-^ -    T—  7 -'^- -— 

Vi— 2aa;  +  a2        J    1  —  a  [a;  +  »  cos  ^  Vi  -    -'' 


X'] 

0 


Es  ist  einleuchtend,    dafs  auf  der  linken  Seite  das  Vorzeichen  so  zu  be- 
stimmen ist,  dafs  dieselbe  für  verschwindende  a  in  jr  übergeht. 

Für  hinreichend  kleine  a  kann  man  rechts  nach  Potenzen  von  ce  ent- 
wickeln; man  erhält,  wenn  man  links  die  Entwicklung  (9)  einsetzt,  durch 
Koeffizientenvergleichung  die  Laplace'sche  Relation 

n 

(17)  pn(jx:)  =  ^  y  y+i  cos  tp  Vi  —~x^T  d^  . 

0 

Da  die   linke  Seite   für  reelle  x  reell  ist,   müssen  sich  rechts  nach  aus- 
geführter  Entwicklung    die   Glieder  mit   i  zerstören;    es   ist   daher   ohne 

Einflufs,  welches  Zeichen  ]/l  —  x^  beigelegt  wird. 

Die  Gleichung  (17)  ist  deshalb  wichtig,   weil  man  sie  zu  einer  Er- 

1  ^ 

*)  Im  letzteren  Falle  wird ^ für  cos  i/>  =  -—  unendlich. 

a  —  b  C09  ip  b 
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Weiterung  des  Begriffes  des  Kugelfanktionen  benutzen  kann;  sie  dient 
nämlich  zur  Definition  der  n^^  Kugelfunktion  für  beliebige 
gebrochene,  negative  und  komplexe  n.  Im  übrigen  kommen  diese 
erweiterten  Kugelfunktionen  für  uns  hier  nicht  in  Betracht. 

6,     Wir  beschäftigen  uns  jetzt  mit  dem  für  das  Folgende  wichtigen 
Integrale 

(18)  /'p(»)(a;)P«'»)(a;)da? 


—  1 


2  .  4  .  .  .  (2n)  .  2  .  4  .  .  .  {2m)  J  ^x""  dx"' 

Durch  partielle  Integration  folgt 

dTix*  -  If  är{x*  ^  1) 


dx . 


m 

dx 


r 

J  dx""  dx"*' 

—  1 

d»-»(a;«  —  1)**  d'^ix^  —  ir  I  /    d^^^{x*  -  1)  dT'-^^x*  —  l)*"  , 


J_i       J  dx"""^  dx"^ 


da;*— ^  dx"^       J_i       J  dx""-^  dx"^^ 

—  1 

dx . 


—  1 

Da  nämlich  die  Gleichung  {x^  —  l)«  =  0  die  Lösungen  +  1   und  —  1 
wfach  enthält,  so  sind  dieselben 'auch  noch  Lösungen  von 


dx 


n— 1 


=  0, 


wodurch  das  Verschwinden  des  Klammerinhaltes  erklärt  wird. 

Ist  « !!>  w,    so   können  wir   dieses   Verfahren   wmal   anwenden;   wir 
erhalten 


+  1  +1 

-  1)"  d^"^  (ä*  —  1)" 


./  dx""  dx""  J  dx""-""  dx' 

— 1  —1 


•w»  j  _2m 


dx 


Nun  ist  aber  {pr  —  l)^*  eine  ganze  Funktion  vom  m^^^  Grade  mit  dein 
höchsten  Gliede  a^'";  ihr  ^m^^  Differentialquotient  reduziert  sich  also  auf 
die  Konstante 

1     2.  3...  (2m). 
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Daher  wird  das  Integral  rechts  zu 

(-  1)-  .  1  .  2  .  3  . .  .  '(2m)J^~l^^  dx. 

—  1 

Ist  »  >  w ,  so  wird 

(19)  /^^!rVL-:J_)!  a.  =  \'''-'-'^'  --''-'\  L  o; 


—  1 


ist  aber  n  =»  ^n ,  so  wird  derselbe  Ausdruck  zu 

+1 


j  (x^  —  lydx. 


—1 

Nun  hat  man  einerseits  durch  partielle  Integration 
+1  +1 

j  (^—  ^ydx  =  \x{x^  —  1)»]^|  —  2nJ  x^(x^  -  ly-^dx 

—  1  —1 

+1 


—  —  2»   /  x^(x^  —  ly-^dx, 


—1 
andrerseits  durch  Zerlegung 

+1  -fi  +1 

/  (x^  —  i)Mx  -=  /  x\x^  —  ly-^dx  —  /  (x«  -  ly-^dx, 
—1  —1  —1 

also  durch  Elimination  von 

+1 


/  x\3^  -  ly-^dx 


—1 

aus  beiden  Relationen 

J  {x'  -  lydx  =  -  2^^/(^*  -  i)'r'^^- 
—1  —1 

Durch  Wiederholung  dieses  Verfahrens  gelangt  man,  da 

+1 


— 1 
ist,  zu 

+1 


f{^^-  iydX'^2 


(20)  J(x^  ^  lyd.  =  (-  D"  ^-Z;;^- ^;^  •  2. 

Rantenberger,  aoaljt.  Mechanik.  I.  19 
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Wegen 

r_1>+»     g      1  .  2  .  3  .  .  .  (2n)  .  2  .  4  .  6  .  .  .  (2n) 
^       ^  3  .  5  .  .  .  (2n  +  1)  .  [2  .  4  .  6  .  .  .  (2n)  J* 

1.2.3...  (2w)  2 


=  2 


3  .  6  .  .  .  (2«  -I-  1)  .  2  .  4  .  6  .  .  .  (2n)         2n  +  1 
erhält  man  schliefslich  für  n^m 

P 

(21)  /  P<«)(a;)Pf"0(a:)<ia;  =  o, 

dagegen 

+1 

(22)  J[;p(«)(^)]2^^  =  _l_. 

—  1 

7.     Aus    (10)    geht   hervor,    dafs    sich    Jt^'*    als    lineare,    ganze 
Funktion  von 

P(«)(a:),  P<*^(a:),  . .  .  P(«")(ä:), 

dagegen  x^'*'^^  als  ebensolche  Funktion  von 

P(^>(ic),  P(»)(rc),  ...  P(««+i)(a:) 

darstellen  läfst.  Um  das  erstere  auszuführen,  braucht  man  nur  zuerst 
x^  durch  P^2>(a;),  dann  x^  durch  F^^\x)  und  P(*J(a;)  u.  s.  w.  der  Reihe 
nach  dai'zustellen ,  und  analog  verfUhrt  man  im  andern  Falle. 

In  dieser  Weise  läfst  sich  jede  ganze  Funktion  n*®°  Grades  von  x 
als  lineare  Funktion  von 

P(^)(a:),  P^^^(:c),  ...  P<»)(a;) 

darstellen.  Auch  bei  einer  Potenzreihe  von  x  kann  man  in  ähnlicher 
Weise  verfahren  und  so  eine  Funktion  f{ic) ,  welche  sich  in  der  Umgebung 
des  Nullpunktes  in  eine  Potenzreihe  nach  x  entwickeln  läfst,  in  die  Form 

(23)  fix)  =  aoP^^K^)  +  «1^^'^  W  +  (h^^^K^)  H 

u.  s.  w.  setzen;  doch  ist  die  Konvergenz  dieser  Reihe  hiermit  nicht  aufser 
Frage  gestellt. 

Wissen  wir  aber  von  einer  Funktion  /"(a:),  dafs  sie  in  eine  für 
|a;|<l  konvergente,  nach  Kugelfunktionen  fortschreitende  Reihe  (23) 
entwickelt  werden  kann,  so  lassen  sich  die  Koeffizienten  an  derselben 
leicht  durch  bestimmte  Integrale  darstellen. 

Multiplizieren  wir  nämlich  (23)  mit  P^^^{pc)  und  integrieren  nach  x 
von   —  1  bis  +  1 ,  so  erhalten  wir  nach  (2l)  und  (22) 

(24)  an  =  ^-^   f  fix)  P(»)  {x)  dx . 


—  1 
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Aus  der  Herleitung  von  a«  geht  hervor,  dafs  f{x)  nur  auf  eine  Art 
nach  Eugelfunktionen  entwickelt  werden  kann. 

8.     Wie  schon  früher  bewiesen,  genügt  F  =  — ,  genommen  in  dem 

Sinne  von  (l),  der  Differentialgleichung  (vgl.  §  40) 

^iy         ^2y         ^ly 

oder,  wenn  mittels  (2)  Polarkoordinaten  eingeführt  werden  (§  40,  (10)), 

K^^)  ^r^     "f'sin-^  a^  '^  Bin*»  d(p*        ^' 

Nun  haben  wir,  wenn  r  <  r j  ist,  nach  (9),  (7)  und  (6) 

(27)    J-  =  j-  iHO'Ccos  y)  +  f,  P<»)(co8  y)  +  -^  P(«'(cos  y)  +  •  •  • , 

eine  Reibe,  welche  für  die  gegebene  Bedingung  r  <Cri  sicher  konvergiert 
(s.  2.,  Anm.).  Für  cos  y  denken  wir  uns  dann  wieder  mittels  (5)  die 
Koordinaten  O  und  (p  nebst  den  hier  als  konstant  anzusehenden  Gröisen 
-^1  und  (pi  eingeführt. 

Da  —  der  Gleichung  (26)  für  beliebige  r  Genüge  leistet,  so  mufs 

dies  mit  den  einzelnen  Gliedern  von  (27)  der  Fall  sein.  Läfst  man  näm- 
lich r  gegen  die  Null  abnehmen,  so  wird  jedes  Glied  verschwindend  klein 
gegen  das  vorhergehende;  man  schliefst  daher  der  Reihe  nach,  dafs  das 
erste,  zweite,  dritte  u.  s.  w.  Glied  einzeln  die  Gleichung  (26)  befriedigen 
mufs.     Nehmen  wir  daher 

7  =  r"P('*5  (cos  y), 

so  folgt  aus  (26)  unter  Berücksichtigung,  dafs  P^")  von  r  unabhängig 
ist,  für  die  n^  Kugelfunktion  die  wichtige  partielle  Differentialgleichung 


(28)     n(n  +  l)i><»)  +  -r^     ^     ai.  ""  "  +  -An  ^"P  ==  0. 

Ist  r  >  fj ,  so  geht  (27)  über  in 
(28  a)      I  =  f  PC)  (cos  y)  +  ^r  P<"  (cos  y)  +  ^  P**'  (cos  y)  + 
setzt  man  nun 

pin) 


F  = 


^«+1' 


so  gelangt  man  wieder  zu  der  Gleichung  (28).     Zugleich  halten  wir  als 
wesentliches  Resultat  fest,  dafs 

p(n) 

r"  P<'')     und 


^n+l 


der  Differentialgleichung  (26)  oder  (25)  genügen. 

19* 
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9.  Wir  nehmen  nun  an,  dafs  wir  irgend  eine  Punktion  /*(cos  y) 
für  alle  reellen  /  nach  Kugelfunktionen  entwickelt  haben: 

(29)  /"(cos  y)  =  a^P^^^  (cos  y)  +  a^  P^^^  (cos  y)  -| ; 

aus  dem  letzten  Eesultate  folgt  dann,  dafs  nach  Ersetzung  von  cos  y 
durch  (5)  die  beiden  Reihen ,  für  r  <  1 

(30)  W  =  a^P^o)  4-  a^rP<^^  +  a^r^P^^^  -| , 

f  ür  r  >  1 

(31)  .        W-!^  +  '-^  +  ^  +  ... 

der  Gleichung  (25)  Gentige  leisten,  da  es  ihre  einzelnen  Glieder  thun. 
Die  Konvergenz  dieser  Reiben  kann  als  selbstverständlich  betrachtet  wer- 
den, wenn  (29)  convergiert;  denn  wenn  eine  Potenzreihe  nacb  der  posi- 
tiven Gröfse  r  für  r  =  1  konvergiert,  so  konvergiert  sie  aucb  für  r  <  1. 

Auf  diesem  Resultate  beruht  die  Wichtigkeit  der  Kugelfunktionen 
für  mechanische  Probleme.  Wir  sahen  bereits  früher,  dafs  ein  Potential 
V  eindeutig  bestimmt  ist,  wenn  seine  Werte  Vq  für  die  Punkte  einer 
geschlossenen  Fläche  und  die  Befriedigung  der  Gleichung  (25)  innerhalb 
eines  gewissen  Raumes  vorgeschrieben  sind.  Sei  nun  die  geschlossene 
Fläche  die  Oberfläche  einer  Kugel  mit  dem  Radius  1;  der  Mittelpunkt 
sei  der  Nullpunkt  des  Koordinatensystems,  während  r,  &  und  q)  als  Polar- 
koordinaten  benutzt  werden.  Die  Punkte  der  Kugelfläche  sind  dann  durch 
die  verschiedenen  Werte  von  d"  und  q)  vollkommen  bestinunt. 

Wir  wollen  femer  annehmen,  dafs  das  Potential  V  für  alle  Punkte 
der  Kugelfläche,  welche  von  einem  bestimmten  d-^^  (pi  die  gleiche  sphä- 
rische Entfernung  y  haben,  denselben  Wert  besitzt.  Dann  ist,  wie  aus 
Vergleich  mit  dem  Früheren  hervorgeht,  y  durch  (5)  bestimmt.  Falls 
sich  nun  F^  für  die  Kugeloberfläche  nach  (29)  in  eine  nach  Kugelfunk- 
tionen fortschreitende,  konvergierende  Reihe  entwickeln  läfst,  so  ist  der 
allgemeine  Wert  von  V  für  einen  beliebigen  Punkt  des  Raumes,  innerhalb 
dessen  (25)  gilt,  durch  die  Reihen  von  (30)  oder  (31)  gegeben,  je  nachdem 
der  Punkt  innerhalb  oder  aufserhalb  der  Kugel  liegt;  denn  diese  Aus- 
drücke gehen  für  r  =  1  in  (29)  über  und  genügen  (25),  während  aufser- 
dem  die  zweite  Reihe  für  r  =  oo  derart  verschwindet,  dafs  r  JV'  end- 
lich bleibt. 

Die  Kugelfunktionen  dienen  also  dazu,  ein  Potential  all- 
gemein darzustellen,  wenn  seine  Werte  auf  einer  Kugelfläche 
bekannt  sind,  freilich  unter  der  sehr  beschränkenden  Voraussetzung, 
dafs  das  Potential  auf  der  Kugelfläche  für  alle  Punkte  gleich  ist,  welche 
von  einem  festen  Punkte  gleichen  sphärischen  Abstand  haben  (also  auf 
der  Erdoberfläche  etwa  die  Orte  gleicher  Breite). 

Durch  eine  Erweiterung  der  Untersuchung  kann  man  sich  von  dieser 
Bedingung    unabhängig   machen    und    Entwicklungen    für   ein    Potential 
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aufstellen,  dessen  sich  stetig  aneinander  schliefsende  Werte  für  die  Punkte 
einer  Eugelfläche  beliebig  gegeben  sind. 

Die  Bedeutung  des  Wortes  „ Kugel funktion"  bedarf  übrigens  nach 
dem  Gefundenen  keiner  weiteren  Erklärung  mehr. 

Die  Frage,  wann  (29)  konvergiert,  soll  hier  nicht  erledigt  werden; 
wir  kommen  jedoch  auf  den  Gegenstand  in  §  47  zurück. 

§  47. 

Die  Engelfunktionen  aweier  Variabeln.^ 

1.    Die  Differentialgleichung 

c^V        d^V        c^V 

kann  ohne  Schwierigkeit  direkt  integriert  werden.  Denken  wir  uns*) 
zunächst  V  als  Funktion  lediglich  von  x  und  y,  so  dafs  (1)  in 

(2)  tf  +  T^-0 

übergeht,  so  können  wir  analog  wie  bei  einer  etwas  allgemeineren  Glei- 
chung, die  wir  später  zu  behandeln  haben  werden, 

V  =  cp{x  -|-  ay) 

setzen.  Die  Allgemeinheit  wird  nicht  dadurch  beeinträchtigt,  dafs  man  x 
den  Koeffizienten  1  erteilt,  da  q>  eine  ganz  willkürliche  Funktion  ist,  in 
die  man  den  einen  Koeffizienten  eingehen  lassen  kann.  Substituieren  wir 
diesen  Ausdruck  für  V  in  (2),  so  erhalten  wir 

9    +  »9    =  0 
oder 

also 

a  s=  +  « . 

Da  femer  die  Summe  zweier  Lösungen  von  (2)  offenbar  wieder  eine 
Lösung  ist,  so  finden  wir  die  allgemeine**)  Lösung  von  (2)  in  der  Form 

(3)  7  —  9^1  (a;  +  iy)  +  g>a(a;  —  iy) ; 

dieselbe  enthält  zwei  willkürliche  Funktionen. 

Will  man  nur  reelle  Lösungen  von  (2)  haben,  so  kann  man  für 
9^  und  9^2  dieselbe  reelle  Funktion  9  nehmen;  aus 


*)  Wir  werden  in  §  48  diese  Annahme  in  einem  bestimmten  Falle  verwirk- 
licht finden. 

**)  Eine  partielle  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  kann  ein  allgemeines 
Integral  besitzen,  welches  zwei  willkürliche  Funktionen  der  unabhängigen  Va- 
riabeln in  sich  schliefst.  Doch  werden  wir  sogleich  ein  Beispiel  kenuen  lernen, 
wo  —  bei  drei  unabhängigen  Variabeln  —  das  allgemeine  Integral  unendlich 
viele  willkürliche  Funktionen  enthält.  £s  ist  nicht  unsere  Absicht,  diesen  Gegen- 
stand hier  weiter  zu  verfolgen. 
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(4)  7  =  (p{x  +  iy)  +  q>(x  —  if/) 
hebt  sich  alsdann  alles  Imaginäre  heraus.     Auch 

(5)  F  =  4-  [(p{x  +  iy)  —  (p{x  —  iy)] 

liefert  eine  reelle  Lösung  der  Differentialgleichung. 

Aus  den  Elementen  der  Funktionentheorie  ist  bekannt,  dafs  der  reelle 
und  der  imaginäre  Teil  einer  analytischen  Funktion  einer  Variabein  ;?=a?+ty 
der  Gleichung  (2)  Oenüge  leisten.  In  (4)  und  (5)  finden  wir  dieses  Re- 
sultat, wenn  auch  etwas  eingeschränkt,  wieder.  (4)  stellt  nämlich  den 
reellen,  (.5)  den  durch  i  dividierten  rein  imaginären  Teil  der  Funktion 
g?  (ä  +  iy)  dar.  Wir  werden  auf  diese  bemerkenswerte  Beziehung  zwischen 
Fotentiallehre  und  Funktionentheorie  in  der  Hydromechanik  zurückkommen, 
wo  sie  uns  wichtige  Dienste  leisten  wird. 

2.  Die  allgemeine  Gleichung  (l)  läfst  sich  ganz  analog  behandeln. 

Wir  setzen 

Y  «=  q)(ax  -{-  hy  '{'  z) 

und  finden  durch  Einführung  in  (l)  nach  Wegheben  des  Faktors  <p"  die 
Beziehung 

a^+6*+  1  =  0. 
Setzen  wir 

a  =  c  cos  a ,       &  =  c  sin  a , 

worin  a  für  reelle  a^  und  2;^  reell  ist,  so  wird  daraus 

c*+l=0, 
also 

c  =  +  i. 

Bilden  wir  wieder  eine  Summe  von  Lösungen  der  Gleichung  (l),  so 
ist  dieselbe  ebenfalls  eine  Lösung;  daher  erhalten  wir 

(6)  V  =  ^*  (fk [z  +  i{x  cos  cik  +  y  sin  a^] . 

Hierin  sind  die  g^jt,  deren  Zahl  unbeschränkt  ist,  ganz  willkürliche  Funk- 
tionen, während  für  Uk  verschiedene  Winkelwerte  zu  nehmen  sind.  Den 
zweiten  Wert  c  =  —  i  brauchen  wir  wegen  der  Willkürlichkeit  von  a^.  nicht 
zu  berücksichtigen.    , 

Will  man  reelle  Lösungen  von  (l),  so  braucht  man  nur  für  reelle  ^jt 

(7)  7  =  ^  { g>A[^  +  «(^  cos  cik  +  y  sin  of*)] 

+  ^k[s  —  K^  <^^s  tik  +  y  sin  ai)]  ] 
zu  bilden. 

3,  Führen  wir  Polarkoordinaten  durch  die  Gleichungen 

(8)  ic  =  r  sin  -^  cos  9? ,      ^  =  r  sin  -ö*  sin  9 ,      j?  =  r  cos  -^ 
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ein,  so  wird  aus  (6) 

(9)  y  =  2i  9?ifc[»'(cos  -^  +  i  sin  -^  cos  (g?  —  a*))] . 


Dieser  Ausdruck  soll  die  Grundlage  der  Theorie  der  allgemeineren 
Kugelfunktionen  bilden. 

4,  Ist  V  das  Potential  von  Massen,  welche  aufserhalb  der  Kugel 
Hegen,  die  mit  dem  Radius  1  um  den  Nullpunkt  beschrieben  ist  —  bei 
der  Willkürlichkeit  des  Nullpunktes  und  der  Mafseinheit  kann  diese  Kugel 
natürlich  mit  jeder  beliebigen  identifiziert  werden  — ,  so  wird  V  inner- 
halb der  Kugel  eine  durchaus  stetige,  als  analytisch  anzusehende  Funktion 
von  r  sein,  sich  also  in  eine  Reihe  nach  steigenden  Potenzen  von  r  ent- 
wickeln lassen,  die  von  r  =  0  bis  r  =  1  konvergiert.  Es  folgt  dies  aus 
einem  elementaren  funktionaltheoretischen  Satze*). 

Rührt  F  von  Massen  her,   die  innerhalb   derselben  Kugel  liegen, 

so   mufs  sich  V  in  eine  für  alle  r  >  1  konvergente  Potenzreihe  nach  — 

entwickeln  lassen.  Ist  V  das  Potential  von  Massen,  welche  auf  der  Ober- 
fläche der  Kugel  ausgebreitet  sind,  so  gelten  beide  Entwicklungen  und 
gehen  für  r  =  1  ineinander  über. 

Wendet  man  dies  auf  ein  Potential  an,  welches  sich  in  der  Form  (9) 
darstellt,  so  erhält  man  die  Entwicklungen 


tt> 


(10)  7  «=»  ^7  anT"^  ^*  &*[cos  O  -f-  i  sin  ^  cos  (g)  —  a*)]* 

0 

und 

(11)  7  =  ^n  a-.n»""'*  J^  &jb[cos  d  -f  i  sin  -^  cos  {tp  —  of^t)]""", 

0 

worin  die  a»  konstante  Koeffizienten  bedeuten. 

5«  Wie  in  §  46,  8  schliefsen  wir,  dafs  die  einzelnen  Glieder  dieser 
Reihe  die  mit  (1)  äquivalente  partielle  Differentialgleichung  (26)  von 
§.  46  befriedigen  müssen.  Hieraus  folgt  genau  wie  an  der  angeführten 
Stelle,  dafs  der  Ausdruck 

(12)  Xn  =s=  ^  6jt[cos  ^  +  i  sin  «^  cos  (g?  —  ajfc)j* 
der  Differentialgleichung 

(13)  n(n  +  1)Z„  +  -X^  _l-^._^?-^  +  _^^-  -^  =0 

Genüge  leistet. 

Aus  den  weiteren  Untersuchungen  an  der  angeführten  Stelle  ist  ferner 
ersichtlich,  dafs  (13)  auch  für  negative  n  gilt;  man  vergleiche  nur  die 

*)   8iehe  hierüber  des  Verfassers  „Lehrbuch  der  Theorie  der  perio*- 
diachen  Fanktionen'S  pag.  97. 
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an  §  46,  (28)  angeknüpften  Polgerungen  unter  Beachtung,  dafs  hier  X-»— i 
an  Stelle  von  P^")  tritt  und  dafs 

n(n  +  1)  =  (-  n  -  1)  (-  «  -  1  +  1) 
ist. 

Da  also  die  Xn  dieselbe  partielle  Differentialgleichung  wie  die  F^^^ 
befriedigen,  so  bezeichnen  wir  sie  als  allgemeine  Kugelfunktionen*). 

Unsere  weiteren  Untersuchungen  knüpfen  an  die  Beihe  (10)  an.  Es 
wird  sich  zunächst  darum  handeln,  einen  Ausdruck 

[cos  O  +  i  sin  O  cos  (9  —  «*)]* 

nach  den  Gröfsen  cos  w(g)  —  cck)  zu  entwickeln.     Wir  setzen 

cos  0«=aj,       q)  —  ajfc  =  ^, 
so  dafs  der  untersuchte  Ausdruck  in*) 

(14)  [x  +  icos^  |/l  —  x^Y 

übergeht.  Durch  Ausführung  dieses  Ausdrucks  gelangen  wir  zu  den  so- 
genannten abgeleiteten  oder  zugeordnetenKugelfunktionen,  welche 
als  Koeffizienten  auftreten. 

6*  Die  verlangte  Entwicklung  könnte  mittels  Benutzung  des  bino- 
mischen Satzes  und  nachheriger  Ersetzung  von  cos''*  ^  durch  die  Kosinus 
der  Vielfachen  von  tp  geschehen;  doch  gelangen  wir  auf  folgende  Weise 
zu  einem  übersichtlicheren  Resultate. 

Nach  Heine  setzen  wir 

(15)  z  =  i^'f'Vl  -a;% 

also 

c^^  =  —    ,  ''      ,      cos  Tf;  =  -^  (e^V'  +  e-^)  ==  '^^  ".^lH^^^- 

und  daher 

(16)  a;  +  i  cos  ^Y^^^^  =   ^^  '^  ^^^  "~  ^  - 

Wir  entwickeln  nun 

/•(a;  +  «)  =  [(a;  +  «)«  -  1]» 

gemäfs   dem  Taylor 'sehen  Satze   nach  Potenzen   von  z^  beachtend,   dafs 

dx        dz 
ist  und  dafs  wir  mithin,  anstatt  nach  z  zu  differentiieren  und  dann  z  =  0 


*)  Der  Zusammenhang  der  Kugelfunktion  einer  Yariabeln  mit  den  all- 
gemeineren geht  ans  §  46,  (17)  besonders  deutlich  hervor.  P^"^  (cos  9)  ist  als 
der  Mittelwert  von  [cos  ^  -f  *  b^^  ^  <^08  'tff]^  für  alle  möglichen  tjf  anzusehen. 

**)   Es   ist  fSr   die   Folge  immer  festzuhalten,    dafs   ]/!—«'«» sin  -^^ 


Yx^  —  1 « i  sin  ^  ist,  so  dafs  über  das  Zeichen  der  Wurzel  kein  Zweifel  entsteht 


§  47.   Die  Eagelfunktionen  zweier  Yariabeln.  297 

zu  setzen ,  auch  von  yomherein  z  =  0  setzen  und  dann  nach  x  differen- 
tiieren  dürfen.     Es  wird  hiemach 

(17)    [(a;  +  .)«-i]»==(x*-i).  +  f i^^  +  j^£!^^^ 

^         ^    1.2.... (2n)  ^a?n 

Diesen  Ausdruck  fuhren  wir  mittels  (16)  in  (14)  ein  und  geben 
dann  0  wieder  seinen  durch  (lö)  dargestellten  Wert.  Da  die  Entwick- 
lung nur  Glieder  mit  cosA;tf;,  keine  mit  sin  A;if;  enthält,  so  müssen  die 
Koeffizienten,  von  c^*^  und  (T"**^  gleich  werden,  was  eine  interessante 
Identität  liefert.     Wir  erhalten  schliefslich  die  Eniwicklunng 

(18)  [rr+t cos ^yi^o^]  =-^,2j  ~^r^    d^n+r-^o^^»*) 

0 

oder,  wenn  wir  durch  die  Gleichung 

(19)  P.(n)(.;)  =  i*Lzii:)L  (^2  .  1)T  i!^^  r<n, 
^     ^                  ^  ^             (2n)l      ^              ^            dx"*-^'         '  =     ' 

die    abgeleiteten    oder   zugeordneten  Eugelfunktionen  definieren, 

(20)  [o?  +  i  cos  i/zVl  -  a^r  =  -^-^  ^ -^ cos  r^. 

^     ^        ^      '  ^^  -^  2n-l-i^     (n  +  r)!(n-  r)! 

Mit  Berücksichtigung  von  (13)  können  wir  statt  (19)  auch  schreiben 

(21)  P,(-)(.) ^"-^^'  (.«  _  1)T  £^ . 

^     ^  ^  ^         1.8.6...(2n— 1)  ^  ^  daf 

Ehe  wir  die  allgemeinere  Untersuchung  fortsetzen,  wollen  wir  zu- 
nächst die  früheren  Kugelfunktionen  einer  Yariabeln  nach  den  GrÖfsen 
cos  m{q>  —  q>i)  entwickeln,  wobei  die  neu  eingeführten  abgeleiteten  Funk- 
tionen eine  wesentliche  Rolle  spielen. 

?•    Der  Ausdruck 

pi^)(e)  =  P(»)[cos  d^  cos  -^1  -f  sin  &  sin  &^  cos  (9  —  g),)] 

kann  als  Funktion  von  cos  (ip  —  q)^)  betrachtet  und  nach  Potenzen  dieser 
GrÖfse  entwickelt  werden,  und  diese  Potenzen  lassen  sich  dann  durch  die 
GrÖfsen  cos  Jc{(p  —  gj^)  ausdrücken.  Da  P^'^^^x)  in  x  vom  n^^  Grade  ist, 
steigt  die  Entwicklung  bis  zu  einem  Gliede  mit  cos  «(9  —  g>i). 

Um  die  fertige  Form  dieser  Reihe  herzuleiten,  gehen  wir  von  einer 
Erweiterung  des  Integrales  (14)  von  §  46  aus.    Es  ist 


*)  Das  Snmmaiionszeichen  2'  drückt  aus,  daf»  der  Koeffizient,  welcher  r  =>  0 
entspricht,  durch  2  zu  dividieren  ist 
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(22) 


also 


-5»  — C' 


(23)  / 


<2^ 


also 


^  +  B  coB  1^  +  C  sin  -^  V^«  —  B*  —  C» 

0 

Setzen  wir  nun 

cos  ^  =  a: ,     cos  '^i  =  iPi , 


(24)  ;ef  =  araTi  +  |/l  —  a;^  |/l  —  rrj''  cos  (g?  —  g?,) , 
so  haben  wir  die  Identität 

{x  —  aa:j)*  +  [|/l  —  X*  cos  g)  —  a  |/l  —  rcj*  cos  (p^ 

4"  [l/l  —  a?^  sin  9  —  a  |/l  —  Xj^  sin  g?,]^  =  1  —  2ajEf  -|-  a^ . 

Nehmen  wir 

A  =  X  —  aXi ,       B  =  i  [}/l  —  a'^  cos  g?  —  a  ^  1  —  oTj^  cos  g?J  , 

C  =  i  [)/l  —  x^  sin  g)  —  a  )/l  —  a^^^  sin  g?,] , 

so  folgt  aus  (23) 

(25)  '- =1  / — ^* == 

0 

Beide  Seiten  dieser  Gleichung  können  wir  bei  hinreichend  kleinem 
a  nach  Potenzen  dieser  Gröfse  entwickeln;  die  Koeffizienten vergleichung 
liefert 

(26)      p(^)(.)  =  -i  r >  +  'VJZF '''  ^^'  -,^y,  di^. 

^     ^  ^^         ^J      [a;  +  «l/l  -  a?-' 008(9  — ^)]'»+^       ^ 

Den  Zähler  des  Bruches  unter  dem  Integralzeichen  können  wir  nach  (20) 
in  eine  Reihe 

(27)L^i+iyi-aj/cos(9i— ,/;)]  =  ^n-i  2f  (n+r)I(n-r)l ''''^''^'^^^'''^ 
entwickeln.     Die  Entwicklung  von 


[a;  +  t  /i  —  a;*  cos  (9  —  'V)]'*"'"^ 
mag  die  Form*) 

*)  Die  Entwicklung  gilt  allerdings  nur  für  y^l  —  a?*  <  |  a;  |  oder  «'>--; 

allein  infolge  der  sich  ergebenden  Symmetrie  von  (26)  in  x  und  Xi  können  die 
weiteren  Resultate  unmittelbar  auf  beliebige  x  übertragen  werden. 
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^r  c/  COS  r'(gpi  —  ^) 

m 

annehmen,  worin  die  c/  von  x  abhängig  sind.     Nun  ist  aber 


j   cos  r((pi  —  if;)  cos  r\(p  —  ^)dilf 

0 

7t 


2    /  COS  [rtpi 4" ^'9>  —  0'  +  O^] "t"  ^^^ E'^'i  —  r(p  —  (r  —  r')tj;JdTf;, 


2 

0 


und  die  Ausführung  der  Integration  nebst  Einsetzung  der.  Grenzwerte 
liefert  den  Wert  Null,  wenn  nicht  r  =  r'  ist.  In  diesem  letzteren  Falle 
wii'd  der  zweite  Kosinus  von  ^  unabhängig  und  das  Integral  geht  in 

Y  cos  {(pi  —  g?) 

über. 

Da  ferner  P^*^  (z)  in  a:,  q>  und  x^ ,  g?|  symmetrisch  ist,  so  folgt  nach 
dem  Gefundenen  aus  (26) 

n 

(28)  P^»>(;?)  =  ^'  flf;.('»>P^(»>(a;)P;.(«)(a;i)  cos  r{(p^  —  q>), 

0 

woiin  die  Hr^'*^  noch  zu  bestimmende  Konstanten  bezeichnen. 

Dividiert  man  (19),  worin  x^  statt  x  geschrieben  wird,  durch  Xj*  und 
setzt  dann  rr^  «=  oo,  so  wird  daraus,  weil  von  den  Potenzen  der  Binome 
immer  nur  das  höchste  Glied  in  Betracht  kommt*). 

Durch  dasselbe  Verfahren  geht  F^'^^(s),  worin  z  durch  (24)  dar- 
gestellt ist,  mit  Zuhilfenahme  von  §  46,  (lO)  in*) 

1  .3.5. . .  (2n  —  1)    r      ,     .  .j- i         X  vi» 

über,  wofür  nach  (27) 

gesetzt  werden  kann. 


*)  Da 


cos  d'i  =  ,      ein  9"^  = 


2i 


iat,  80  wird  ar^  =«  cos  ö",  unendlich,  wenn  -^i  ==  i  *oo  genommea  wird;  dann 
ist  aber  sin  ^j  »  +  too,  Wir  benutzen  hier  und  in  der  Folge  das  untere 
Zeichen. 
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Dividiert  man  (28)  durch  x^^  setzt  dann  x^^^  oo  und  benutzt  die 
Resultate  (28  a)  und  (28  b),  so  erhält  man  durch  Koeffizienten vergleichung 

a,(..)^(-iy.2[;-»-:,?*'-f  . 

^        ^  (n  +  r)!(n  —  r)\ 

Wjr  haben  hierdurch  die  merkwürdige  Reihenentwicklung 

(29)  P(")  [xx^  +  l/r^"^  vT— ^ <^ös  (9^1  —  9^)] 

Dieselbe    wurde   von  Heine   als  das  Additionstheorem  der  Eugel- 
funktionen  bezeichnet;  sie  wurde  zuerst  von  Laplace  aufgestellt. 

8.  Wir  kehren  jetzt  zu  unserer  Hauptuntersuchung,  der  Entwicklung 
von  (9)  in  die  Reihe  (10)  und  dieser  nach  den  Kosinus  der  Vielfachen 
von  9?  —  ak  zurück.  Anscheinend  ist  nach  Ausführung  dieser  Entwick* 
lung,  d.  h.  nach  Einsetzung  der  Reihen  (18)  in  (10),  jedes  Glied  mit  be- 
liebig vielen  Konstanten  behaftet;  allein  wir  werden  sofort  sehen,  dafs 
eine  Fortsetzung  der  Entwicklung  eine  wesentliche  Reduktion  dieser  Kon- 
stanten liefert. 

Bezeichnet  /'/•('&)  eine  Funktion,  deren  Bedeutung  aus  (18)  erhellt 
(worin  wieder  a?  =  cos  0  gesetzt  wird),  so  ist  nach  (12)  und  (18) 

n 

(30)  Z«  =  2?  ^*  2'  f'^^)  ^^^  ^(^  -  ""^^ ' 

0 

wobei  zu  bemerken,  dafs  /'r('&)  für  alle  k  das  gleiche  bleibt.     Setzt  man 
daher  • 

cos  r(9>  —  «Ar)  ==«  cos  rg?  cos  rak'\-  sin  rqt  sin  rcik^ 

so  reduziert  sich  (30)  auf  die  Form 

n  n 

(31)  Xn=^  Arfr{e)  cosrq>  +  2^  Brfr{^)  sin  rg?, 

0  u 

wo  die  cos  rcck  und  sin  rat  bereits  in  die  Konstanten  aufgenommen  sind. 
Die  allgemeine  Kugelfunktion  n^^  Ordnung   enthält  daher 
nur  (2t)  -f-  l)  voneinander  unabhängige  Konstanten. 

9.  Es  sei  nun  V  eine  ganz  beliebige  Funktion  von  x^  y^  e^  welche 
der  Gleichung  (l)  innerhalb  einer  Kugel  mit  dem  Radius  1  und  dem 
Nullpunkt  als  Mittelpunkt  Genüge  leistet,  ohne  dafs  vorausgesetzt  wQrde, 
dafs  ihr  die  Form  (6)  zukommt,  deren  Allgemeinheit  wir  ja  nicht  er- 
wiesen haben.  Wir  wollen  weiter  annehmen,  dafs  sich  diese  Funktion 
innerhalb   der  Kugel  nach  Potenzen  von  ir,  y,  z  entwickeln  läfst*J.     Aus 

*)  Ist  V  ein  Potential,  so  dürfen  wir  dies  wegen  seiner  Stetigkeit  wohl  ao- 
nchmeD,  wenn  auch  kein  strenger  Beweis  der  Eutwickelbarkeit  erbracht  ist 
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den  Gliedern  w*®'  Ordnung  kann  dann  nach  (8)  der  Faktor  r**  heraus- 
gesetzt werden,  während  eine  Funktion  von  ^  und  g)  in  die  Klammer 
tritt;  wir  erhalten  so  eine  nach  Potenzen  von  r  fortschreitende  Entwick- 
lung. Die  Glieder  n^'  Ordnung  bilden  zusammen  eine  homogene  ganze 
Funktion  n^  Ordnung  der  drei' Variabein  x^y^z.  Die  Gliederzahl 
dieser  homogenen  Funktion  ist  gleich  derjenigen  einer  nicht  homogenen 
Funktion  «*®'  Ordnung  von  zwei  Variabein.  Da  letztere  ein  Glied  nullter 
Ordnung,  zwei  Glieder  erster  Ordnung,  drei  Glieder  zweiter  Ordnung  u.  s.  w., 
endlich  w  +  1  Glieder  n*^'  Ordnung  enthält,   so  beträgt  die  Gliederzahl 

(n+l)(n  +  2) 


1  +  2  +  3H |-(w+l)  = 


2 


Dies  ist  also  auch  die  Zahl  der  willkürlichen  Konstanten,  welche  in 
der  allgemeinsten  homogenen  Funktion  F^  (ar,  y,  z)  w*®'  Ordnung  von  rr,  y,  z 
auftreten. 

Bildet  man  nun  die  Gleichung 

d^F^        d^F^         a'F. 


dx^    ^    dy^    ^    dz*  "' 

so  ist  die  linke  Seite  offenbar  eine  homogene,  ganze  Funktion,  (n  —  2)**' 

Ordnung.     Soll  Fn  diese  Gleichung   identisch  befriedigen,   so  müssen  die 

Koeffizienten  ihrer  einzelnen  Glieder  der  Null  gleich  sein.    Die  Zahl  dieser 

Koeffizienten  ist  aber 

(n  —  l)n 

T      ' 

und  so  viele  Bedingungsgleichungen  erhalten  wir  für  die  Koeffizienten  von 
Fjt,     Demnach  bleiben  noch 

(n  +  l)(n  +  2)  (n  -  1)«  _  o^  J_  i 

2  2*      —^n-f-i 

Koeffizienten  von  F„  willkürlich. 

Die  allgemeinste  homogene,  ganze  Funktion  w*®'  Ordnung 
von  aj,  y,  z^  welche  die  Gleichung  (l)  befriedigt,  enthält  also 
(2«  +  1)  willkürliche  Konstanten. 

Da  nun  die  allgemeine  w*®  Kugelfunktion,  multipliziert  mit 
r**,  alle  diese  Eigenschaften  zeigt*),  so  kann  man  sagen,  dafs  sie  die 
allgemeinste  homogene  ganze  Funktion  «**'  Ordnung  ist,  welche 
der  Gleichung  (1)  Genüge  leistet. 

Hierdurch  gewinnen  wir  die  Überzeugung,  dafs  uns  unser  Verfahren 
die  vollständigste,  für  uns  in  Betracht  kommende  Lösung  von  (l)  liefert. 

10.  Wir  hielten  uns  bisher  nur  an  die  Entwicklung  der  Reihe  (lO), 
während  wir  diejenige  von  (ll)  noch  bei  Seite  liefsen.  Nxmmehr  ist 
leicht  zu  erkennen,  dafs  mit  der  Reihenentwicklung  von  (10)  diejenige 
von  (ll)  gegeben  ist.     Aus  (13)  geht  hervor,  dafs  X„  und  X^n-i  der- 

*)  Dafs  dieser  Ansdrack  eine  homogene  Funktion  n*®'  Ordnung  von  rc,  y,  z 
ist,  zeigt  der  Vergleich  von  (7)  und  (9). 
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selben  Differentialgleichung  genügen.  Setzt  man  daher  in  (11)  n  an  Stelle 
von  — (w  +  1)1  so  konvergiert  die  neue  Reihe  fUr  r  <^1  und  ihre  Koef- 
fizienten zeigen  dieselben  Eigenschaften  wie  diejenigen  von  (lO);  man  er- 
hält also  eine  Entwicklung  von  der  gleichen  Art  wie  bei  (lO),  in  die 
man  dann  wieder  —  (n  -f-  l)  an  Stelle  von  n  einzufügen  hat. 

Das  Oesanomtresultat  lautet: 

Wenn  eine  Funktion  F,  welche  das  Potential  irgend  welcher 
Massen  darstellt^  die  ganz  innerhalb  oder  aufserhalb  einer 
Kugel  mit  dem  Radius  1  und  dem  Nullpunkt  als  Mittelpunkt 
liegen,  oder  auf  der  Kngelfläche  selbst  ausgebreitet  sind,  so 
lilfst  sich  die  Funktion  V  für  r  =  1  als  eine  Reihe  allgemeiner 
Kugelfunktionen  darstellen,  wofür  hier  der  Beweis  nicht  er- 
bracht werden  soll;  multipliziert  man  im  ersten  Falle  jeweilig 
das  ♦!*•  Glied  mit  r"""""^,  im  zweiten  mit  r",  im  dritten  mit  einer 
dieser  beiden  Gröfsen,  so  hat  man  Reihen,  welche  V  aufserhalb 
oder  innerhalb  der  Kugel  oder  in  beiden  Räumen  darstellen. 

Die  n*"  allgemeine  Kugelfunktion  enthält  2«  +  1  willkür- 
liche Konstanten,  welche  den  Oberflächenbedingungen  ent- 
sprechend zu  bestimmen  sind. 

11.  Eine  der  Hauptfragen  ist  nun  die:  läfst  sich  jede  Funktion  von 
&  und  %  /'(<&,  9)),  nach  Kugelfunjdionen  entwickeln,  so  dafs  es  also  mög- 
lich ist,  ein  Potential  aufzustellen,  welches  für  die  Kugeloberfläche  in 
f{^i  9)  übergeht?  Gewisse  Bedingungen,  welchen  /'(^,  (p)  zu  unterwerfen 
ist,  liegen  auf  der  Hand.  Da  jedem  Punkte  der  Kugelfläche  nur  ein 
/"(•Ö",  g))  entsprechen  soll,  so  müssen  -ö-  und  (p  in  f  nur  als  periodische 
Funktionen  auftreten;  denn  andernfalls  würden  den  Argumenten  &  -f*  2Ä:7r, 
fp  -{-  2ki7C  für  verschiedene  Je  und  kj^  verschiedene  Funktional  werte  ent- 
sprechen, während  sie  doch  demselben  Punkte  zugehören. 

Auch  bei  der  Vertauschung  von  &  und  g)  mit  —  &  und  9  -|-  «  darf 
keine  Änderung  eintreten;  f iir  «^  =  0  und  0  =  7«  (Nordpol  imd  Südpol, 
wenn  O  und  (p  als  geographische  Polardistanz  und  Länge  interpretiert 
werden)  mufs  die  Funktion  von  (p  unabhängig  sein. 

Dirichlet  bemühte  sich  nun  darzuthun,  dafs  jede  Funktion  der  be- 
schriebenen Art,  welche  aufserdem  in  keinem  Punkte  unendlich-  wird  and 
nicht  unendlich  viele  Maxima  und  Minima  besitzt,  stets  in  eine  nach  all- 
gemeinen Kugelfunktionen  fortschreitende,  konvergente  Reihe  entwickelbar 
ist.  Wir  glauben  auf  eine  Reproduktion  dieses  Beweises,  dem  immerhin 
noch  manche  Unsicherheiten  anhaften,  verzichten  zu  dürfen. 

Der  Dirichlet'sche  Beweis  findet  sich  in  der  Abhandlung:  Sur  les 
s6ries  dont  le  terme  g6neral  d6pend  des  deux  angles,  et  qui 
servent  ^  exprimer  des  fonctions  arbitraires  entre  des  limites 
donn6es,  Grelle,  B.  17;  femer  in  den  „Vorlesungen  über  die  im 
umgekehrten  Verhältnis  des  Quadrats  der  Entfernung  wirken- 
den Kräfte"  von  S.  G.  Lejeune-Dirichlet,  herausgegeben  von  Grube, 
p.  165  ff. 
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Fassen  wir  die  Resultate  der  letzten  Nununer  zusammen,  so  wird 

(32)  /•(*,  y)  =  2o  +  X,  +  Zj  +  X,  +  . . . 

ZU  setzen  sein,  wo  sich  X«  weiter  in  der  Form*) 

(33)  Xn  =  «0^0^"^  (<508  d)  +  [a,  cos  g)  -f-  fe^  sin  qi]  P^^^^  (cos  d) 

+  [flfg  cos  29)  +  &2  sin  29)]  Pg^"^  (cos  d) 

+  •••  +  [«»•  cos  «g)  +  ^n  sin  wg)]  P^^"^  (cos  ^) 
darstellt. 

Die  Konstanten  a  und  &,  welche  in  den  Xn  vorkommen,  können,  falls 
man  die  Beihe  bei  irgend  einem  Gliede  abbricht  —  Gauss  thut  dies  bei 
seiner  Berechnung  des  Erdmagnetismus  nach  dem  vierten  — ,  mittels  einer 
hinreichenden  Zahl  von  Beobachtungen  an  verschiedenen  Fimkten  aus 
linearen  Gleichungen  berechnet  werden.  Obgleich  dieses  Verfahren  schwer- 
fällig, mühsam  und  unsicher  ist,  wird  sich  doch  in  solchen  Fällen,  wo 
fip'i  9)  Q^^  ^^  einzelne  Funkte,  nicht  als  analytischer  Ausdruck  bekannt 
ist,  kaum  eine  wesentliche  Vereinfachung  anbringen  lassen. 

So  läfst  sich  das  Fotential  der  Erdattraktion  für  äufsere  Punkte 
aus  einer  genügenden  Zahl  von  Pendelbeobachtungen  bestimmen,  deren 
Resultate  man  nur  auf  eine  fiktive  Eugelfläche,  welche  die  Erde  im  Äqua- 
tor berührt,  zu  reduzieren  braucht. 

12.  Die  Entwicklung  eines  Potentials,  welches  auf  der  Kugelober- 
fläche in  f(d'^  q>)  übergeht,  läfst  sich  übrigens  auch  in  Gestalt  einer  Reihe 
von  Integralen  hinschreiben.  Denken  wir  uns  eine  Masse  auf  der  Kugel- 
fläche selbst  so  verteilt,  dafs  die  Dichtigkeit  an  jeder  Stelle 

a  —  f{e,  (p) 

ist,   wo   wir  also   für  den  Augenblick   mit  f  einen  ganz  anderen  Begriff 
verbinden,  wie  vorher,  so  gilt  das  Potential 


worm 


j 


^  «  yi  —  2r  cos  y  +  r^ 


ist  und  r  und  y  die  frühere  Bedeutung  haben.     Durch  Entwicklung  von 
—  nach  Kugelfunktionen  einer  Variabein  erhalten  wir 

OD 


(34)  7  =»   /  a  ^  r^'P^''^  (cos  y)  ds 


für  innere  Punkte  und 


0 


00 


(36)  V=^   j   G^  y~(«+l)p(«)  (cos  y)  ds 


0 

für  äufsere  Punkte. 


*)  Dafs  die  zugeordneten  Kugelfunktionen  teilweise  imaginär  sind,  hat  nichts 
zu  sagen,  da  dnrch  passende  Wahl  der  Koeffizienten  die  Entwicklung  reell  zu 
machen  ist. 
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Nun  ist  aber  nach  §  41,  (7) 

(-)  —  Ä  [^ + 1^] — i  [(4f  i  -  im  • 

wo  das  angefügte  -f-  und  —  bedeutet,  dafs  der  Differentialquotient  das 
eine  Mal  aus  der  Reihe  (35),  das  andere  Mal  aus  (34)  zu  entnehmen 
und  dafs  dann  r  ==  i  zu  setzen  ist.  Die  Differentialquotienten  der  konver- 
genten Reihen  (34)  und  (35)  sind  fCLr  f  <1,  resp.  r>  1  wieder  kon- 
vergent. Für  r  =  1  wird  die  Sache  zweifelhaft;  doch  ist  nach  einem 
funktionaltheoretischen  Satze  sicher,  dafs,  wenn  Konvergenz  für  r  «»  1 
stattfindet,  sich  die  Werte  der  Reihe  in  diesem  Falle  an  diejenigen  für 
r  <  1 ,  resp.  r  >  1  stetig  anschliefsen.  Den  umständlichen  Eonvergenz- 
beweis  för  unsere  Reihen,  falls  r  =  1  wird,  der  von  Dirichlet  gegeben 
wurde,  findet  man  in  den  schon  angeführten  Publikationen. 
Es  folgt  aus  (35)  und  (34) 

U 

also  nach  (36) 

(37)  0  =  -i-  /  <y  ^  (2«  +  1)  P(">  (cos  y)  ds . 

Wir  führen  jetzt  die  Darstellung  durch  Polarkoordinaten  vollständig 
aus,  wobei  wir  die  laufenden  Koordinaten  unter  dem  Integrral  mit  ^^  und 
q>i ,  diejenigen  des  Punktes,  für  welche  a  =  f{^y  q>)  gesucht  wird,  mit  9 
und  g>  bezeichnen.     Es  ist 

ds  =  sin  ^id&j^dg)^^ , 

cos  y  e=  cos  ^  cos  d^  +  siu  ^  sin  ^j  cos  (q>i  —  q>)  , 
also 

(38)  fi»,  v)-^^  fj  m ,  y.)  2  <2»'  + 1)  P^'^  («osy)  sin  *,  d»^  dy, 

0      0  0 

=  Zo  +  Xi  +  Zj  +  •  •  • , 
wenn 

(39)  Xn  =  ^^^  J  J  /■(*. ,  9>i)JP<">  (cos  y)  sin  »,d9^  dg>^ 

0      0 

gesetzt  wird. 

Um  darzuthun,  dafs  Xn  eine  Kugelfunktion  n^'  Ordnung  mit  zwei  Va- 
riabeln  ist,  genüge  hier  die  Bemerkung,  dafs  es  die  Gleichung  (13)  befriedigt. 
Um  dies  nachzuweisen,  braucht  man  die  Differentiationen  nach  ^  und  g>  nur 
unter  dem  Integralzeichen,  bei  P^"^  (cos  y),  auszuführen.    Setzt  man  dann 
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Alles  in  (13)  ein,  so  erhält  man,  weil  P^**)  (cos  y)  derselben  Gleichung 
genügt,  unter  den  Integralzeichen  den  Faktor  Null. 

Will  man  die  Integration  in  (38)  ausführen,  so  mufs  man  P^^^  (cos  y) 
mittels  (28)  nach  den  Kosinus  der  Vielfachen  von  (^^ — 9?),  dann  die  P/*^(a?,) 
nach  Potenzen  von  x^  entwickeln  und  die  Reihe  durch  Einführung  der 
Kosinus  der  Vielfachen  von  ^^  transformieren.  Die  einzelnen  Posten, 
welche  noch  mit  /*(<&],  9>|)  sin  <&i  zu  multiplizieren  sind,  lassen  eine  wei- 
tere Transformation  der  gleichen  Art  zu,  da  sich  /"(^d^i)  durch  perio- 
dische Funktionen  von  ^^i  und  tp^  darstellen  läfst.  Schliefslich  ist  die 
Integration  der  einzelnen  Glieder  auszuführen. 

Die  Entwicklung  (38)  zeigt,  wie  man  eine  beliebige  Funktion  f{^^  q>\ 
mit  bereits  erwähnten  Einschränkungen,  durch  eine  Reihe  von  Kugel- 
fonktionen  ausdrücken  kann.  Geben  wir  nun^  in  dieser  Entwicklung  dem 
Gliede  X»  den  Faktor  r*  oder  r""**~^j  so  erhalten  wir  eine  Reihe,  welche 
der  Differentialgleichung  (l)  Genüge  leistet.  Legen  wir  daher  jetzt 
fi^i  f)  wieder  seine  frühere  Bedeutung  bei,  so  dafs  es  die  Werte 
eines  Potentials  F  für  die  Kugeloberfläche  darstellt,  so  liefern, 
nachdem  die  Entwicklung  (38)  vorgenommen  worden  ist,  die 
Reihen 

I 

(40)  F  =  Xo  +  rZ.  +  r»:S,  +  •  • . 
und 

(41)  7  =  ^  +  ^  +  ^  +  - 

die  Werte  von  V  für  den  inneren,  resp.  den  äufseren  Kugelraum. 
Wir  beschliefsen  hiermit  die  Theorie  der  Kugelfunktionen. 

13.  Die  Theorie  der  Kugelfunktionen  löst  die  Aufgabe  vollständig: 
Ein  Potential  für  beliebige  Punkte,  welche  keine  Masse  ent- 
halten, zu  bestimmen,  wenn  seine  Werte  für  sämtliche  Punkte 
einer  Kugelfläche  bekannt  sind.  Es  liegt  nahe,  mit  Hilfe  anderer, 
analoger  Funktionen  die  gleiche  Aufgabe  für  andere  einfache  Flächen  zu 
lösen. 

Für  die  Kugel  gelangten  wir  in  der  Weise  zum  Ziele,  dafs  wir 
in  dem  Integral  (6)  der  Differentialgleichung  (l)  Polarkoordinaten 
einführten  und  dann  nach  einer  derselben,  r,  die  einer  Konstanten  gleich- 
gesetzt eine  Kugel  bestimmt,  entwickelten.  Führt  man  in  (6)  ellipti- 
sche Koordinaten  ein,  so  gelangt  man  in  analoger  Weise  zu  den  Lam6- 
schen  Funktionen,  welche  in  Bezug  auf  das  Ellipsoid  dieselbe  Rolle  spielen, 
wie  die  Kugelfonktionen  in  Bezug  auf  die  Kugel. 

Setzt  man 

0  sss  g^     X  =  r  cos  g) ,     3/  =  r  sin  9? , 

so  bestiumit 

r  =  Const. 

eine  Kreiscylinderfläche,  deren  Achse  die  ;e:-Achse  ist.    Die  Funktionen, 

^     Banaonberger,  analyfc.  Mechanik.   I.  20 
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zu  welchen  man  hiervon  ausgehend  gelangt,  heifsen  Cy  linder  Funktionen 
oder  BesseTsche  Funktionen. 

In  ähnlicher  Weise  gelangt  man  zu  den  von  Mehl  er  entwickelten 
Kegelfunktionen. 

Alle  diese  Funktionengattungen  sollen  hier  nicht  untersucht  werden, 
da  dies  einen  unverhältnismäfsigen  Baum  erfordern  würde. 

Bemerkt  möge  noch  werden,  dafs  für  zwei  Koordinaten  die  gewöhn- 
lichen trigonometrischen  Kreisfunktionen  in  Bezug  auf  den  Kreis  dieselbe 
Rolle  spielen,  wie  die  Kugelfunktionen  in  Bezug  auf  die  Kugel.  Die 
Entmcklung  einer  willkürlichen  Funktion  nach  Kreisfnnktionen  wird  uns 
an  späterer  Stelle  noch  eingehend  zu  beschäftigen  haben. 


§  48. 

Da«  logarithmisohe  Potential. 

1.  Wir  denken  uns  eine  Masse  in  gleichmäfsiger  Dichtigkeit  längs 
einer  beiderseits  ins  Unendliche  fortlaufenden  Geraden,  welche  die  jt- Achse 
sein  möge,  verteilt,  so  dafs  einem  endlichen  Stücke  dieser  Geraden  eine 
endliche  Masse  zukommt.  Es  leuchtet  ein,  dafs  von  dieser  linearen  Masse 
aus  auf  jeden  Punkt  x^  y^  e  die  gleiche  Attraktion  ausgeübt  wird  wie 
auf  den  Punkt  o;,  t/,  0;  es  genügt  daher,  die  Attraktion  der  Masse  auf 
Punkte,  welche  in  der  a:y-Ebene  liegen,  zu  untersuchen.  Eine  Kraft- 
wirkung in  der  Richtung  der  2'- Achse  findet  nicht  statt,  sondern  nur  eine 
solche  in  der  a:^-Ebene  nach  dem  Nullpunkte  zu.     Setzen  wir 


(1)  r=^Yx^-+y\ 

SO  ist  die  auf  ir,  ?/,  0  in  der  Richtung  des  wachsenden  r  ausgeübte  Kraft 


li  =  ff     /       -     i i      ;i_^._=—   ff     /         - 


QO  00 


worin  a  die  in  der  Längeneinheit  enthaltene  Masse  (die  Dichtigkeit)  be- 
zeichnet;  Yr^  +  ^'^  ^^t  wie  r  positiv.    Da 

/dz       z 

ist,  so  folgt 

(3)  It^-^l. 

Die  Newton'sche  Anziehung  der  mit  Masse  von  der  Dichtig- 
keit a  belegten  5;-Achse  auf  einen  Punkt  der  aJj^-Ebene  ist  also 
einer  von  dem  Nullpunkte,  in  dem  man  sich  die  Masse  2g  kon- 
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zentriert  denkt,  ausgehenden,  proportional  der  ersten  Potenz 
der  Entfernung  abnehmenden  Anziehung  gleich. 

2.  Ist  ein  unendlich  langer  Cy linder  mit  beliebigem  Durchschnitte 
f(x^  y)  =  0  vorgelegt,  dessen  erzeugende  Geraden  der  je:- Achse  parallel 
laufen  und  der  so  mit  Masse  angefüllt  ist,  dafs  in  Punkten,  welche  sich 
nur  durch  ihr  z  unterscheiden,  die  Dichtigkeit  c  die  gleiche  ist,  so  läfst 
sich  dessen  Attraktion  auf  einen  Punkt  der  a;^-Ebene  nach  dem  New- 
ton'sehen  Gesetze  durch  eine  Attraktion,  welche  mit  der  ersten  Potenz 
der  Entfernung  abninmit  und  von  der  in  jedem  Punkte  mit  der  Masse  2(7 
belegten  Fläche  f{x^  y)  ■=  0  in  der  a;y-Ebene  ausgeht,  ersetzen. 

Hierdurch  wird  man  veranlafst,  die  Eräftefunktion  mit  Masse  be- 
legter ebener  Figuren  zu  untersuchen,  welche  nach  dem  letztgenannten 
Gesetze  Punkte  derselben  Ebene  (der  xy-Wa^ne)  anziehen.  Bezeichnet  jetzt 
0  die  Dichtigkeit  der  Belegung  in  einem  Punkte  der  Fläche  S^  r  dessen 
Abstand  von  dem  angezogenen  Punkte  o;,  y,  so  ist   diese  Kräftefonktion 

(4)  Sl^=   I  a  log  rrfs, 

wo  die  Integration  über  die  Fläche  S  auszudehnen  ist.  Man  nennt  diese 
Kräftefunktion  das  logarithmische  Potential*)  der  Fläche  S.  Die 
Untersuchung  desselben  verdankt  man  hauptsächlich  C.  Neumann.  Aus- 
führliches darüber  findet  man  in  dessen:  Untersuchungen  über  das 
logarithmische  und  Newton'sche  Potential,  Leipzig  1877. 

Der  gegebenen  Herleitungsweise  entsprechend  untersucht  man  das 
logarithmische  Potential  nur  für  Punkte  derselben  Ebene. 

3.  Da 

^  log  r        X        d*  log  r r*  —  2«* 

bx  r* '  dx*  r* 

ist,  so  folgt,  wenn  r  ■=  0  ausgeschlossen  wird, 

(■'•)  '-W  +  '-^-'-o 

und  allgemein  für  einen  aufserhalb  der  Masse  gelegenen  Punkt 

W  d^  +  J^  —  ^^ 

so  dafs  Sl  hier  derselben  partiellen  Differentialgleichung  genügt,  wie  das 
Newton'sche  Potential   7. 

Es  verdient  bemerkt  zu  werden,  dafs  bei  Ausdehnung  der  Theorie 
auf  drei  Variable  diese  Analogie  aufhören  würde. 

Auch  die  Po  is  so  nasche  Gleichung  mufs  für  das  logarithmische  Po- 
tential ihre  Gültigkeit  behalten;   nur  ist  zu  beachten,  dal'9  nach  (3)  der 

*)  Das  gewöhnliche  Potential  wird  im  Gegensätze  hierzu  das  Newton 'sehe 
genannt. 

20* 
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Dichtigkeit  6  der  räumlichen  Masse  bei  der  Flächenbelegung  die  Dich- 
tigkeit 2ö  entspricht.  Daher  haben  wir  für  einen  Punkt  im  Innern  der 
anziehenden  Masse 

Ein  wichtiger  Unterschied  zwischen  dem  logarithmischen  und  New- 
ton'schen  Potential  ist  der,  dafs  ersteres  im  Unendlichen  unendlich  wird, 
während  letzteres  verschwindet. 

In  betreff  weiterer  Eigenschaften  des  logarithmischen  Potentials  möge 
auf  das  citierte  Werk  von  Neumann  verwiesen  sein.  Es  sei  nur  darauf 
aufmerksam  gemacht,  dafs  das  logarithmische  Potential  eines  Plächen- 
stücks,  resp.  einer  geschlossenen  Linie  nach  der  Einführung  auch  als  das 
Newton'sche  Potential  eines  Körpers,  jesp.  einer  geschlossenen  Fläche  be- 
trachtet werden  kann  und  dafs  dem  entsprechende  Relationen  statthaben. 

Wegen  der  Gleichung  (6)  steht  gerade  das  logarithmische  Potential 
in  enger  Beziehung  zu  funktionaltheoretischen  Untersuchungen,  auf  die 
jedoch  hier  noch  nicht  eingegangen  werden  soll. 


§  49. 

Die  AbbüdtUQg  durch  reoiproke  radii  veotores. 

1.  Es  sei  eine  Kugel  mit  dem  Mittelpunkte  O  und  dem  Badius  r 
vorgelegt.  Von  0  aus  sei  irgend  ein  Halbstrahl  gezogen  und  auf  dem- 
selben seien  zwei  Punkte  Ä  und  A^  derart  festgesetzt,  dafs 

(1)  OÄ  .  OAi  =  r^ 

wird;  der  eine  dieser  Punkte  liegt  innerhalb,  der  andere  aufserhalb  der 
Kugel,  wenn  nicht  beide  auf  der  Kugelfläche  zusammenfallen. 

Wir  wollen  nun  zwei  Punkte  Ä  und  A^  als  korrespondierend 
oder  zugeordnet  (konjugiert)  bezeichnen,  wenn  sie  auf  demselben 
durch  0  gehenden  Halbstrahle  liegen  und  der  Relation  (l)  Genüge  leisten. 
Auf  diese  Weise  ist  jedem  Punkte  des  Raumes  ein  anderer  eindeutig  zu- 
geordnet. Einem  aufserhalb  der  Kugel  gelegenen  Punkte  entspricht  ein 
innerer,  einem  inneren  ein  äufserer;  Punkte  auf  der  Kugeloberfläche  ent- 
sprechen sich  selbst. 

Man  nennt  diese  Beziehung  von  je  zwei  Punkten  des  Baumes  die 
Zuordnung  durch  reciproke  radii  vectores  oder  durch  sphärische 
Spiegelung:  dieselbe  ist  eine  durchaus  reciproke,  so  dafs  A  und  A^ 
vertauscht  werden  können*). 


*)  Diese  Zacrdoung  wurde  zuerst  von  W.  Thomson  in  der  Potentialtheorie 
zur  Anwendung  gebracht. 
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Irgend  ein  räumliches  Gebilde  kann  durch  sphärische  Spiegelung  in 
ein  anderes  transformiert  werden,  indem  man  jedem  Punkte  des  einen 
nach  dem  angegebenen  Gesetze  einen  korrespondierenden  zuweist. 

2.  Korrespondieren  die  Punkte  A  und  B  mit  A^  und  B^^  so  folgt 
aus  (1) 

OA  .  OA^  =  OB  .  OB^ 

oder 

^^^  OB        OA, 

Da  die  beiden  Dreiecke  AOB  und  B^OA^  aufserdem  den  Winkel  AOB 
gemeinsam  haben,  so  folgt  hieraus 

(3)  /\AOBcoB^OA^, 

also 

W  A,B,~  OBl        OA^ 

oder  auch 


,  V  AB    _  1  /  OA  .  OB 

^^^  Ä,B[  ~  V  OA,  .  OB,  * 

Nehmen  wir  drei  korrespondierende  Punktepaare  A  und  -4,,  B  und 
j&i,  C  und  Ci  an,  so  haben  wir  aufser  (5)  noch 


.  V  AC         -1  /  OA  .  OG  BC         -1  / 

^^^  A,C,'^  V  OÄ,  .  OC, '       B,C,  ~  V 


OB^  Oö^ 
OB,  .  OC, 


Lassen  wir  das  Dreieck  ABC  unendlich  klein  werden,  so  ist  das  gleiche 
mit  A^B^C^  der  Fall*);  wir  dürfen  dann 

OA^OBcc:-  OC,     OA^  =  OB^  =  OC^ 

setzen  und  erhalten  aus  (5)  und  (6) 

^^^  B,C,~  G,A,'^  A,B\  ~  OA, ' 

Korrespondierende  unendlich  kleine  Dreiecke  sind  daher 
einander  ähnlich;  ihre  Dimensionen  verhalten  sich  wie  ihre 
Abstände  vom  Nullpunkte. 

Wir  schliefsen  hieraus,  dafs  korrespondierende  Gebilde  in  den 
kleinsten  Teilen  ähnlich  sind.  Entsprechende  Winkel  sind  gleich, 
entsprechende,  von  demselben  Punkte  ausgehende  unendlich  kleine  Strecken 
sind  proportional.  Es  dürfte  unnötig  sein,  auf  den  Begriff  der  Ähnlichkeit 
in  den  kleinsten  Teilen  hier  weiter  einzugehen,  da  derselbe  dem  Leser 


*)  Wenn  nicht  gerade  Punkt  0  im  Dreieck  ABC  liegt. 
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aus  der  Theorie  der  konformen  Abbildung  mittels  Funktionen  einer  kom- 
plexen Variabein  hinreichend  bekannt  ist.  Wir  brauchen  kaum  zu  er- 
wähnen, dafs  die  Abbildung  durch  reciproke  radii  vectores  auf  die  Ebene 
beschränkt  in  die  Abbildung  mittels  der  Funktion 

X 

übergeht. 

Aus  der  Ähnlichkeit  in  den  kleinsten  Teilen  folgt  weiter,  dafs 
sich  unendlich  kleine  Flächen  und  Körper  beider  Systeme  wie 
die  Quadrate  und  Kuben  ihrer  Abstände  vom  Nullpunkte  ver- 
halten. 

3.  Denkt  man  sich  in  (4)  die  Punkte  A  und  Ä^  fest,  die  Punkte 
B  und  Bi  aber  variabel,  so  entspricht  wegen 

A  B 

einem  konstanten  AB  ein  konstantes  Verhältnis  \!t)  *  •     Nun  ist  aber 

AB  =  Const. 
die  Gleichung  einer  Kugel,  während 

eine  Fläche  darstellt,  deren  Punkte  B^  von  zwei  festen  Punkten  A^  und 
0  Abstände  haben,  die  in  konstantem  Verhältnis  stehen;  dies  ist  aber 
bekanntlich  auch  eine  Kugel. 

Durch  sphärische  Spiegelung  wird  also  jede  Kugel  wieder 
in  eine  Kugel  transformiert*). 

Geht  die  eine  Kugel  durch  den  Nullpunkt,  so  geht  ihr  Abbild  durch 
den  unendlich  fernen  Punkt;  es  ist  also  eine  Kugel  mit  unendlich  grofsem 
Badius,  d.  h.  eine  Ebene.  Im  speziellen  Falle  werden  also  auch  Kugeln 
als  Ebenen,  Ebenen  aber  inmier  als  Kugeln  oder  wieder  als  Ebenen  ab- 
gebildet. 

4.  Will  man  die  sphärische  Spiegelung  analytisch  verfolgen,  so 
bemerke  man,  dafs  den  Koordinaten  des  Punktes  A^  wenn  der  Mittel- 
punkt der  abbildenden  Kugel  zum  Nullpunkte  genommen  wird: 

a;  =  ^  sin  -ö"  cos  9) ,     y  =  ^  sin  ^  sin  9) ,     z  =  q  cos  -ö" 

die  Koordinaten 

Xy  =  Q^  sin  d'  cos  qp ,     Z/i  =  ^i  siii  O  sin  9) ,     ^1  ^  ^^  cos  -O* 


*)  Die  Mittelpunkte   zweier   entsprechenden  Kugeln    entsprechen    sich    im 
allgemeinen  nicht. 
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entsprechen,  wo 


QQi  =-  r^ 

ist. 

Hieraus  folgt 

^Q^ 

r*  sin  d"  C08  q>        r^x                 r^x 

'i                ff          °^  p«        x^  +  y'  +  z^ 

\^) 

i^l         x'  +  y*  +  «»  '         "1         x^  +  y*  +  z* 

m 

5«  Wir  wollen  zwei  Massenelemente  m  und  Wi  der  korrespon- 
dierenden Systeme  so  einander  zuordnen,  dals  wir  ihnen  korrespondierende 
Punkte  M  und  M^  als  Ort  zuweisen  und  aufserdem  zwischen  ihren  Massen 
die  Beziehung 


m  2     ***! 


^  ^  yoM        yoM, 

festsetzen,  in  der  c  eine  beliebige  Konstante  bedeutet. 

Ist  A  und  A^  ein  beliebiges  entsprechendes  Funktepaar,  so  folgt 
aus  (6) 

/  ^Q\  ^A        _        M^A^ 

^  YömToI     yo'M^ToAi 

und  durch  Division  von  (9)  durch  (10) 

(11)  iÄVöÄ^^^VöÄ. 

Da  -i^  .   und   ,-^-V-    die   Newto naschen   Potentiale    der    Massenele- 

mente  m  und  m^  in  Bezug  auf  die  Funkte  A  und  A^  sind,  so  ist  hier- 
durch für  die  Potentiale  korrespondierender  Massenelemente 
in  Bezug  auf  korrespondierende  Punkte  eine  einfache  Be- 
ziehung festgesetzt. 

Da  wir  die  Potentiale  V  und  F,  entsprechender  Massen  von  end- 
licher Ausdehnung  durch  Sununation  der  Potentiale  entsprechender  Massen- 
elemente erhalten,  so  folgt  aus  (11)  unmittelbar,  wenn  V  und  Tj  auf 
entsprechende  Punkte  A  bezogen  werden, 

(12)  Vy'ÖÄ  =  (?yyyÖA^. 

Dies  giebt  den  Satz: 

Ist  zwischen  entsprechenden  Massen  korrespondierender 
Systeme  die  Gleichung  (9)  festgesetzt,  so  sind  entsprechende 
Potentiale,  bezogen  auf  entsprechende  Funkte,  durch  die  Re- 
lation (12)  verbunden. 

Mittels  dieses  Satzes,  der  noch  manchen  Umgestaltungen  zugänglich 
ist,  läfst  sich  aus  jedem  gefundenen  Potentiale  ein  weiteres 
herleiten. 
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Genaueres   über  diesen  Gegenstand  findet  man  in   dem  im  vorigen 
Paragraphen  citierten  Werke  von  C.  Nenmann. 


Wir  schliefsen  mit  dieser  Untersuchung  die  Theorie  des  Potentials 
vorläufig  ab;  doch  werden  wir  dieselbe  in  der  Folge  wieder  aufzunehmen 
haben. 


■^mm^ 
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Beschleunigung  6,  17;  höherer  Ord- 
nung 8. 

Bessel  257;  BesseTsche  Funktionen 
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Djmamik  18. 

Einheiten  16. 

Ekliptik  59. 

Elemente  der  Planetenbahnen  59. 
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Berichtigiingen  und  Zusätze. 


Zusatz  EU  §  1,  2,  p.  8.  Die  hier  gegebene,  offc  benutzte  Definition  der  Ge- 
schwindigkeit ist  insofern  nicht  ganz  korrekt,  als  sie  die  Geschwindigkeit  als 
Längengröfse  erscheinen  läfst,  während  diese  der  Quotient  einer  Längengröfae 
und  einer  Zeitgröfse  ist.  Indessen  dQrften  die  Erörterungen  in  §  8,  12  alle 
Zweifel  hierüber  beseitigen. 

P.  105  u.  107  lies  in  den  Überschriften  §  14  statt  §  1. 

Zusatz  zu  §  21,  p.  182 ff.:  Das  d'Alembert'sche  Prinzip  kann  auch  auf 
den  Fall  ausgedehnt  werden,  dafs  die  ßedingnngsgleichungen  die  Zeit  explizite 
enthalten.  Die  virtuellen  Verrückungen  sind  dann,  p.  188  Anm.  entsprechend, 
unter  Festhaltung  eines  bestimmten  t  zu  bilden;  um  die  Beziehungen  zwischen 
ihren  Werten  zu  finden,  sind  die  Bedingungsgleichungen  nur  nach  den  Koordi- 
naten ,  nicht  nach  der  Zeit  zu  differentiieren.  Vgl.  hiermit  die  Resultate  in  §  14. 
Auf  eine  weitere  Behandlung  des  Gegenstandes,  der  noch  gründlicher  Unter- 
suchung bedürftig  ist,  soll  hier  nicht  eingegangen  werden. 

Zusatz  zu  §  48,  p.  270 ff.:  An  die  Resultate  dieses  und  der  vorhergehenden 
Paragraphen  kann  leicht  eine  Untersuchung  des  Verhaltens  der  zweiten  Dif- 
ferentialquotienten eines  Potentials  V  räumlicher  Massen  an  der  Grenzfläche 
der  letzteren  angeschloBsen  werden.    Wir  haben 

d- 
dV         d      I    cdt         I  r    , 

dt 


d      1   cdt         1 

'J  -  -J ' 


dx       dx  f       r  /        ex 

oder,  da  r  eine  Funktion  von  x  —  |  ist,  während  c  von  x  nicht  abhängt, 

dV 


f  '-^ "  -  -f 


dx 
Durch  Anwendung  von  §  48,  (4)  wird  hieraus 


|?_yico.(n,«)d.+yi; 


—  ö^  »T  . 

<7S 


Der  Differentialqnotient  von  V  nach  x  kann  also  als  die  Summe 
zweier  Potentiale  betrachtet  werden,  von  denen  das  eine  von  einer 
Masse  herrührt,  welche  die  Oberfläche  des  bisher  betrachteten  mas- 
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Benerfüllten  Baumes  mit  der  Dichtigkeit  <t  cos  (n,  o;)  bedeckt,  wäh- 

rend   das    zweite   einer   räumlichen   Masse   mit  der  Dichtigkeit   ^ 

entspricht. 

Da  nun  die  ersten  Differentialquotienten  des  Potentials  räumlicher  Massen 
an  der  Grenzfläche  stetig  sind,  die  eines  Flächenpotentials  aber  nicht,  so 
brauchen  wir,  um  die  Stetigkeitssprünge  von 

a»F     a«F     g«r 

dx**   dxdy'*   dxdz 

an  der  Grenzfläche  zu  ermitteln,  nur  diejenigen  von 

ü 


f 


cos  (n,  x)  ds 

T 


ins  Auge  zu  fassen.  Nach  §  41,  3  führt  der  nach  der  Bichtung  der  inneren 
Normalen  genommene  Differentialquotient  dieses  Flächenpotentials  beim  Über- 
gang von  der  inneren  nach  der  äufseren  Seite  einen  Sprung  um 

—  4«<f  cos  (n,  x) 

aus.  Durch  Projektion  dieses  Sprunges  auf  die  Koordinatenachsen  erhalten  wir 
die  StetigkeitssprüDge  der  zweiten  Differentialqnotienten  von  F.  So  haben  wir 
als  StetigkeitsspruDg 

dx' 


von  r^^^  i      —  4ä<f  co.s*(n,  x) , 


von  ;c—  ,     :  —  4w0  cos  (w,  x)  cos  (n,  y) 

u.  8.  w. 
Ebenso  können  wir  die  Gleichimgen 

u---rz — r  'S     Q  -  =  —  ^^^  <5os  («,,  x) 
ön^dx       on^cx  ^  »»    ' 

u.  s.  w. 
aufstellen. 

Zusatz  zu  §  45,  p.  280.  Eingehende  und  strenge  Untersuchungen  über  den 
vorliegenden  Gegenstand  giebt  C.  Neumann  in  dem  Werke:  Untersuchungen 
über  das  logarithmische  und  Newton^sche  Potential. 


LEHRBUCH 


DER 


ANALYTISCHEN  MECHANIK 


VON 


Dr.  OTTO  RAUSENBEBOER. 


ZWEITER  BAND. 


MECHANIK  DER  ZUSAMMENHÄNGENDEN  KÖRPEB. 


MIT  FiaCBEN  DI  TBXT. 


LEIPZIG, 

DRUCK  UND  VERLAG  VON  II.  G.  TBUBNEB. 

1888.   - 


Vorwort. 


Der  zweite  Band  dieses  Lehrbuchs  behandelt  Gebiete,  die  in  neuester 
Zeit  einen  aufserordentlichen  Umfang  angenommen  haben.  Gerade  hier 
erschien  es  notwendig,  das  Wichtigste  und  Charakteristischste  auszuwählen, 
um  dem  Leser  überhaupt  ein  erfolgreiches  Studium  zu  ermöglichen  und 
ihn  nicht  durch  eine  erdrückende  Stofifmasse  abzuschrecken.  Es  konnte 
fraglich  erscheinen,  ob  die  drei  letzten  Abschnitte,  bei  denen  der  physi- 
kalische Charakter  mehr  als  bei  den  fünf  ersten  hervortritt,  überhaupt 
in  das  Lehrbuch  der  analytischen  Mechanik  aufzunehmen  seien.  Allein 
der  Zusammenhang  der  hier  behandelten  Gegenstände  mit  dem  Lihalte 
der  vorhergehenden  Abschnitte  ist  doch  ein  sehr  inniger.  Andererseits 
fehlt  es  an  einem  Werke,  welches  die  Gesamtheit  dieser  Gebiete  in  einer 
Form  vorführt,  die  auch  einem  ersten  Studium  keine  zu  grofsen  Schwierig- 
keiten entgegensetzt;  Kirchhoffs  Mechanik  bietet  hierfür  ein  zu  aus- 
gedehntes Material,  während  die  Grundlagen  nicht  in  einer  für  den  An- 
fänger verständlichen  Weise  erörtert  werden.  Clebsch,  Theorie  der 
Elastizität  fester  Körper,  Fr.  Neumann,  Vorlesungen  ü^er 
mathematische  Physik  und  andere  Werke  behandeln  nur  einzelne 
Disziplinen.  Selbstverständlich  wurden  die  genannten  Werke  neben  zahl- 
reichen anderen  und  Originalabhandlungen  vielfach  benutzt.  Litteratur- 
angaben  wurden  nur  in  mäfsigem  Umfange  gemacht;  Beichhaltigeres  in 
dieser  Beziehung  findet  man  in  den  angeführten  Werken,  in  SchelTs 
Mechanik  (besonders  für  den  fünften  Abschnitt),  in  Auerbach's:  Die 
theoretische  Hydrodynamik  u.  a.  a.  0.  Des  Verfassers  Absicht  ist 
erfüllt,  wenn  das  Lehrbuch  den  Studierenden  der  Mathematik  zur  ein- 
gehenden Beschäftigung  mit  der  Mechanik  und  theoretischen  Physik  den 
Weg  ebnet. 

Frankfurt  a.  M.,  im  August  1888. 
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Fünfter  Abschnitt. 
Mechanik  der  nnelastiscb  festen  (starren)  Körper. 

§  50. 
Einleitung. 

1.  Im  Früheren  beschäftigten  wir  nns  lediglich  mit  der  Buhe  und 
der  Bewegung  materieller  Punkte.  Freilich  mufsten  wir  in  der  Potential- 
theorie auf  die  Attraktion  zusammenhängender  Körper  eingehen;  doch. 
handelte  es  sich  auch  hier  nur  um  die  Wirkung,  welche  dieselben  auf 
einzelne  Punkte  ausüben.  Von  jetzt  ab  haben  wir  die  Buhe  und  Be- 
wegung zusammenhängender  Körper,  wie  sie  uns  die  Anschauung 
überall  darbietet,  zu  untersuchen.  Eben  weil  die  Anschauung  uns  immer 
nur  zusammenhängende  Körper,  nirgends  aber  die  durch  Abstraktion  ge- 
wonnenen materiellen  Punkte  zeigt,  ist  es  ganz  natürlich,  dafs  gerade 
die  Mechanik  —  wenigstens  die  einfachere  Statik  —  solcher  Körper 
zuerst  in  Angriff  genommen  und  dafs  bereits  im  Altertum  Untersuchungen 
von  bleibendem  Werte  über  sie  geliefert  wurden. 

Die  moderne  Naturwissenschaft  neigt  der  Hypothese  zu  —  Gründe 
für  und  gegen  dieselbe  sollen  hier  nicht  beigebracht  werden  — ,  dafs 
sämtliche  Körper  aus  einer  sehr  grofsen  Anzahl  nicht  weiter  zu  zer- 
legender Atome  zusammengesetzt  sind.  Nach  des  Verfassers  Ansicht  ist 
diese  Hypothese  nur  unter  der  Annahme,  dafs  die  Atome  wirkliche  mate- 
rielle Punkte,  also  ausdehnungslose  Sitze  der  Kraft  sind,  logisch  und 
widerspruchsfrei  durchzuführen.  Hiemach  wären  sämtliche  Körper  nur 
Aggregate  materieller  Punkte,  könnten  also  einfach  nach  den  Methoden 
des  ersten  Abschnittes  untersucht  werden.  Indessen  ist  die  Atomtheorie 
noch  keineswegs  zu  der  Ausbildung  gelangt,  dafs  sie  den  folgenden  Bech- 
nungen  zu  Grunde  gelegt  werden  könnte.  Auch  über  die  Kräfte,  welche 
die  Atome  bewegen,  ist  man  durchaus  nicht  im  Klaren.  Aber  selbst  wenn 
dies  der  Fall  wäre,  so  würden  doch  unsere  analytischen  Hilfsmittel  zu 
einer  genauen  Behandlung  der  hieraus  resultierenden  mechanischen  Pro- 
bleme nicht  ausreichen.  Unter  diesen  Umständen  bleibt  nichts 
Anderes  übrig,  als  die  Mechanik  der  zusammenhängenden  Kör- 
per auf  rein  empirische,  nur  näherungsweise  richtige  Annah- 
men zu  basieren.    Um  Mi fs Verständnissen,  wie  sie  mitunter  vorkommen, 
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vorzubeugen,  sei  also  ausdrücklich  betont,  dafs  in  der  Folge  über  die 
innere  Natur  der  Körper  gar'  nichts  ausgesagt  wird;  die  Betrachtung  ist 
eine  ganz  äufserliche.  Hiermit  ist  jedoch  nicht  ausgeschlossen,  dafs  die 
folgenden  Untersuchungen  auch  für  eine  tiefergehende  Naturbetrachtung 
wichtige  Hilfsmittel  liefern. 

2.  Wir  behandeln  zunächst  die  unelastisch  festen  oder  starren 
Körper;  dieselben  sind  durch  die  Un Veränderlichkeit  der  gegenseitigen 
Lage  ihrer  Teile  charakterisiert.  Mathematisch  kann  man  diese  Eigen- 
schaft dadurch  fixieren,  dafs  man  die  Entfernung  je  zweier  beliebigen  Punkte 
des  Körpers  als  konstant  festsetzt.  In  der  Natur  tritt  kein  Körper  auf, 
der  diese  Bedingung  streng  befriedigt,  sehr  viele  jedoch,  die  ihr  recht 
nahe  kommen.  Für  die  unbefangene  Betrachtung  liegt  der  Begriff  des 
unelastisch  festen  Körpers  so  nahe,  dafs  die  ersten  mechanischen  Unter- 
suchungen an  ihn  anknüpfen  und  dafs  ein  fortgeschritteneres  Abstraktions- 
vermögen dazu  gehört,  diesen  Begriff  als  einen  nichts  weniger  als  einfachen 
zu  erkennen.  Dieselben  Betrachtungen,  wie  wir  sie  zu  Eingang  des  zweiten 
Abschnittes  anstellten,  überzeugen  uns  davon,  dafs  wir  es  in  der  Mechanik 
der  unelastisch  festen  Körper  nur  mit  Näherungsmethoden  zu  thun  haben, 
denen  äufserst  komplizierte  wirkliche  Verhältnisse  gegenüberstehen. 

Wir  behandeln  zunächst  die  Bewegung  des  festen  Körpers  rein 
mathematisch.  Diese  kinematischen  Untersuchungen  bilden  dann 
die  Grundlage  der  späteren  eigentlich  mechanischen. 


§  51. 
Synthetische  Behandlnng  der  Kinematik  eines  starren  Systems. 

!•  Wir  wollen  bei  den  folgenden  rein  mathematischen  Unter- 
suchungen an  Stelle  des  analytisch  festen  Körpers  den  allgemeineren  geo- 
metrischen Begriff  eines  starren  räumlichen  Systems  setzen.  Es  ist 
darunter  der  Inbegriff  sämtlicher  Punkte  des  Raumes,  denen  eine  feste 
gegenseitige  Lage  «ugeschrieben  wird,  zu  verstehen;  das  System  bleibt 
bei  allen  Ortsveränderungen  sich  selbst  kongruent.  Daneben  betrachten 
wir  Systeme,  welche  einen  Teil  der  räumlichen  ausmachen,  insbesondere 
das  starre  ebene  System,  welches  die  fest  verbundenen  Punkte  einer 
Ebene  umfafst.  Zunächst  legen  wir  uns  die  Frage  vor:  in  welcher 
Weise  kann  ein  räumliches  System  oder  ein  ihm  angehöriges 
Gebilde  aus  einer  Lage  in  eine  vorgeschriebene  andere  über- 
geführt werden?  Die  Zeit  spielt  hierbei  keine  Bolle,  das  Problem  ist 
rein  geometrisch.  Dann  werden  wir  die  Bewegung  der  Systeme  mit 
Bücksicht  auf  die  Zeit  zu  untersuchen  haben.  * 

2.  Es  möge  ein  ebenes  System  in  seiner  Ebene  aus  einer  vorge- 
schriebenen Anfangslage  in  eine  vorgeschriebene  Endlage  übergeführt 
werden.  Dabei  ist  zu  bemerken,  dafs  es  nicht  immer  möglich  ist,  ein 
ebenes  System  mit  einem  ihm  kongruenten,  in  derselben  Ebene  gelegenen, 
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durch  Verschieben  zum  Zusammenfallen  zu  bringen;  die  einfachste 
Überlegung  zeigt,  dafs  dann  vorher  ein  Umklappen  des  einen  Systems 
vorgenommen  werden  mufs,  um  hierauf  durch  Verschieben  zum  Ziele  zu 
gelangen.  Wir  schliefsen  diesen  Fall  aus  und  nehmen  an,  dafs  die  End- 
lage dem  entsprechend  gewählt  sei. 

Bewegt  sich  ein  ebenes  System  so,  dafs  seine  sämtlichen  Punkte 
parallele  Geraden  beschreiben  (was  offenbar  möglich  ist),  so  nennen  wir 
diese  Bewegung  eine  Translation  oder  Parallel  Verschiebung.  Wird 
ein  Punkt  des  Systems  festgehalten,  so  heifst  die  noch  mögliche  Be- 
wegung eine  Drehung  oder  Rotation  um  diesen  Punkt.  Jedes  ebene 
System  kann  mittels  einer  Translation  und  einer  Drehung  aus  einer  ge- 
gebenen Anfangslage  in  jede  der  angegebenen  Bedingung  entsprechende 
Endlage  übergeführt  werden.  Man  braucht  nur  mittels  der  Translation 
einen  beliebigen  Punkt  des  Systems  an  die  ihm  zugewiesene  Stelle  zu 
rücken  und  dann  zu  drehen,  bis  die  richtige  Lage  erreicht  ist.  Zugleich 
erhellt,  dafs  die  Lage  eines  ebenen  Systems  durch  drei  Angaben  fixiert  ist. 
Denn  die  Lage  eines  Punktes  in  der  Ebene  ist  durch  zwei  Angaben  bestimmt, 
während  die  Drehung  durch  eine  weitere  Angabe  determiniert  wird. 

3*  Die  gegebene  Zusammensetzung  einer  Verrückung  des  ebenen 
Systems  in  eine  vorgeschriebene  Lage  ist  nicht  die  einfachste;  vielmehr 
kann  das  System  immer  durch  eine  Drehung 
oder  eine  Translation  allein  in  jede  Lage 
gebracht  werden.  Dabei  kann  die  Trans- 
lation als  eine  Drehung  um  den  unendlich 
fernen  Punkt,  in  welchen  die  zur  Ver- 
schiebungsrichtung senkrechten  Geraden  zu- 
sammenlaufen, aufgefafst  werden,  so  dafs 
jede  Verrückung  als  eine  Drehung 
um  einen  festbestimmten  Punkt  an- 
gesehen werden  kann. 

Um  dies  nachzuweisen,  bezeichnen  wir 
das  ebene  System  in  seiner  Anfangslage 
mit  2J,  in  seiner  Endlage  mit  2^  und  un- 
terscheiden die  entsprechenden  Elemente  in 
analoger  Weise.  Irgend  einer  Geraden  a 
in  £  entspricht  eine  Gerade  a^  in  Z^ 
(Fig.  1);  beide  Geraden  haben  einen  Punkt 
gemeinsam,  welcher  als  Ä  und  B^  bezeich- 
net werden  soll,  insofern  er  als  zu  £  oder  -S^  gehörig  betrachtet  wird.  Dem 
Punkte  A  von  2  mufs  in  H^  ein  auf  a^  gelegener  Punkt  -4, ,  dem  Punkte 
J5i  von  2Jj  ein  auf  a  gelegener  Punkt  B  in  £  entsprechen,  wobei  in- 
folge der  Kongruenz  von  £  und  2?^,  AB  ^=^  AiBi  ist.  Die  Drehung, 
welche  2  in  .Sj  Überführen  soll,  mufs  um  einen  Punkt  geschehen,  welcher 
von  -^1,  A  oder  Pj  und  B  gleichweit  entfernt  ist.  Es  existiert,  wenn 
nicht  a  und  a^   parallel  sind,   immer  ein  und   nur  ein  solcher  Punkt  0; 
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man  erhält  ihn  als  Bchnittpunkt  der  Senkrechten,  welche  in  den  Mitten 
von  AB  und  Ä^B^  auf  diesen  Geraden  errichtet  sind.  Dafs  dann  wirk- 
lich eine  Drehung  um  0  Z  m  2^  überführt,  ist  unmittelbar  ersichtlich. 
Sind  a  und  a^  parallel,  so  rückt  Punkt  A  ins  Unendliche;  eine  Trans- 
lation bringt  dann  die  Punkte  von  n  mit  den  entsprechenden  von  flj  zur 
Deckung. 

4,  Auch  bei  einem  räumlichen  Systeme  sprechen  wir  von  einer 
Translation,  wenn  es  derart  verschoben  wird,  dafs  seine  Punkte  paral- 
lele Geraden  beschreiben;  eine  Drehung  oder  Rotation  führt  es  aus, 
wenn  bei  seiner  Bewegung  die  Punkte  einer  seiner  Geraden,  der  Drehungs- 
oder Rotationsachse,  ihre  Lage  nicht  ändern.  Will  man  das  System 
in  eine  beliebige  Lage  bringen,  so  kann  man  zuerst  einen  seiner  Punkte 
durch  eine  Translation  an  den  vorgeschriebencD  Ort  versetzen.  Eine  be- 
liebige durch  diesen  Punkt  gehende  Gerade  gelangt  in  ihre  Endlage 
durch  eine  Rotation  um  eine  Achse,  welche  in  dem  festen  Punkte  auf 
der  durch  die  Anfangs-  und  Endlage  der  Geraden  bestimmten  Ebene 
senkrecht  steht.  Um  diese  Gerade  in  ihrer  Endlage  ist  noch  eine  weitere 
Rotation  möglich,  welche  endlich  das  System  in  die  vorgeschriebene  Lage 
bringt.  Es  ergiebt  sich  hierbei,  dafs  die  Lage  eines  räumlichen  Systems 
durch  sechs  Angaben  bestimmt  ist.  Drei  Angaben  genügen  nämlich  zur 
Festlegung  eines  Punktes,  zwei  weitere  zur  Festlegung  einer  durch  diesen 
gehenden  Geraden  —  die  Lage  derselben  ist  z.  B.  durch  die  Richtungs- 
winkel, welche  sie  mit  zwei  festen  Geraden  bildet,  vollkommen  bestimmt  — , 
eine  letzte  zur  Bestimmung  der  GrÖfse  der  letzten  Drehung. 

5.  Die  gegebene  Zusammensetzung  der  Verschiebung  kann  dadurch  ver- 
einfacht werden,  dal's  man  die  beiden  Rotationen  durch  eine  einzige 
ersetzt,  was  immer  auf  eine  einzige  Art  möglich  ist.  Wir  gelangen 
zu  diesem  Resultate  durch  eine  Betrachtung,  welche  der  Darstellung  einer 
Bewegung  in  einer  Ebene  als  Drehung  streng  analog  ist*).  *b'  und  Äj  mögen 
das  System  in  seiner  Anfangs-  und  Endlage  bezeichnen ;  der  Punkt  0  sei  beiden 
entsprechend  geraein  (was  durch  die  Translation  erzielt  sein  möge).  Ist  a 
eine  Ebene  von  6*,  a^  die  entsprechende  von  6\,  so  müssen  sich  «  und  a, 
in  einer  Geraden  schneiden,  welche  als  a  oder  h^  bezeichnet  werde,  je 
nachdem  sie  zu  S  oder  S^  gerechnet  wird;  a  entspreche  in  «S\  die  Gerade 
^1,  &j  in  S  die  Gerade  h.  Nehmen  wir  nun  an,  dafs  o  und  daher  auch 
a^  durch  den  Punkt  0  gelegt  ist,  so  gehen  auch  a  oder  ftj,  a^  und  b 
durch    diesen   Punkt.     Die   Winkel   (ah^   und  («!&,)  müssen   gleich   sein. 


*)  Dem  ebenen  Systeme,  dem  Inbegriff  aller  Punkte  und  Geraden,  welche 
in  derselben  Ebene  gelegen  sind,  steht  der  Strahlenhiindel,  der  Inbegriff 
aller  Geraden  und  Ebenen,  welche  durch  denselben  Punkt  (Mittelpunkt) 
gehen,  dualistisch  gegenüber.  Der  Bewegung  eines  starren  ebenen  Systems  in 
seiner  Ebene  entspricht  also  die  Bewegung  eines  starren  Strahlenbündels  unter 
Festhaltung  seines  Mittelpunktes.  Man  kann  übrigens  auch  den  Strahlenhündel 
auf  eine  mit  ihm  konzentrische  Eugelfläche  projizieren  und  die  Bewegung  eines 
starren  sphärischen  Gebildes  auf  der  Kngelfläche  untersncben. 
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Halbiert  man  diese  Winkel  und  errichtet  in  den  Halbierungslinien  auf 
den  Ebenen  der  Winkel .  senkrechte  Ebenen,  so  schneide^  sich  diese  in 
einer  Geraden,   welche  offenbar  als  Drehungsachse   benutzt  werden  kann. 

Die  Translation  und  die  eine  Botation,  auf  welche  sich  hiemach 
jede  Bewegung  des  räumlichen  Systems  zurtlckftlhren  läfst,  können  im 
allgemeinen  nicht  durch  eine  einzige  dieser  Bewegungsarten  ersetzt  werden. 
Die  Translation  darf  übrigens  als  eine  Drehung  um  eine  unendlich  ferne 
Gerade  betrachtet  werden. 

6«  Die  beiden  kombinierten  Bewegungen  sind  keineswegs  voll- 
ständig bestimmt,  wie  schon  daraus  ersichtlich  ist,  dals  man  einen  be- 
liebigen Punkt  A  an  seinen  bestimmten  Ort  ^Ij  durch  Translation  führen 
kann,  um  dann  die  Drehung  vorzunehmen.  Ersetzt  man  A  durch  einen 
andern  Punkt,  der  nicht  auf  der  früheren  Drehungsachse  liegt,  so  werden 
die  Translation  und  die  Rotation  andere.  Wir  wollen  nun  zeigen,  dafs 
jener  Punkt  so  gewählt  werden  kann,  dafs  die  Rotationsachse 
in  die  Richtung  der  translatorischen  Bewegung  fällt. 

Zu  diesem  Zwecke  gehen  wir  wieder  davon  aus,  dafs  der  beliebige 
Punkt  A  durch  eine  Translation  in  die  Lage  A^  versetzt  worden  sei  und 
dafs  alsdann  eine  Rotation  um  die  Achse  a,  stattgefunden  habe,  welche 
durch  A^  geht.  Wir  denken  uns  nun  eine  Ebene  «j  senkrecht  zu  a^ 
gelegt.  Diese  Ebene  gelangte  durch  die  Translation  aus  der  Anfangs- 
lage a  immer  parallel  mit  sich  selbst  in  die -Lage  a^,  worauf  sie  dann 
in  sich  selbst  gedreht  wurde.  Dasselbe  Resultat  kann  aber  auch  folgender- 
malsen  erzielt  werden.  Man  verschiebt  die  Ebene  er  in  der  Richtung 
ihrer  Normalen,  bis  sie  in  die  durch  die  Ebene  a^  markierte  Lage  ge- 
langt, natürlich  von  der  Lage  ihrer  einzelnen  Elemente  abgesehen.  Dann 
kann  nach»  dem  Früheren  das  ebene  System  a^  durch  eine  Drehung  in 
jede  ihm  zugängliche  Lage  (in  derselben  Ebene),  also  auch  in  die  Lage, 
in  welche  es  bei  dem  vorigen  Verfahren  gelangte,  versetzt  werden. 
Möglicherweise  geht  diese  Rotation  in  eine  zweite  Translation  über, 
welche  dann  —  wie  unmittelbar  zu  sehen  —  mit  der  ersten  zu  einer  ein- 
zigen Translation  vereinigt  werden  kann. 

Jede  Ortsänderung  eines  räumlichen  Systems  kann  also 
durch  eine  Translation,  verbunden  mit  einer  Rotation  um  eine 
Achse,  welche  in  die  Translationsrichtung  fällt,  erzielt  werden. 
Im  speziellen  Falle  kann  die  Translation  oder  die  Rotation  in  Wegfall 
kommen. 

Man  bezeichnet  eine  translatorische  Bewegung,  verbunden  mit  einer 
dazu  senkrechten  Drehung,  als  Schraubenbewegung,  Jede  Orts- 
änderung eines  räumlichen  Systems  kann  also  durch  eine 
Schrauhenhewegung  hervorgebracht  werden. 

7.  Während  wir  bisher  unser  Augenmerk  nur  daraufrichteten,  durch 
welche  Translationen  und  Rotationen  eine  Endlage  erreicht  werden  kann, 
ohne  auf  den  Verlauf  der  Bewegung  selbst  weiter  einzugehen,  wollen  wir 
jetzt   die  letztere  ins  Auge  fassen.    Zu  diesem  Zwecke  zerlegen  wir  jede 
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Bewegung  in  unendlich  kleine  Teile.  Jede  unendlich  kleine  Bewegung 
eines  Punktes  kann  als  geradlinig  angesehen  werden;  da  dies  auch  für 
die  Verschiebungen  der  Punkte  gilt,  welche  durch  eine  Rotation  oder 
Translation  oder  deren  Vereinigung  hervorgebracht  werden,  so  kann  man 
eine  unendlich  kleine  Bewegung  durch  eine  Schraubenbewegung  ersetzt 
denken,  welche  das  System  aus  einer  Anfangslage  in  eine  unendlich  be- 
nachbarte Endlage  überführt;  im  Falle  eines  ebenen  Systems  wird  hieraus 
eine  Rotation,  welche  auch  in  eine  Translation  übergehen  kann. 

8.  Den  Verlauf  der  gesamten  Bewegung  untersuchen  ¥rir  zunächst 
für  das  ebene  System,  das  sich  in  seiner  Ebene  bewegt,  weiter.  In 
jedem  Zeitteilchen  findet  eine  unendlich  kleine  Drehung,  jedoch  im  all- 
gemeinen jedesmal  um  einen  anderen  Mittelpunkt  statt.  Sämtliche  momen- 
tanen Drehungszentren  bilden,  als  Punkte  der  unbeweglichen  Ebene 
aufgefafst,  eine  zusammenhängende  Kurve. 

Man  sagt  von  einer  Kurve,  dafs  sie  auf  einer  anderen  rolle,  wenn 
sie  in  jedem  Augenblicke  die  letztere  berührt  und  die  Kurvenbogen  beider, 

welche  zwischen  irgend  zweien 
der  Berührungspunkte  liegen, 
gleich  sind.     Wird  die  erste 
Bedingung    (der    jeweiligen 
Berührung)  erfüllt,  die  zweite 
aber  nicht,  so  wird  die  Bewe- 
gung als  Gleiten  bezeichnet. 
Bei  dem  Bollen  fin- 
det   in    jedem    Momente 
eine  Drehung  der  rollen- 
den   Kurve    um  .  den    Be- 
rührungspunktstatt. Um 
dies  einzusehen,  braucht  man 
sich  nur  die  beiden  Kurven 
'^v  ^   durch  gebrochene  Linien  er- 
setzt   zu    denken    (Fig.    2), 
welche   aus  jeweilig   gleichen   geradlinigen  Teilen  bestehen.     Das  Rollen 
setzt  sich   dann   aus  einer  Reihe  von  Drehungen  um  die  Eckpunkte  der 
gebrochenen  Linien  zusammen. 

Dieses  Ergebnis  führt  uns  zu  folgender  Auffassung  der  allgemeinsten 
Bewegung  eines  starren  ebenen  Systems  in  seiner  Ebene.  Wir  denken 
uns  sowohl  in  der  unbeweglichen  Ebene  als  auch  in  dem  beweg- 
lichen ebenen  Systeme  die  Kurven  konstruiert,  welche  von  der  Ge- 
samtheit der  momentanen  Drehungszentren  gebildet  werden,  indem  wir 
letztere  das  eine  Mal  als  Punkte  der  festen  Ebene,  das  andere  Mal  als 
Punkte  des  bewegten  Systems  auffassen''^).     Lassen  wir  nun  die  zweite 


BiB. 


U 


D 


Ä 


*)  Ein  Teil  der  beiden  Kurven  kann  ins  Unendliche  follen;  ein  Teil  der  Be- 
wegung ist  dann  eine  Translation. 
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Kurve  auf  der  ersten  rollen,  so  wird  eben  die  zu  Grunde  gelegte  Be- 
wegung erzeugt.     Also: 

Die  allgemeinste  Bewegung  eines  ebenen  Systems  in  seiner 
Ebene  kann  dadurch  erzeugt  werden,  dafs  man  eine  beliebig 
vorgezeichnete  Kurve  des  Systems  auf  einer  ebenso  beliebigen 
Kurve  der  unbeweglichen  Ebene  rollen  läfst. 

9.  Die  Bewegung  eines  räumlichen  Systems,  von  dem  ein  Punkt 
festliegt,  läfst  eine  ganz  analoge  Betrachtung  zu.  In  jedem  Momente 
lindet  eine  Drehung  um  eine  Momentanachse  statt,  die  natürlich  durch 
den  festen  Punkt  geht.  Die  Gesamtheit  der  Momentanachsen  bildet  eine 
Kegelfläche.  Sagt  man,  dafs  eine  Kegelfläche  auf  einer  anderen  rollt, 
wenn  sie  sie  fortwährend  in  einer  Geraden  berührt  und  der  Winkelabstand 
(gemessen  auf  der  abgewickelten  Kegelfiäche)  zwischen  je  zwei  entsprechen- 
den Berührungsgeraden  bei  beiden  Kegelflächen  derselbe  ist,  so  läfst  sich 
der  Satz  aussprechen:  Die  Bewegung  eines  starren  Systems,  von 
dem  ein  Punkt  fest  bleibt,  kann  durch  das  Rollen  einer  geeig- 
neten Kegelfläche  des  Systems  auf  einer  anderen,  festen  erzeugt 
werden;  die  Spitze  beider  Kegelflächen  ist  der  feste  Punkt 
des  Systems. 

10*  Die  allgemeinste  Bewegung  eines  räumlichen  Systems  kann  in 
jedem  Zeitteilchen  als  eine  Schraubenbewegung  um  eine  Achse,  welche 
fortwährend  ihre  Lage  ändert,  aufgefafst  werden.  Die  Gesamtheit  dieser 
Momentanachsen  mufs  eine  geradlinige  Fläche,  also  eine  sogenannte  Begel- 
fläche  bilden.  Wir  wollen  von  zwei  Begelflächen  sagen,  dafs  sie  auf- 
einander rollen,  wenn  sie  sich  fortwährend  längs  einer  Geraden  berühren, 
während  irgend  welche  Kurven  beider,  welche  fortwährend  miteinander 
in  Berührung  kommen,  der  zweiten  Bedingimg  des  Rollens  genügen. 

Wir  können  den  Satz  aussprechen,  dafs  die  allgemeinste  Be- 
wegung eines  räumlichen  Systems  durch  Rollen  einer  dem- 
selben angehörigen  Regelfläche  auf  einer  festen  Regelfläche, 
verbunden  mit  einem  Gleiten  längs  der  jeweilig  berührenden 
Geraden,  erzeugt  werden  kann. 

Die  weitere  Untersuchung  der  Bewegung  räumlicher  Systeme  giebt 
zur  Aufstellung  zahlreicher  rein  geometrischer  Sätze  Veranlassung,  die 
hier  übergangen  werden  müssen.  Erwähnt  möge  als  Beispiel  werden, 
dafs  die  Tangenten  an  die  Bahnen  aller  Punkte  einer  Geraden  des  Systems, 
genommen  für  denselben  Moment  der  Bewegung,  ein  hyperbolisches 
Paraboloid  bilden;  denn  offenbar  schneiden  diese  Tangenten  aus  zwei 
unendlich  benachbarten  Lagen  jener  Geraden  kongruente  Punktreihen 
aus*).  Überhaupt  werden  gerade  auf  diesem  mechanisch-geometrischen 
Gebiete,    das    sich    in   neuerer    Zeit   umfassender   Bearbeitungen    zu    er- 


*)  In  dem  speziellen  Falle,  dafs  die  beiden  Nachbar  lagen  der  Geraden  einen 
Funkt  gemeinsam  haben,  tritt  an  Stelle  des  Paraboloids  eine  Ebene;  verschiebt 
sich  die  Gerade  in  sich  selbst,  so  fallen  die  Tangenten  mit  ihr  zusammen. 
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freuen  hatte,  die  Methoden  der  synthetischen  Geometrie  mit  Vorteil  an- 
gewandt*). 

11«  Bisher  haben  wir  die  zu  der  Bewegung  gebrauchte  Zeit  nicht 
in  Betracht  gezogen;  dies  soll  nunmehr  geschehen.  Bei  der  Translation 
beschreiben  beliebige  Punkte  des  bewegten  Systems,  wie  die  einfachsten 
Betrachtungen  zeigen,  kongruente  Bahnen,  haben  also  in  jedem  Momente 
dieselbe  Geschwindigkeit;  wir  können  dieselbe  daher  auch  als  die  Ge- 
schwindigkeit der  Translation  bezeichnen. 

Bei  der  Rotation  beschreiben  offenbar  alle  die  Rotationsachse  senk- 
recht schneidenden  Geraden  in  gleicher  Zeit  gleiche  Winkel  d;  die  Gröfse 

119" 
{0  =  ^— ,   in   der  O  wie  gewöhnlich  als  Bogen   gemessen  ist,    heifst  die 

Winkel-  oder  Rotationsgeechwindigkeit  des  Systems.  Die  lineare 
Geschwindigkeit  eines  Systempunktes,  welcher  von  der  Rotationsachse  den 
senkrechten  Abstand  r  hat,  ist 

(l)  V  =  rto. 

12.  Während  wir  früher  das  Resultat  irgend  welcher  Bewegungen 
eines  starren  Systems  durch  wenige  einfache  ersetzten,  wollen  wir  jetzt 
untersuchen,  in  welcher  Weise  sich  das  Resultat  mehrerer  unendlich 
kleiner  Bewegungen,  auch  in  Bezug  auf  die  gebrauchte  Zeit,  durch 
Elementarbewegungen  ersetzen  läfst.  Unter  Elementarbewegungen 
wollen  wir  unendlich  kleine  Translationen  und  Rotationen  verstehen. 
Diese  Zusammensetzung  der  Bewegungen  des  starren  Systems  steht  nicht 
auf  gleicher  Linie  mit  der  Zusammensetzung  der  Geschwindigkeiten  und 
Kräfte,  von  welchen  ein  materieller  Punkt  gleichzeitig  affiziert  wird.  Dort 
handelte  es  sich  nämlich  um  ein  nicht  mathematisch  zu  begründendes, 
rein  physikalisches  Gesetz.  Hier  haben  wir  es  mit  lediglich  mathema- 
tischen Betrachtungen  zu  thun;  es  soll  untersucht  werden,  durch  welche 
Elementarbewegung  der  Effekt  mehrerer  unendlich  kleiner,  gleichzeitiger 
Bewegungen  ersetzt  werden  kann. 

Beim  ebenen  und  räumlichen  Systeme  müssen  sich  mehrere  Trans- 
lationen nach  dem  Parallelogramm  der  Geschwindigkeiten  zusammensetzen ; 
denn  dieselben  erteilen  jedem  einzelnen  Punkte  des  Systems  die  gleichen 
Geschwindigkeiten,  die  einzeln  nach  dem  genannten  (hier  im  rein  kine- 
matischen Sinne  gebrauchten)  Satze  zusammensetzbar  sind. 

13«  Zwei  Rotationen  bei  einem  ebenen  Systeme  oder  eine  Rota- 
tion und  eine  Translation  müssen  sich,  wie  aus  dem  Vorhergehenden 
evident  ist,  durch  eine  Rotation  (oder  im  speziellen  Falle  durch  eine 
Translation)  ersetzen  lassen;  es  handelt  sich  nur  darum,  deren  Zentrum 
und  Rotationsgeschwindi^?keit   zu   finden.     Sind   zwei  Rotationen  mit  den 


*)  Eine  eingehende  Behandlang  des  Gegenstandes  findet  man  bei  Schell 
a.  a.  0.,  ferner  in  der  Spezialarbeit  von  Schoenflies,  Geometrie  der  Be- 
wegung in  synthetischer  Darstellung;  Leipzig  1886.  Die  Litteratur  des 
Gebietes  ist  so  umfangreich,   dafs  sie  hier  nicht  zusammengestellt  werden  kann. 
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Mittelpunkten  0^  und  0^  und  den  Botationsgescbwindigkeiten  co^  und  oa^ 
gegeben,  wobei  die  letzteren  GrÖlsen  als  positiv  oder  negativ  gerechnet 
werden,  je  nachdem  die  Drehung  dem  Drehungssinne  des  Uhrzeigers  gleich- 
artig oder  entgegengesetzt  ist,  so  läfst  sich  auf  der  Gei*aden  0^0^  ein 
Punkt  0  austindig  machen,  welcher  seine  Lage  in  einem  Zeitmoment  dt 
nicht  ändert.  Setzen  wir  nämlich  0^0^  =  d^  0^0  =  x^  so  genügt  0 
dieser  Bedingung,  wenn 

xoD^dt  =  —  (x  —  ä)  G)^d(^ 
also 

(2)  X=  -r^- 

^    ^  «1    +  0*2 

ist.  Dabei  muls  auf  das  Vorzeichen  von  x  Rücksicht  genommen  werden; 
liegt  0  von  0^  aus  nach  der  llichtung  von  Og  zu,  so  ist  x  positiv. 
Haben  gO|  und  o^  gleiches  Zeichen,  so  ist  0  <i  x  <C  d,  d.  h.  x  liegt 
zwischen  Oj  und  0^ .  Andernfalls  liegt  0  aufserhalb  Oj  Og  und  zwar  dem- 
jenigen Rots^tionszentrum  näher,  um  welches  die  langsamere  Drehung 
stattfindet.  Um  die  resultierende  Drehungsgeschwindigkeit  a>  zu  bestim- 
men, bemerken  wir,  dals  0^  nur  eine  Verschiebung  erfährt,  welche  von 
der  Rotation  um  Og  herrührt.     Daher  mufs 

XG)dt  =  da^dt^ 

also  bei  Benutzung  von  (2) 

(3)  w  =  ©1  +  ©2 

sein.  Die  resultierende  Rotationsgeschwindigkeit  ist  also  die 
algebraische  Summe  der  einzelnen  Rotationsgeschwindigkeiten. 
Falls  die  Rotationsgeschwindigkeiten  co^  und  cog  entgegeu gesetzt  gleich 
sind,  so  wird  x  =^  oo  und  ©  =  0:  es  resultiert  also  eine  verschwindend 
kleine  Rotationsgeschwindigkeit  um  einen  unendlich  fernen  Mittelpunkt, 
d.  h.  die  Rotation  geht  in  eine  Translation  über.  Die  Geschwindig- 
keit V  derselben  folgt  aus  der  Bemerkung,  dals  der  in  der  Mitte  zwischen 
Oj  und  Og  gelegene  Punkt  (und  ebenso  jeder  andere)  während  der  Zeit  dt 

die  Verschiebung  2(o,       di  erleidet.     P]s  ist  also 

(4)  ü  =  dw^, 

wo  der  Sinn  von  v  mit  der  Richtung  zusammenfilUt,  in  welcher  beide 
Rotationen  einen  Punkt  zwischen  0,   und  Og  zu  verschieben  suchen. 

Durch  Umkehrung  dieser  Betrachtung  bestimmen  wir  die  Resul- 
tierende einer  Rotation  (Mittelpunkt  0,,  Geschwindigkeit  ©,)  und  einer 
Translation  (Geschwindigkeit  r)  als  eine  Rotation,  deren  Geschwin- 
digkeit w  ==  ö)j  ist;  der  Mittelpunkt  0  derselben  liegt  von  0^ 
aus  in  der  zur  Translation  senkrechten  Richtung  um 

(5)  ./="  :■  ■■■:■/  ':■.: 
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entfernt  und  zwar  auf  derjenigen  Seite  von  0,  auf  der  Rotation 
und  Translation  sich  entgegenwirken.  Die  ^Richtigkeit  hiervon,  die 
auch  leicht  direkt  zu  begründen  ist,  geht  daraus  hervor,  dafs  bei  Zu- 
fttgung  einer  Rotation,  welche  der  gegebenen  entgegengesetzt  ist,  zu  der 
Resultante  die  gegebene  Translation  resultieren  mufs;  dies  ist  nach  dem 
Vorhergehenden  wirklich  der  Fall. 

Umgekehrt  läfst  sich  jede  Rotation  durch  eine  andere  von  gleicher 
Geschwindigkeit,  welche  einen  beliebigen  Punkt  zum  Mittelpunkte  hat, 
und  eine  Translation  ersetzen. 

14.  Die  Resultate  der  vorigen  Nununer  lassen  sich  auf  ein  räum- 
liches System  anwenden,  welches  nur  Bewegungen  erfährt,  durch  die  ein 
System  von  Parallelebenen  in  sich  selbst  verschoben  wird;  man  kann 
sagen,  dafs  alsdann  ein  unendlich  ferner  Punkt,  welcher  in  der  Richtung 
der  Normalen  jenes  Ebenensystems  liegt,  seinen  Ort  nicht  ändert. 

Grofse  Analogie  hierzu  bietet  die  Zusammensetzung  zweier  Rotationen 
Fig.  3,  (a>|  und  oo^),   deren  Achsen  a|  und  a^ 

sich  in  einem  Punkte  im  Endlichen  0 
schneiden  (Fig.  3).  Das  Resultat  nimmt 
eine  sehr  einfache  Oestalt  an,  wenn 
man  Richtung  und  Gröfse  der  Rota- 
tionen in  geeigneter  Weise  geometrisch 
versinnbildlicht.  Wir  tragen  auf  a^  und 
«2  von  0  aus  Strecken  OÄ^  und  OA^ 
ab,  welche  den  Rotationsgeschwindig- 
keiten (Ol  und  oog  proportional  sind,  und 
zwar  in  solcher  Richtung,  dafs  die 
Rotationen  auf  ihnen  von  0  aus  ge- 
sehen den  Drehungssinn  des  Uhr- 
zeigers zu  haben  scheinen.  Kon- 
struieren wir  dann  das  Parallelogramm 
-ijO-^gul,  so  können  wir  behaupten, 
dafs  die  Diagonale  OÄ  die  Drehungs- 
achse der  resultierenden  Rotation  ist 
und  zugleich  der  Gröfse  a  und  Rich- 
tung nach  diese  Rotation  m  deternü- 
'  niert. 
Um  dies  zu  begründen,  müssen  wir  zunächst  zeigen,  dafs  aufser  0 
noch  ein  Punkt  von  OA^  z.  B.  A^  bei  Statthaben  der  beiden  Rotationen 
in  Ruhe  bleibt.  Fällt  man  von  A  auf  OA^  und  OA^  die  Perpendikel 
AB^  =jPi  und  -4J9jj  =|)jj,  so  suchen  die  beiden  Rotationen  den  Punkt  A 
in  der  Zeit  dt  um  PiCOidt  und  p^to^dt  in  entgegengesetzter  Richtung  zu 
vei*schieben.     Es  ist  aber 

j),  «=»  a  sin  AOA^^     jOj  =  a  sin  AOA^  =  a  sin  OAAy\ 
f*i2rr\ef-iiii 'Dreieck  OAAi  (wir  setzen  0^,  =  «n  OA^  =  a^) 
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sin  ÄOÄj^  :  sin  GAA^  ^=  A^A  :  OA^  ^=  a^\  a^^ 
so  dafs 

oder 

(6)  Pi<^i=P%^2 
folgt.     A  bleibt  also  thatsächlich  in  Buhe. 

Um  die  Geschwindigkeit  der  Drehung  um  A  0  zu  berechnen,  betrachten 
wir  etwa  die  Bewegung  des  Punktes  ^^,  der  nui*  durch  die  Botation 
um  OJ.],  nicht  durch  die  um  OA^  in  Bewegung  gesetzt  wird.  F&llt 
man  von  A^  auf  OA^  und  OA  die  Perpendikel  A^C^  =  q^  und  A^C  ^=  g, 
so  mufs 

(7)  qia}i  =  qm 
sein.     Nun  ist  aber 

(Ii  *^  ^2  s^^  -^2  OA^  =  rtg  sin  Oidgil, 
q  =  a^  sin  A^OA^ 
und  im  Dreieck  OA^A 

sin  OA^A  :  sin  A^OA  =  a  :  aj, 
so  dafs 

^1  :  g  «=»  a  :  a, 
oder 

(8)  Qi^i  =qa 
wird.     Aus  (7)  und  (8)  folgt 

so  dafs  wirklich  durch  die  Länge  a  der  Diagonale  die  resultierende  Bota- 
tionsgeschwindigkeit  im  Verhältnis  zu  den  gegebenen  dargestellt  wird. 
Aufserdem  überzeugt  man  sich  durch  die  Anschauung,  dafs  die  Bichtung 
dieser  Diagonale  in  jedem  Falle  auch  den  Drehungssinn  der  Besultante 
richtig  repräsentiert. 

Somit  haben  wir  den  Satz  vom  Parallelogramm  der  Bota- 
tionen: 

Schneiden  sich  die  Achsen  zweier  Botationen  in  einem 
Punkte  und  denkt  man  sich  auf  denselben  vom  Schnittpunkte 
aus  Strecken  abgetragen,  welche  den  Botationsgeschwindig- 
keiten  proportional  und  so  gerichtet  sind,  dafs  vom  Schnitt- 
punkte aus  gesehen  die  Botationen  um  sie  den  Drehungssinn 
des  Uhrzeigers  besitzen,  so  stellt  die  durch  den  Schnittpunkt 
gehende  Diagonale  des  durch  die  Strecken  bestimmten  Paral- 
lelogramms die  resultierende  Drehungsachse  und  durch  ihre 
Gröfse  und  Bichtung  die  Geschwindigkeit  und  den  Drehungs- 
sinn der  resultierenden  Botation  dar. 

Dafs  insbesondere  die  Geschwindigkeiten  von  Botationen  um  dieselbe 
Achse  sich  algebraisch  summieren,  ist  selbstverständlich. 
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Fig.  4. 


Finden  mehrere  Rotationen  statt,  deren  Achsen  sich  in  einem  Punkte 
schneiden,  so  können  sie  nach  und  nach  zu  einer  einzigen  vereinigt  werden; 
das  graphische  Verfahren  ist  analog  dem  bei  der  Zusammensetzung  von 
Geschwindigkeiten,  welche  demselben  materiellen  Punkte  erteilt  werden, 
angewandten.  Ebenso  braucht  nicht  weiter  auseinandergesetzt  zu  werden, 
wie  man  eine  Rotation  in  mehrere  (um  sich  schneidende  Achsen)  zerlegt. 
16«  Wir  sind  jetzt  in  den  Stand  gesetzt,  beliebige  Elementarbewe- 
gungen dem  Wege  und  der  Geschwindigkeit  nach  zusammenzusetzen.  Soll 
eine  Rotation  mit  einer  beliebig  gerichteten  Translation  vereinigt 
werden,  so  zerlegt  man  die  letztere  in  zwei  Komponenten,  von  denen  die 
eine  in  die  Richtung  der  Rotationsachse  fUUt,  während  die  andere  auf 
dieser  Richtung  senkrecht  steht.  Die  letztere  Komponente  und  die  Rota- 
tion, welche  beide  die  zur  Rotationsachse  senkrechten  Ebenen  in  sich 
selbst  verschieben,  können  nach  Nr.  13  zu  einer  Rotation  vereinigt  werden; 

die  andere  Komponente  der  Trans- 
lation bewirkt  eine  Verschiebung 
längs  der  Rotationsachse,  also 
mit  der  Rotation  zusammen  eine 
Schraubenbewegung. 
C  Um   zwei  Rotationen,   deren 

Achsen  a^  und  Oj  sich  nicht  schnei- 
den, zusammenzusetzen  (Fig.  4), 
lege  man  durch  einen  beliebigen 
Punkt  A  auf  a^  eine  Parallele 
BC  zu  a^.  Dann  läfst  sich  die 
Rotation  um  a^  durch  eine  gleiche 
um  BC  und  eine  Translation, 
welche  zur  Ebene  von  a,  und 
BC  senkrecht  seht,  ersetzen;  die 
Gröfse  der  letzteren  ist  nach 
früheren  Methoden  zu  bestimmen. 
Die  Rotationen  um  die_sich  schneidenden  Achsen  a^  und  BC  lassen  sich 
in  eine  zusammenfassen,  mit  der  dann  die  Translation  zu  einer  Schrauben- 
bewegung vereinigt  werden  kann. 

Durch  diese  Untersuchungen  ist  dargethan,  wie  irgend  welche 
Bewegungen  des  starren  Systems,  die  eine  unendlich  kleine 
Dauer  haben,  sich  der  Wirkung  und  der  Geschwindigkeit  nach 
in  eine  Schraubenbewegung  mit  zu  berechnender  Translations- 
und Rotationsgeschwindigkeit  umwandeln  lassen. 

16.  Unter  den  mannigfachen  Methoden,  eine  unendlich  kleine  Be- 
wegung eines  staiTen  Systems  durch  andere  zu  ersetzen,  ist  noch  besoÄ- 
ders  die  folgende  von  Wichtigkeit.  Wir  behaupten,  dafs  jede  solche 
Bewegung  durch  Translationen  nach  drei  festen,  aufeinander 
senkrechten  Achsen  und  Rotationen  um  dieselben  ersetzt 
werden  kann.     Man  kann  nämlich  einen  beliebigen  Punkt  0  durch  eine 
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Translation  an  die  ihm  zugewiesene  Stelle  bringen;  diese  Translation  läfst 
sich  aber  in  drei  Translationen  nach  den  Achsenrichtungen  zerlegen.  Die 
noch  weiter  nötige  Bewegung  läPst  sich  als  eine  Rotation  um  eine  durch 
0  gehende  Achse  betrachten.  Denkt  man  sich  nun  in  der  vorhin  be- 
sprochenen Weise  die  Botationsgeschwindigkeit  durch  eine  auf  der  Achse 
abgetragene  Strecke  dargestellt,  so  braucht  man  diese  nur  auf  die  drei 
Achsen  zu  projizieren,  um  die  Rotationen  der  GrÖfse  und  dem  Sinne 
nach  zu  erhalten,  welche  um  diese  Achsen  stattfindend  die  einzige  zu 
ersetzen  im  stände  sind.  Der  Satz  vom  Parallelogramm  der  Rotationen 
liefert  hierfür  die  Begründung. 

17.  Mit  der  Kinematik  des  starren  Systems  steht  die  Theorie  der 
relativen  Bewegung  im  engsten  Zusammenhange,  weshalb  wir  einige 
kurze  Betrachtungen  über  diesen  Gegenstand  beifügen  wollen.  Wir  unter- 
suchen die  an  sich  willkürliche  Bewegung  eines  Punktes,  bezogen  auf 
ein  starres  System,  welches   selbst  eine  willkürliche  Bewegung  ausführt. 

Befindet  sich  der  bewegliche  Punkt  zu  einer  bestimmten  Zeit  in  A^ 
um  sich  in  dem  Zeitteile  dt  nach  B  zu  begeben,  während  der  Punkt  des 
starren  Systems,  welcher  sich  anzüglich  in  Ä  befand,  unterdessen  nach 
C  gelangt,  so  repräsentieren  die  drei  Strecken  ÄB^  ÄC^  CB  dem  Gröfsen- 
verhältnisse  nach  die  absolute  Geschwindigkeit  des  bewegten  Punktes,  die 
absolute  Geschwindigkeit  des  entsprechenden  Systempunktes  und  die  rela- 
tive Geschwindigkeit  des  bewegten  Punktes.  Bezeichnet  man  die  Zusammen- 
setzung zweier  Geschwindigkeitskomponenten  nach  dem  Parallelogramme 
der  Geschwindigkeiten  als  ihre  Addition,  die  Addition  einer  negativ 
genommenen  Geschwindigkeit  als  ihre  Su])traktion,  so"  ergiebt  sich 
unmittelbar  das  Resultat: 

Die  relative  Geschwindigkeit  eines  bewegten  Panktes  in 
Bezug  auf  ein  bewegtes  starres  System  ist  gleich  der  Differenz 
der  absoluten  Geschwindigkeit  des  ersteren  und  des  momentan 
mit  ihm  zusammenfallenden  Systempunktes. 

Weniger  einfach  ist  die  Herleitung  der  relativen  Beschleuni- 
gung, der  Zunahme  der  relativen  Geschwindigkeit,  dividiert  durch  das 
Zeitelement.  Es  scheint  nahe  zu  liegen,  dafs  man  von  der  Zunahme  der 
absoluten  Geschwindigkeit  des  bewegten  Punktes  die  Zunahme  der  Ge- 
schwindigkeit des  entsprechenden  Systempunktes  zu  subtrahieren  habe. 
Man  mufs  jedoch  beachten,  dafs  der  bewegte  Punkt  in  dem  starren  Systeme 
fortwährend  seinen  Ort  verändert,  dafs  also  fortwährend  neue  Punkte  des 
letzteren  zum  Vergleich  herangezogen  werden  müssen.  Freilich  ist  diese 
Beschleunigungsänderung  innerhalb  eines  verschwindenden  Zeitelementes 
eine  verschwindend  kleine,  allein  die  Lagenänderung  selbst  bringt,  wie 
wir  sofort  sehen  werden,  eine  seitliche  Beschleunigung,  die  sogenannte 
zusammengesetzte  Zentrifugalbeschleunigung,  zuwege.  Die  rela- 
tive Beschleunigung  setzt  sich  daher  aus  drei  Kolnponenten  zusammen: 
der  absoluten  Beschleunigung  des  bewegten  Punktes,  der 
negativ  genommenen  absoluten  Beschleunigung  des  momentan 
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mit  ihm  zusammenfallenden  Systempnnktes  und  der  zusammen- 
gesetzten Zentrifugalbeschleunigung. 

Die  Beschleunigung  des  Systempunktes  kann  nach  dem  Früheren  in 
zwei  Teile  zerlegt  werden.  Da  wir  nämlich  die  Bewegung  des  starren 
Systems  in  eine  Kotation  um  eine  Momentanachse  und  eine  Translation 
längs  der  letzteren  zerlegen  können,  so  zerföUt  die  Beschleunigung  in 
die  durch  die  Rotation  indizierte  Zentripetalbeschleunigung  und  die 
Beschleunigung  der  Translation. 

Was  nun  die  Berechnung  der  zusammengesetzten  Zentrifugalbeschlenni- 
gung  anlangt,  so  können  wir  auf  die  speziellere  Untersuchung  in  §  20,  2 
zurückgreifen.  Wir  berechneten  dort  die  seitliche  Beschleunigung,  welche 
ein  auf  der  Erdoberfläche  bewegter  Punkt  durch  die  Rotation  der  Erde 
erfuhrt.  Man  bniucht  nur  die  Erdachse  durch  die  Momentanachse,  den 
Winkel  ^  in  §  20,  Fig.  13,  durch  den  Winkel  zu  ersetzen,  welchen  die 
Momentanachse  mit  der  durch  die  relative  Bewegungsrichtung  gelegten 
Ebene  fi  bildet,  die  zugleich  auf  der  durch  die  Momentanachse  und  den 
bewegten  Punkt  gelegten  Ebene  v  senkrecht  steht.  So  erhalten  wir  nach 
§  20,  (6)  fUr  die  zusammengesetzte  Zentrifugalbeschleunigung  den  Wert 

(10)  k  =  2mv  sin  q>. 

Hierin  bezeichnet  o  die  momentane  Botationsgeschwindigkeit  um  die 
Momentanachse,  v  die  relative  Geschwindigkeit  des  bewegten  Punktes, 
(p  den  Winkel  zwischen  der  oben  definierten  Ebene  (i  und  der  Momentan- 
achse. Diese  zusammengesetzte  Zentrifugalbeschleunigung  föUt  in  die 
Ebene  ft  und  ist  dem  Drehungssinne  (in  Bezug  auf  eine  normal  zu  (i  durch 
den  bewegten  Punkt  im  Anfangsmomente  gelegte  Achse)  nach  der  Bota- 
tionsgeschwindigkeit entgegengesetzt,  wenn  man  sich  zum  Vergleiche  die 
Ebene  (i  auf  dem  kürzesten  Wege  so  gedreht  denkt,  daFs  sie  zur  Momentan- 
achse normal  wird. 


§  52. 

Analytische  Behandlnng  doBBelben  Gegenstandes. 

!•  Um  die  Kinematik  des  starren  Systems  auch  einer  analytischen 
Behandlung  zu  unterwerfen,  führen  wir  zwei  rechtwinklige  Koordinaten- 
systeme ein.  Das  eine,  dessen  Achsen  im  Baume  festgelegt  sind,  möge 
durch  rr,  y,  £?,  das  andere,  dessen  Achsen  mit  dem  bewegten  starren 
Systeme  fest  verbunden  sind,  durch  S,  i?,  ?  bezeichnet  werden.  Nach  den 
Gesetzen  der  Koordinatentransformation  (vgl.  hierzu  und  zu  dem  Folgen- 
den die  Formeln  von  §  10,  6)  ist 

(1)  {y  =  h  +  ß,^  +  ß,ri  +  ß,t, 
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worin   a,  2»,  c  lineare  Konstanten,   die  Koeffizienten  a^  u.  s.  w.  aber  die 
Kichtungskosinus 

a^  =  cos  (rr,  5),    or j  =  cos  (x,  i^),    ofj  =  cos  (a;,  f),    /3^  ==  cos  (^,  |)  u.s.w. 

sind.    Die  Umkehrungen  der  Gleichungen  (l)  sind 

n  =  cf,  (a;  -  a)  +  ft  (.v  —  h)  +  y^  {z  —  c), 

(2)  U  ==  ßj  (a;  —  fl)  +  ß^  {y  —  h)  +  y^  {z  —  c\ 

U  =  «3  (x  -  a)  +  ft  (3^  -  6)  +  ys  (^  -  ^)- 

Es  gelten  die  Gleichungen  [§  10,  (10),  (11)]: 

(3)  «1*  +  ßi^  +  yi^  =  1,       «.*  +  «2*  +  «/  =  1 


u.  s.  w. 


(4) 


U.   8.   W., 

«««3  +  ßtßz  +  yg/s  •="  0 


U.  s.  w. 


Setzen  wir  die  beiden  Koordinatensysteme  derart  fest,  daPs  ihre  ent- 
sprechenden, positiv  gerichteten  Achsen  durch  eine  passende  Verschiebung 
zum  Zusammenfallen  gebracht  werden  können,  so  ist 


(5) 


und  daher 


^  = 


«,  »J 

«s 

Äft 

/^ 

v\  y% 

ys 

ß\  =  y2«8  —  y3«2i    /^2  =  ys«!  —  yi«3)   A  =  yi«2  —  y2«i7 
y\  =  «aft  —  «sAi    y«  =  «sA  —  «i A?    ya  =  «i A  —  «2A  • 

Die  drei  Gröfsen  a,  Z),  r;  sind  voneinander  unabhängig,  während  die 
neun  Gröfsen  a,  /?,  y  auf  drei  zurückgeführt  werden  können,  da  das 
bewegliche  System,  nachdem  sein  Nullpunkt  festgelegt  ist,  durch  drei  Be- 
stimmungen eindeutig  festgelegt  werden  kann.  Die  aufgestellten,  vonein- 
ander nicht  unabhängigen  Relationen  sind  mehr  als  ausreichend,  um  die 
sechs  Gleichungen  zwischen  den  er,  /3,  y  zu  liefern. 

2.  Erleidet  das  starre  System  eine  unendlich  kleine  Ortsveränderung, 
durch  welche  ein  Punkt  desselben  von  a:,  y,  z  nach  %  +  da:,  y  +  dy, 
;e?  +  d;er  versetzt  wird,  so  ist 

da;  =  da  +  Sd«!  +  i^dflfg  +  fdcrj, 
(7)  rfj^  =  tffe  +  Jrf^,  +,,tf^^  +  fj^3, 

dl?  =  de  +  m^  +  i^dyg  +  fdyj. 

Hierin  sind  öa^  öh^  öc  voneinander  unabhängig,  während  die  da,,  d^^,  dy^ 
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u.  s.  w.  durch  sechs  Relationen  verbunden  sind,   welche   aus  den  vorher- 
gehenden Gleichungen  leicht  folgen. 

Von  Wichtigkeit  ist  es,  in  den  Cileichungen  (7)  die  Gröfsen  |,  iy,  f 
mittels  (2)  durch  r,  ;/,  z  zu  ersetzen.     Schreiben  wir  zur  Abkürzung 

Ja  =  §Jy^  +  ß^6y^  +  ftrfya, 

(8)  öß  =  yj  Ja,  +  y^da^  +  y-^6a^, 

öy  =  a^ößi  +  a2^ß2+  «s^ft 

und  beachten,  dafs  aus  (3)  und  (4)  die  Relationen 

(9)  «iJcf,  -(-  a^öa^  4"  ^3^ ^3  *=  ^ 


u.  8.  w., 


(10) 


yi*ft  +  yt^ßi  +  ya^Ai  =  —  ^a 


u.  s.  w. 


(11) 


folgen,  so  ergiebt  jene  Ersetzung  das  einfache  Resultat 

6x  =  ö a  -{-  {z  —  c)  ö ß  —  (iß  —  h)  6y^ 
8y  =  JZ>  +  (^  —  ä)  öy  —  (r  —  r)  Ja, 
,öz  =  öc  +  (?/  —  h)  öa  —  (t  —  o)  öß^ 

wdrin    jetzt    nur    noch    sechs    voneinander   unabhängige  Varia- 
tionen der  Konstanten  vorkommen. 

3.  Die  Verschiebungen  Jr,  Jy,  öz^  welche  der  ursprünglich  in 
x^  y^  z  befindliche  Punkt  dos  starren  Systems  erfährt,  lassen  sich  aus  zwei 
Teilen  zusanunensetzon ,  welche  einer  einfachen  Interpretation  zugänglich 
sind,  nämlich  aus 

(12)  öx  =  da,     öy  «=  JZ>,     öy  =  öc 

und 

öx  =  {z  —  (^)  öß  —  (y  —  h)  öy, 

öy  =  (rr  —  a)  öy  —  {z  —  c)  Ja, 
,  J-  =  (f/  —  h)  öa  —  {x  —  a)  öß. 

Die   Verschiebungen   (12)   stellen   eine   Translation   dar,    durch   welche 
jeder  Punkt  des  Systems  um  die  Strecke 

/Jr7+  J[>^'  +"jc^ 

in  einer  durch  die  ßichtungskosinus 

Ja 

-   _     -1^: u.  s.  w. 

y  Sa*  +  Jft"  +  Je' 

bestimmten  Richtung  verrückt  wird. 

Um  auch  die  Gleichungen  (13)  zu  integrieren,  beachten  wir,  dafs 
die  rechten  Seiten  derselben  gleichzeitig  verschwinden,  wenn 


(13) 


(14) 


;r  —  a 
öa 


y-b 


z  —  c 
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ist;  die  unendlich  kleinen  Nenner  in  (14)  können  natürlich  durch  end- 
liche Gröfsen  ersetzt  werden,  welche  da,  dß,  öy  proportional  sind.     Da 

(14)  die  Gleichung  einer  Geraden  ist,  so  folgt,  dafs  dx,  Sy^  Se  für 
alle  Punkte  verschwinden,  welche  auf  einer  Geraden  liegen. 
Die  Verschiebungen  (13)  stellen  also  zusammen  eine  Drehung  um  die 
Achse  (14)  dar,  die  durch  den  Punkt  x  *=  a^  y  =  h^  z  =  c  hindurch 
geht  und  deren  Kichtungskosinus  den  Gröfsen  öa^dß^öy  proportional  sind. 

Um  den  Drehungswinkel  (d.  h.  den  entsprechenden  Bogen  mit 
dem  Badius  1)  zu  bestimmen,  fassen  wir  die  Bewegung  eines  Punktes 
X,  y^  e  ins  Auge,  der  auf  einer  im  Punkte  a^  b^  c  auf  (14)  errichteten 
Senkrechten  liegt  und  von  a,  &,  c  die  Entfernung  1  hat.  Die  erste  Be- 
dingung wird  durch  die  Gleichung*) 

(15)  {x  —  a)  da  +  (y  —  b)  3ß -^  (e  --  c)  äy  =  0, 
die  zweite  durch 

(16)  (x  -  af  +  (3/  -  by  +  {z--cf^l 

ausgedrückt. 

Nun   folgt   aber  aus  (13)  nach   einer  leicht  zu  verifizierenden  Um- 
formung 
da:*+  öy^  +  Sz^  ^  {d€?  +  dß^  +  dy^)  [(rr  -  a)«  +  {y—bY+iz-cy\ 

—  [{x  -  a)  da  +  (y  —  b)  6ß  +  {z-  c)  dyf 
oder  bei  Benutzung  von  (15)  und  (16) 

(17)  Sx^  +  dy^  +  dz^  ^it?'^-  öß*  +  dy\ 

Da  nun  der  gesuchte  unendlich  kleine  Drehungsbogen  der  Weg  eines 
Punktes,  dividiert  durch  seinen  Abstand  von  der  Drehungsachse,  ist,  so 
erhalten  wir  für  ihn  die  Gröfse 


(18)  yja^'+öß^  +  öy^ 

Um  auch  den  Sinn  der  Drehung  klarzustellen,  legen  wir  der  Drehungs- 
achse (14)  einen  bestimmten  Bichtungssinn  bei.  Derselbe  möge  dadurch 
definiert  sein,  dafs  bei  den  Kichtungskosinus  der  Achse 

(18a)  *"  ^^  *^ 


>/da»  +  d(3«  +Sy*'      yji*  +  dß*  +  Sy*'      }/da*  +  dp«  -f-  dy* 

dem  Nenner  das  positive  Zeichen  gegeben  wird.  Es  ist  leicht  zu 
erkennen,  bei  welcher  Anordnung  des  Koordinatensystems  dann,  den 
Festsetzungen  von  §  61,  14  entsprechend,  die  Drehung  von  der  positiven 
Seite  der  Achse  aus  betrachtet  im  Sinne  des  Uhrzeigers  vor  sich  zu 
gehen  scheint.     Wir  können  uns  nämlich  vorstellen,    dafs  die  Drehungs- 


*)  Die  Richtungskosinns  der  Verbindungslinie  von  x^  y^  z  and  a,  ib,  c  sind 
nämlich  den  Gröfsen  x  —  a,  y  —  b^  z  —  c,  diejenigen  der  Achse,  wie  eben  an- 
gegeben, den  Gröfsen  da,  dß,  8y  proportional. 

Bauienberger,  »ojilyt.  Mechanik.  II.  2 
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achse  stetig  geändert  wird,  wobei  kein  Umschlagen  des  Drehangssinnes 
statthaben  kann.  Lassen  wir  so  Sa  ^^  öß  =  0  werden,  so  fällt  bei  posi- 
tivem dy  die  Drehungsachse  mit  der  Bichtong  der  positiv  gerichteten 
j?- Achse  zusammen.     Aus  (13)  wird  dann 

(18b)  äx  =  —  («/  —  &)  öy,     öy  =  {x  —  d)  dy, 

und  man  erkennt  hieraus  unmittelbar,  dafs  die  Drehung  von  der  Bich- 
tung  der  positiven  a;- Achse  nach  derjenigen  der  positiven  y- Achse  zu 
vor  sich  geht.  Denkt  man  sich  daher  die  positive  ;8:- Achse  senkrecht 
nach  oben,  die  positive  o; -Achse  nach  rechts,  die  positive  ^- Achse  nach 
vom  gerichtet,  so  erfolgt  die  Bewegung  wirklich  gemäfs  §  51,  14. 

Durch  die  analytische  Untersuchung  gelangen  wir  also  zu  denselben 
Verhältnissen  wie  in  §  51. 

4.  Die  durch  (13)  dargestellte  Drehung  kann  aus  den  drei  Drehungen 
zusammengesetzt  gedacht  werden,  welche  man  durch  Nullsetzen  je  zweier 
der  Gröfsen  da,  6ß,  dy  erhält.  Diese  Drehungskomponenten  haben  Paral- 
lele zu  den  Koordinatenachsen,  welche  durch  den  Punkt  a,  5,  c  gehen, 
zu  Botationsachsen,  während  ihre  Gröfsen  durch  die  absoluten  Werte  von 
dctj  öß,  dy  dargestellt  werden.  Man  gelangt  daher  zu  dem  im  vorigen 
Paragraphen  in  etwas  anderer  Form  ausgesprochenen  Besultat,  dafs  jede 
unendlich  kleine  Bewegung  des  starren  Systems  durch  drei 
Translationen  nach  den  Bichtungen  der  Koordinatenachsen 
und  durch  drei  Drehungen  um  Parallele  zu  den  Koordinaten- 
achsen ersetzt  werden  kann. 

5.  Der  Nullpunkt  des  Koordinatensystems  o;,  ^,  e  ist  ein  ganz  will- 
kürlicher, ebenso  wie  die  Bichtung  der  Koordinatenachsen.  Wir  wollen 
letztere  so  bestimmen,  dafs  die  ;ef- Achse  der  Achse  der  Drehung  parallel 
wird,  welche  einen  Bestandteil  der  betrachteten  Ortsänderung  bildet.  Die 
Gleichungen  (ll)  werden  dann  zu 

(19)  Sx  =  öa  —  (y  —  h)  dy,     dy  ^^  dh  -{-  (x  —  a)  dy,     de  =  de. 

Nun  können  wir  noch  den  Nullpunkt  des  Koordinatensystems  beliebig 
verlegen,  d.  h.  die  Gröfsen  a,  b,  c  willkürlich  ändern.  Geben  wir  ins- 
besondere a  und  b  solche  Werte,  dafs 

(20)  da  +  hdy  =  0,     db  —  ady  =  0 
wird,  so  gehen  die  Gleichungen  (19)  in 

(21)  da;  =  —  ytfy,     dy  =  xdy,     dz  *=^  de 

über.  Diese  Gleichungen  stellen  eine  Botation  um  die  ^-Achse, 
verbunden  mit  einer  Translation  längs  derselben,  dar.  Wir  ge- 
langen daher  wieder  zu  dem  Ergebnis,  dafs  jede  infinitesimale  Bewegung 
eines  starren  Systems  durch  eine  infinitesimale  Schraubenbewegung 
ersetzt  werden  kann. 

6.  Wir  bezogen  bisher  die  Verschiebungen  auf  das  feste  Koordinaten- 
system der  X,  y,  z\  allein  es  ist  auch  möglich,  sie   durch  das  mit  dem 
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Körper  festverbnndene  System  der  S,  i?,  t  auszudrücken.  Während  wir 
z.  B.  bisher  fragten,  welche  Lage  im  Baume  die  momentane  Achse  der 
Schraubenbewegung  habe,  könnten  wir  jetzt  ihre  Lage  in  dem  Körper 
selbst  aufsuchen. 

Die  Koordinaten  des  Punktes  S,  ??,  f  mögen  durch  die  unendlich 
kleine  Verrückung  des  Körpers  die  auf  das  Koordinatensystem  der  S,  ^,  ? 
in  seiner  ursprünglichen  Lage  bezogenen  Änderungen  ^$,  ^t^,  ä^ 
erfahren  haben.     Dann  ist  nach  (2) 

(22)  öfi  =  cc^öx  +  ß^dy  +  Y^Sz, 

Äf  =  a^dx  +  ß^dy  +  y^öß. 

Sowie  es  uns  gelang,  die  Verschiebungen  da;,  dy,  6^  durch  die  sechs 
GrÖfsen  öa^  öb^  öc,  Sa^  8ßy  öy  auszudrücken,  so  werden  wir  die  JJ,  Jty,  df 
durch  sechs  neue  Gröfsen  darstellen,  welche  durch  die  Gleichungen 


(23) 


6b'  =  cfjda  +  ß^Sb   +  y^^c, 
öc  =  ofjda  +  ß^3b   +  y^dc, 
da'=  ajdofj  +  ß^dß^  +  yg^y^, 
öß'^a^Sa^  +  /^i^ft  +  yi^ys» 

definiert  sind.  Bildet  man  nämlich  die  Ausdrücke  (22)  mit  Hilfe  der 
Gleichungen  (7),  so  erhält  man  bei  Beachtung  der  aus  (3)  und  (4)  fol- 
genden Relationen 

(24) 


ofjdai  +  ß^ößy^  +  y^dyi  ==»  0 
u.  s.  w., 

U.   B.  W. 


(25) 

die  Gleichungen 

(2G)  \8n  =  ib'  +  I8y   -t8u\ 

Uf«=dc'  +  i?*cr'-Sd/3', 

welche  (13)  ganz  analog  sind.  Sie  zeigen,  dafs  man  die  Verschie- 
bung im  neuen  Siiine  durch  eine  Translation  und  eine  Rota- 
tion um  eine  Achse,  welche  durch  den  Nullpunkt  der  ^,  iy,  f 
gebt,  ersetzen  kann. 

7.  Da  die  neun  Gröfsen  a^,  «21  «3 5  ft»  ß%i  ft?  yn  7%i  7^  durch  sechs 
Relationeu  verbunden  sind,  so  lassen  sie  sich  durch  drei  geeignet  ge- 
wählte i^-rofsen  ausdrücken.  Hierdurch  geht  allerdings  die  Symmetrie 
der  Rechnung  verloren,  doch  gewinnt  die  Anschaulichkeit.    Wir  benutzen 

2* 
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die  bereits  von  Euler  eingeführten  Winkel  d,  9),  ^,  welche  folgender^ 
mafsen  definiert  werden. 

Zur  Festlegung  des  Körpers  ist  es  nötig,  seine  ^-- Achse  in  eine  be- 
stimmte Lage  zu  bringen,  wozu  zwei  Bestimmungsstücke,  die  Winkel  & 
und  9>,  erforderlich  sind;  dann  genügt  ein  weiteres  Bestimmungsstück, 
der  Winkel  ^,  zur  völligen  Festlegung.  &  soll  der  Winkel  sein,  welchen 
die  positive  ^- Achse  mit  der  positiven  jsr- Achse  bildet,  während  g>  den 
Winkel  bezeichnet,  welchen  die  durch  diese  beiden  Achsen  gelegte  Ebene 
mit  der  positiv  gerichteten  rc-Achse  bildet,  wobei  die  Bewegung  von  der 
letzteren  Achse  nach  der  positiv  gerichteten  y- Achse  hin  als  die  positive 
angesehen  wird.     Es  ist  hiemach 

(Tg  =  cos  (p  sin  ^, 

/?3  =  sin  (p  sin  ^, 

yj  es  cos  ^. 

Mit  iff  wollen  wir  den  Winkel  bezeichnen,  welchen  die  Ebene  der  e-  und 
t- Achse  mit  der  positiv  gerichteten  §- Achse  bildet,  bei  analoger  Pest- 
setzung des  Drehungssinnes.     Es  ist  dann 

yi  ■=  sin  ^  cos  ^, 
^2  "^  sin  d  sin  ^. 

Die  noch  fehlenden  vier  Gröfsen  «i,  «2»  Aj  ßi  lassen  sich  entweder  mit- 
tels sphärischer  Trigonometrie  oder  mit  Hilfe  der  Formeln  (6)  herleiten. 
So  folgen  z.  B.  durch  Elimination  aus 

ft  =  ys«!  —  yi«s 

ftlr  fiTj  und  /?2  ^i^  Gleichungen 

«1  (1  —  ysO  =  —  Ay»  —  yiy8«3, 
A  (1  —  ys*)  =  —  «syi  —  y^ysA 

u.  s.  w. 
Man  findet  schliefslich 


(27) 


«8 
ßl 
ß2 
ßs 

Yx 

lya 


—  cos  qp  cos  -^  cos  ^  —  sin  y  sin  ^, 

—  cos  9>  sinif;  cos  d  +  BiJ!  9  cos  ^, 
cos  9>  sin  O, 

—  sin  ff>  cos  ^  cos  O  +  cos  ^>  sin  ^, 
'  —  sin  y  sin  ^  cos  O  —  cos  9}  cos  ^, 

sin  ^  sin  d, 
cos  ^  sin  ^, 
sin  tf;  sin  ^, 
cos  O. 
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§  63. 
Die  Bedingungen  des  Qleiohgewiehtes*)  eines  starren  Systems* 

!•  Man  kann  sich  ein  endliches  starres  System  aus  unendlich  vielen 
Punkten  Xa^  Pa,  ^a  zusammengesetzt  denken.  Der  starre  Zusammenhang 
der  einzelnen  Punkte  des  Systems  wird  durch  eine  Beihe  von  Gleichungen 
der  Form 

(1)  {xa  -  xi^y  +  (y„  -  v^y  +  (ea  -  e^y  -  clp 

mathematisch  ausgedrückt;  dieselben  besagen,  dafs  je  zwei  Punkte  des 
Systems  immer  dieselbe  Entfernung  voneinander  haben.     Die  Zahl  dieser 

Gleichungen,  die  bei  n  Punkten  ~   beträgt,    ist   gröfser   als    not- 

wendig; denn  nachdem  drei  der  Punkte  durch  Angabe  ihrer  Entfernungen 
voneinander  in  eine  feste  gegenseitige  Lage  gebracht  sind,  genügt  für  die 
Festlegung  jedes  weiteren  Punktes  die  Angabe  seiner  Entfernungen  von 
den  drei  ersten.  Freilich  ist  diese  Bestinunung  nur  eine  zweideutige. 
Hiemach  sind  schon 

3  +  3  (n  —  3)  «=  3w  —  6 

Gleichungen  der  Form  (l)  genügend. 

2.  Die  Mechanik  von  Punktesystemen,  welche  starr  verbunden  sind, 
wurde  bereits  bei  der  Herleitung  des  d'Alemb  er  tischen  Prinzips  erörtert. 
Wir  sind  daher  —  und  zwar  gerade  hier  mit  sehr  grofser  Annäherung 
an  die  Wirklichkeit  —  berechtigt,  das  d'Alembert'sche  Prinzip,  oder 
soweit  es  sich  nur  um  Gleichgewicht  handelt,  das  Prinzip  der  virtuellen 
Verrückungen,  in  Anwendung  zu  bringen.  Wir  benutzen  dasselbe  in  der 
Lagrange 'sehen  Form  (§  22,  (5)).  Dabei  hat  es  keinen  Nachteil,  die 
Gleichungen  (l)  sämtlich  in  Rechnung  zu  bringen,  wenn  sie  auch  von- 
einander nicht  unabhängig  sind.  Wir  erhalten,  wenn  A«,^  =  A^,«  ange- 
nommen wird,  das  Gleichungssystem 


(2) 


Summieren  wir  sämtliche  X-,  Y-  und  if- Gleichungen  für  sich,   so   heben 
sich  rechts  die  Glieder  paarweise  weg,  da  z.  B. 


*)  Wir  bebandeln  znerst  die  Statik^  dann  die  Dynamik  des  starren 
Systems.  Bei  der  ersteren  spielt  die  Masse  des  starren  Körpers,  wie  überhaupt 
bei  allen  statischen  Untersuchungen,  keine  Rolle. 


22  Fünfter  Abschnitt 

ist;  wir  finden 

(3)  2'^  =  ^'       2'^-"^'       ^Za  =  0. 

Multiplizieren  wir  dagegen  die  Gleichungen  der  zweiten  Gruppe  von 
(2)  resp.  mit  Za^  diejenigen  der  dritten  mit  ya<,  addieren  die  Gleichungen 
derselben  Gruppe  und  subtrahieren  das  erste  Aggregat  von  dem  zweiten, 
so  erhalten  wir  rechts  Glieder  von  der  Form 

^a,ß  [ya  {Za  —  «ß)  —  Za  {Va  —  Vß)]  =  la,ß  (Vß^a  —  yaZ(i), 

die    sich  beim   Summieren  Über  alle   a    und    ß   wegheben.     Wir    finden 
daher,  wenn  wir  sogleich  noch  zwei  analoge  Gleichungen  zufügen, 

y!(j!faZa  —  ZaYa)  =  0, 


(4) 


^{ZaX„-XaZa)==0, 
^iXaYa—yaXa)=0. 


Die  sechs  Gleichungen  (3)  und  (4)  sind  die  vollständigen  Bedingungen 
des  Gleichgewichtes  eines  starren  Körpers;  denn  sie  sind  augenscheinlich^) 
voneinander  unabhängig,  und  wir  wissen,  dafs  sechs  Gleichungen  zur 
Fixierung  der  Lage  eines  starren  Systems  hinreichen.  Die  Summationen 
sind  ül^er  alle  Punkte  des  Systems  auszudehnen,  auf  welche  Kräfte  ein- 
wirken. Erstreckt  sich  die  Kraftwirkung  auf  sämtliche  Teile  des  festen 
Körpers,  so  treten  an  Stelle  der  Summen  Integrale. 

Die  Gleichungen  (3)  sagen  aus,  dafs  die  Kraftkomponenten, 
welche  in  derselben  Richtung  wirken  (denn  die  Lage  des  Koordi- 
natensystems ist  willkürlich)  die  algebraische  Summe  0  besitzen 
müssen,  wobei  es  auf  ihre  Angriffspunkte  nicht  ankommt.  Die  Bedeu- 
tung der  Gleichungen  (4)  wird  aus  den  folgenden,  mehr  synthetisch  auf- 
bauenden Untersuchungen  klar  werden;  dieselben  rühren  im  wesentlichen 
von  Foinspt  her,  soweit  sie  nicht  schon  von  Archimedes  durchgeführt 
wurden.  Diese  Betrachtungen  werden  uns  von  neuem  die  Gleichgewichts- 
bedingungen liefern  und  uns  zugleich  einen  tieferen  Einblick  in  das 
Wesen  der  Sache  gestatten. 

3«  Die  synthetische  Behandlung  des  Gleichgewichts  starrer  Systeme 
beruht  auf  den  einfachsten  Voraussetzungen,  ohne  welche  auch  die  Be- 
nutzung des  Prinzips  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  nicht  möglich  wäre. 
Wir  nehmen  selbstverständlich  an,  dafs  Kräfte,  welche  in  dem- 
selben  Punkte  des  Systems   angreifen,   sich  nach  dem  Gesetze 


*)  Die  Gleichungen  (3)  enthalten  voneinander  vollständig  unabhängige 
Gröfsen.  Dafs  sich  keine  der  Gleichungen  (4)  aus  den  beiden  andern  und  (3) 
ableiten  läfst,  kann  durch  irgend  ein  Beispiel  dargethan  werden;  man  kann  auf 
unendlich  viele  Arten  fünf  der  Gleichungen  befriedigen,  ohne  dafs  die  sechste 
erfüllt  ist. 
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des  Parallelogramms  der  Kräfte  zusammensetzen;  ferner  dafs 
jede  Kraft  durch  eine  gleiche  ersetzt  werden  kann,  welche  in 
irgend  einem  anderen  Punkte  des  Systems,  der  in  der  Rich- 
tung ihrer  Wirkung  liegt,  angreift.  Wirkt  also  eine  Kraft  in  der 
Richtung  der  Geraden  ÄB^  so  ist  es  gleichgültig,  ob  sie  in  Ä  oder  B 
angreift.  In  §  21,  6  benutzten  wir  die  letztere  Voraussetzung  in  der 
Form,  dafs  wir  von  der  Annahme  ausgingen,  dafs  entgegengesetzt  gleiche 
Kräfte,  welche  in  Ä  und  B  in  der  Bichtung  der  Verbindungslinie  an- 
greifen, einander  aufheben;  die  Identität  beider  Voraussetzungen  ist  leicht 
zu  erkennen. 

Wir  stellen  uns  nun  die  Aufgabe,  beliebig  viele  Kräfte, 
welche  in  beliebigen  Punkten  des  Systems  angreifen,  durch 
möglichst  wenige  andere  zu  ersetzen,  welche  in  möglichst 
wenigen  Punkten  angreifen. 

Laufen  die  Richtungen  mehrerer  Kräfte,  welche  an  verschiedenen 
Punkten  angreifen,  in  einem  Punkte  zusanunen,  so  kann  man  sie  sich 
alle  nach  diesem  Punkte  verlegt  denken  und  sie  dann  nach  dem  Parallelo- 
granrni  der  Kräfte  in  eine  einzige  Kraft  vereinigen*).  Kräfte  dieser  Art 
lassen  sich  also  durch  eine  einzige  ersetzen  und  und  daher  auch  durch 
eine  einzige  im  Gleichgewicht  halten,  nämlich  durch  eine  der  Resultie- 
renden gleiche  und  entgegengesetzte,  in  demselben  Punkte  angreifende 
Kraft.  Hiemach  lassen  sich  insbesondere  zwei  Kräfte  einer  Ebene,  welche 
nicht  parallel  sind,  vereinigen. 

4.  Sind  zwei  Kräfte  parallel,  so  führt  diese  Methode  nicht  zum 
Ziele,  wenn  man  nicht,  was 
möglich  ist,  einen  Grenz- 
übergang anwenden  will. 
Strenger  erscheint  das  fol- 
<?ende  Verfahren.  Der  An- 
schaulichkeit  wegen  wollen 
wir  in  der  Gleichung  die 
Kräfte  dui'ch  Strecken  dar- 
stellen, welche  die  Kraft- 
richtung besitzen  und  deren 
Längen  den  repräsentierten 
Kräften  proportional  sind; 
die  Zusammensetzung  nach 
dem  Satze  vom  Parallelo- 
gramm der  Kräfte  läfst  sich  dann  durch  einfache  Konstruktion  ausführen. 

In  Fig.  5  mögen  p  =:  AB  und  p^  =  A^ By^  zwei  parallele  Kräfte 
darstellen,  welche  in   den  Punkten  A  und  A^  angreifen.     Fügen  wir  in 


r^ 


*)  Ist  das  starre  System  endlich  begrenzt,  so  kann  der  Schnittpunkt  der 
Kraftrichtungen  aufserhalb  desselben  fallen;  jedoch  findet  hierdurch  keine  Modi- 
fikation der  Betrachtung  statt.  Man  braucht  sich  eben  nur  jenen  ideellen  Punkt 
mit  dem  System  fest  Verbunden  zu  denken. 
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Ä  und  Äi  die  gleichen  nnd  entgegengesetzten,  in  der  Bichtung  von  AA^^ 
wirkenden  Kräfte  q^=  AC  und  q^  ss  A^C^  hinzu,  so  ändern  sie  an  den 
bestehenden  Verhältnissen  nichts,  da  sie  sich  gegenseitig  aufheben.  Wir 
dürfen  daher  die  beiden  Parallelkräfte  durch  die  nach  dem  Parallelogramm 
der  Kräfte  konstruierten  Resultanten  von  A  B  und  A  C,  A^  B^  und  A^  (7, , 
d.  h.  AB  und  A^B^  ersetzen.  Die  Geraden  AB  und  A^B^  schneiden 
sich  in  einem  Punkte  0,  in  den  man  die  Kräfte  AB  und  A^B^  als  OE 
und  OE^  verlegen  kann.  Hier  kann  man  zwei  neue  sich  gegenseitig  zer- 
störende Kräfte  OF  und  OF^  hinzufügen  oder  wegnehmen,  welche  ent- 
gegengesetzt gleich  sind,  nämlich  gleich  q  oder  g,,  und  parallel  zu  CC^ 
wirken.  Vereinigt  man  dieselben  subtraktiv  mit  OE  und  OE^^  so  erhält 
man  die  beiden  Resultanten  OG  und  O&j.  Es  ist  unmittelbar  iklar, 
dafs  diese  in  dieselbe  Gerade  fallen  und  p  und  pj  einzeln  gleich  sind. 
Summiert  man  beide,  so  erhält  man  eine  zu  p  und  p^  parallele  Kraft, 
welche  der  Sunune  dieser  beiden  Kräfte  gleich  ist.  Natürlich  kann  man 
deren  Angriffspunkt  auch  nach  Q,  dem  Schnittpunkte  ihrer  Richtungs- 
geraden mit  AA^^  verlegen. 

Es  handelt  sich  noch  darum,  das  Verhältnis  AQ\  A^Q  zu  bestimmen. 
Es  ist  mit  Rücksicht  auf  das  Vorzeichen*) 

EG    lAQ  ^OG  lOQ, 

E^G.iA^Q^OGiiOQ, 

ferner 

OG:  OGi  =p:Piy 

also  nach  Elimination  von  OQ 

(5)  ÄQ.p  =  QA,.p,. 

Die  Resultierende  zweier  parallelen  Kräfte  ist  ihrer  Summe 
gleich  und  zu  ihnen  parallel;  die  Entfernungen  ihres  Angriffs- 
punktes auf  der  Geraden  zwischen  den  beiden  Angriffspunkten 
der  Parallelkräfte  von  diesen  letzteren  verhalten  sich  um- 
gekehrt wie  die  Kräfte  selbst.  Eine  der  Resultante  gleiche  und 
entgegengesetzte  Kraft  hält  beiden  Straften  das  Gleichgewicht. 

Wirken  die  beiden  Parallelkräfte  p  und  p^  in  demselben  Sinne,  wie  dies 
in  Fig.  5  dargestellt  ist,  so  ist  ihnen  gleiches  Zeichen  beizulegen.  Sind  sie 
dagegen  entgegengesetzt  gerichtet,  so  mufs  der  einen  das  positive,  der 
andern  das  negative  Zeichen  gegeben  werden.  Die  Resultante  ist  daher 
hier  der  Differenz  der  absolut  genonmienen  Parallelkräfke  gleich.  Der 
Punkt  Q  föllt  im  ersten  Falle  zwischen  A  und  B^  im  zweiten  aufserhalb 
dieser  Strecke,  und  zwar  demjenigen  Punkte  näher,  in  welchem  die  stär- 
kere Kraft  angreift.     Die  Resultante  ist  mit  der  stärkeren  Kraft  gleich- 


*)  Entgegengeeetzt  gerichteten  Strecken  derselben  Geraden  ist  entgegen- 
gesetztes Zeichen  beizulegen;  es  ist  AB  ^^  —  BA, 
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gerichtet.  Sind  beide  Kräfte  entgegengesetzt  gleich,  so  wird  die  Resul- 
tante Null,  während  ihr  Angriffspunkt  in  unendliche  Feme  rückt,  d.  h. 
es  ist  nicht  möglich^  sie  durch  eine  einzige  Kraft  zu  ersetzen  oder  ihnen 
durch  eine  solche  das  Gleichgewicht  zu  halten.  Man  nennt  ein  solches 
Paar  gleicher,  entgegengesetzt  gerichteter,  paralleler  Kräfte  ein  Kräfte- 
paar. Die  von  Foinsot  geschaffene  Theorie  der  Kräftepaare  wird  uns 
noch  weiter  zu  beschäftigen  haben. 

Die  Wirkung  eines  Kräftepaares  auf  einen  Körper  kann  als  eine 
drehende  bezeichnet  werden. 

5.  Hat  ein  Punkt  0  den  senkrechten  Abstand  r  von  der  Richtung 
einer  Kraft  p^  so  nennt  man  das  Produkt  pr  das  statische  Moment 
oder  Drehungsmoment  der  Kraft  in  Bezug  auf  den  Punkt  0,  Da  in 
Formel  (5)  die  Strecken  ÄQ  und  Ä^Q  auch  durch  die  im  gleichen  Ver- 
hältnisse stehenden  Perpendikel  von  Q  auf  die  Kräfterichtungen  ersetzt 
werden  können,  so  kann  man  sagen,  dafs  die  Momente  zweier 
Parallelkräfte  in  Bezug  auf  den  Angriffspunkt  ihrer  Resul- 
tante gleich  sind. 

Wir  brauchen  wohl  nicht  weiter  darauf  einzugehen^  dafs  die  Gleichung 
(5)  die  elementare,  schon  von  Archimedes  in  etwas  umständlicher  Weise 
begründete  Theorie  des  Hebels  umfafst. 

Die  Dimension  des  statischen  Momentes  ist 

6.  Der  senkrechte  Abstand  der  beiden  Kräfte  eines  Kräftepaares 
heifst  der  Hebelarm  desselben.  Man  kann  natürlich  die  Angriffspunkte 
so  wählen,  dafs  ihre  Ver- 
bindungslinie auf  der  > 
Kraftrichtung  senkrecht 
steht;  wir  wollen  dies  ^ 
in  Zukunft  immer  thun. 

Kräftepaare  der-   "^ 
selben     Ebene     von 

gleichem     Hebelarm  >^        ^%-..   ^    .  \k 

und  gleicher  Kraft, 
welche  denselben 
Sinn  besitzen,  d.  h. 
durch  Verschieben 
zur  Deckung  ge- 
bracht werden  kön- 
nen, sind  äquivalent.  Das  eine  kann  also  durch  das  andere  ersetzt  werden. 
Beweis.  Wir  zeigen  zuerst,  dafs  die  Äquivalenz  statthat,  wenn  die 
Hebelarme  ÄÄ^   und  BB^  (Fig.  6)  parallel  sind*).     ÄÄ^B^B  ist  als- 
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*)  SelbstTerständllch  kann  man  die  Angriffspunkte  der  Kräfte  so  verlegen, 
dafs  die  Hebelarme  in  dieselbe  Gerade  fallen;  die  Betrachtung  bleibt  dann 
wesentlich  dieselbe. 
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Fig.  7. 


dann  ein  Parallelogramm,  dessen  Diagonalen  sich  im  Punkte  0  halbieren. 
Konstruiert  man  zu  dem  einen  Paare  qq^  das  entgegengesetzte  rrj,  so 
halten  sich  beide  das  Gleichgewicht,  so  dafs  allein  ppi  zur  Wirkung 
kommt.  Aber  wir  können  auch  p  und  r^,  p^  und  r  zu  Resultanten  ver- 
einigen, welche  beide  im  Punkte  0  angreifen  und  entgegengesetzt  gleich 
sind.  Daher  zerstören  sich  auch  diese  vier  Kräfte  gegenseitig  und  es 
bleibt  nur  die  Wirkung  von  qq^  übrig.  Hieraus  folgt  die  Äquivalenz 
von  ppi  und  qq^.  Haben  dagegen  zwei  gleiche  Kräftepaare  pp^  und  qq^ 
(Fig.  7)  den  Mittelpunkt  0  ihrer  Hebelarme  (^^i,  -^-^i)  gemeinsam  und 

ist  qqi  durch  Drehung  in  pp^  überführbar, 
so  wollen  wir  auch  hier  die  q  und  q^  ent- 
gegengesetzt gleichen  Kräfte  r  und  r^  in 
B  und  B^  anbringen.  Da  sich  r  und  (/, 
r^  und  gj  zerstören,  so  bleibt  wieder  nur  das 
Kräftepaar  pp^^  Übrig.  Andrerseits  kann 
man  die  Kräfte  p  und  r,  Pi  und  r^  in 
die  Schnittpunkte  C  und  C^  ihrer  Rich- 
ttingsgeraden  verlegt  und  dort  zu  je  einer 
Resultante  vereinigt  denken.  Schon  die 
Symmetrie  zeigt,  dafs  beide  Resultanten 
durch  den  Punkt  0  gehen  und  entgegen- 
gesetzt gleich  sind,  so  dafs  das  Kräfte- 
paar qq^  übrig  bleibt,  das  also  mit  ppi  vertauscht  werden  kann. 

Vereinigt  man  die  Parallelverschiebung  mit  der  Drehung  um  den 
Mittelpunkt  des  Hebelarms,  so  kann  man  jedes  Kräftepaar  in  jede  ihm 
durch  Verschiebung  zugängliche  Lage  in  der  Ebene  bringen;  hieraus  folgt 
der  behauptete  Satz. 

Gleiche  Kräftepaare  derselben  Ebene,  welche  verschie- 
denen Sinn  besitzen  (wie  qq^  und  rr^  in  Fig.  6  und  7)  halten  sich 
einander  bei  jeder  Lage  das  Gleichgewicht. 

Die  Untersuchung  über  Parallelverschiebung  behält  auch  noch  ihre 
Gültigkeit,  wenn  beide  Kräftepaare  in  Parallelebenen  liegen.  Wir 
haben  daher  den  allgemeineren  Satz:  Gleichsinnige  und  gleiche 
Kräftepaare  in  parallelen  Ebenen  sind  äquivalent. 

7.  Das  Produkt  der  einen  Kraft  eines  Kräftepaares  in  die  Länge 
des  Hebelarms  heifst  das  Moment  des  Paares.  Dasselbe  ist  gleich 
der  Summe  der  Momente  der  beiden  Kräfte  in  Bezug  auf  einen 
beliebigen  Punkt  der  Ebene  des  Paares,  wenn  wir  Drehungsmomenten, 
welche  in  gleichem  Sinne  zu  drehen  bestrebt  sind,  gleiches  Zeichen  beilegen 
und  umgekehrt.  Fällt  man  nämlich  von  einem  solchen  Punkte  Perpendikel 
auf  die  beiden  Kraftrichtungen,  so  ist  deren  Sunune  oder  Differenz  gleich 
dem    Hebelarm,  woraus  leicht  das  Weitere  folgt. 

Jedes  Kräftepaar  kann  durch  ein  gleichsinniges,  von  glei- 
chem Momente  ersetzt  werden,  welches  in  derselben  Ebene 
oder  einer  Parallelebene  wirksam  ist. 
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Beweis.  Es  genügt  nach  dem  Vorhergehenden,  den  Beweis  für  den 
Fall  zu  führen,  dafs  die  Hebelarme  beider  Krät'tepaare  von  gleichem 
Momente  (Fig.  8)  pjp^  und  qq^  in  dieselbe  Gerade  und  mit  ihren  Mittel- 
punkten (0)  zusammenfallen.  Es  ist  dann  AO  =  A^O^  BO  ^^  B^O^ 
AO  ,p  ^^  BO  .  q.  Die  Wirkung  von  q  und  q^^  können  wir  durch  das 
gleiche  und  entgegengesetzte  Ej*äfte- 
paar  rr^  aufheben,  so  dafs  nur  pp^ 
wirksam  bleibt.  Auf  der  andern  Seite 
können  wir  r  und  |),,  r,  und  p  zu 
je  einer  Resultante  vereinigen.  Beide 
Resultanten  greifen  im  Punkte  0  an;  f 
denn  es  folgt  aus  der  letztgestellten 
Relation 

BO  .r^A^O  .p^. 

Da  die  Resultanten  aufserdem  ent- 
gegengesetzt gleich  sind,  so  annullieren 
sie  sich  und  es  bleibt  qq^  Übrig,  dessen 
Äquivalenz  mit  P2>i  hieraus  folgt. 

8.  Kräftepaare  mit  zusanmien- 
fallendem  Hebelarm  können  durch  Zu- 
sammenfügen ihrer  Kräfte  in  ein  einziges  verwandelt  werden.  Ist  eine 
Anzahl  von  Kräftepaaren  vorhanden,  welche  alle  in  Parallelebenen  wirken, 
so  können  sie  zunächst  alle  durch  solche  mit  gleichem  Hebelarm  ersetzt 
werden.  Diese  lassen  sich  so  transponieren,  dafs  ihre  Hebelarme  zu- 
sammenfallen, worauf  alle  als  ein  einziges  Kräftepaar  angesehen  werden 
können.  Also:  Beliebige  Kräftepaare  in  Parallelebenen  können 
durch  ein  einziges  vertreten  oder  in  Gleichgewicht  gehalten 
werden. 

Ferner  kann  man  sagen:  Die  Summe  der  Momente  mehrerer 
Parallelebenen  angehörigen  Kräftepaare  ist  gleich  dem  Mo- 
mente des  resultierenden  Paares. 

9.  Zwei  Kräftepaare,  welche  zwei  verschiedenen,  nicht  parallelen 
Ebenen  angehören,  können  in  ihren  Ebenen  so  verschoben  werden,  dafs 
die  Mittelpunkte  ihrer  Hebelarme  in  die  Schnittlinie  der  Ebenen  fallen 
und  ihre  Hebelarme  selbst  zu  dieser  Schnittlinie  senkrecht  werden.  Dann 
lassen  sich  je  zwei  gleichgerichtete  ICräfte  zu  einer  Resultante  zusanunen- 
fassen,  und  es  ist  einleuchtend,  dafs  die  beiden  Resultanten  ein  neues 
Kräftepaar  bilden*).     Also: 

Eine  beliebige  Zahl  von  Kräftepaaren  kann  immer  in  ein 
einziges  zusammengefafst  werden. 

10.  Ist  eine  beliebige  Kraft  p  vorgelegt,  so  kann  man  in  einem 
willkürlichen  Punkte  0  zwei  zu  ihr  parallele  Kräfte  p^  und  p^  anbringen, 


*)  Der  elementargeometrische  Nachweis  ist  leicht  za  erbringen. 
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welche  p  gleich  und  einander  entgegengesetzt  sind,  so  dafs  p^  die  Rich- 
tung von  p  hat.  Dann  ist  p  ersetzt  durch  das  Eräftepaar  j^Pi  und  die 
einzelne  in  0  angreifende  Kraft  p^.  In  gleicher  Weise  kann  man  sämt- 
liche Kräfte,  welche  ein  starres  System  angreifen,  durch  je  ein  Kräfte- 
paar  und  eine  einzelne  Kraft,  welche  in  einem  bestimmten  Punkte  O 
angreift,  ersetzen.  Die  letzteren  Kräfte  lassen  sich  zu  einer  Resultante 
vereinigen,  während  sich  die  Kräftepaare  zu  einem  einzigen  zusammen- 
fassen lassen.     Also: 

Sämtliche  Kräfte,  welche  auf  ein  starres  System  einwir- 
ken, lassen  sich  durch  ein  Kräftepaar  und  eine  einzelne  Kraft 
ersetzen,  welche  letztere  durch  einen  beliebig  vorgelegten 
Punkt  geht. 

Da  man  das  Ej*äftepaar,  während  sich  seine  Ebene  immer  selbst 
parallel  bleibt,  so  verschieben  kann,  dafs  der  Angriffspunkt  seiner  einen 
Kraft  in  den  Punkt  0  rückt,  worauf  man  diese  mit  der  Einzelkraft  ver- 
einigen kann,  so  hat  man  noch  den  Satz: 

Sämtliche  auf  ein  starres  System  einwirkenden  Kräfte 
lassen  sich  durch  zwei  ersetzen,  von  denen  die  eine  durch 
einen  willkürlich  vorgeschriebenen  Punkt  geht. 

Liegen  die  Richtungen  aller  Kräfte  in  derselben  Ebene,  so  kann 
man  sie  alle  zu  einer  einzigen  resultierenden  Kraft  oder  zu  einem 
Kräftepslar  vereinigen.  Dies  folgt  nach  Nr.  3  und  4  unmittelbar,  wenn 
man  die  Einzelkräfte  nach  und  nach  zu  einer  Resultierenden  zusammen- 
zusetzen  sucht. 

11.  Bei  der  Untersuchung  der  Gleichgewichtsbedingungen  gehen  wir 
am  besten  von  der  Vereinigung  der  Kräfte  in  eine  Einzelkraft  und  ein 
Kräftepaar  aus.  Soll  Gleichgewicht  stattfinden,  so  müssen  offenbar  die 
Einzelkraft  und  das  Kräftepaar  einzeln  verschwinden.  Diese  Bedingungen 
wollen  wir  analytisch  ausdrücken.  Wirkt  auf  einen  Punkt  Ä  oder  a-,  y,  ^ 
eine  Kraft  P  ein,  deren  Komponenten  nach  den  Koordinatenachsen  X,  F,  Z 
sind,  so  können  wir  für  sie  eine  Kraft,  welche  den  Nullpunkt  angreift, 
und  ein  Kräftepaar  substituieren.  Die  erstere  hat  gleichfalls  die  Kom- 
ponenten X,  F,  Z.  Soll  nuA.  für  beliebig  viele  Kräfte  Gleichgewicht  be- 
stehen, so  müssen  die  Resultanten  aller  dieser  in  den  Nullpunkt  verlegten 
Kräfte  und  daher  auch  die  Komponenten  derselben  nach  den  Koordinaten- 
achsen verschwinden;  es  müssen  also  die  Relationen 

d.  h.  die  Gleichungen  (3)  befriedigt  sein. 

Projiziert  man  ein  Kräftepaar  orthogonal  auf  irgend  eine  Ebene,  so 
erhält  man  in  dieser  wieder  ein  Kräftepaar,  da  sich  die  parallelen  Rich- 
tungen der  Kräfte  als  Parallele  projizieren  und  die  Projektionen  der  gleichen 
und  parallelen  Kräfte  ebenfalls  gleich  werden.  Soll  nun  die  Vereinigung 
aller  der  Kräftepaare,   deren  einer  Angiiffspunkt  der  Nullpunkt  ist,  ver- 
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schwinden,  so  mufs  dies  anch  mit  der  Yereinignng  ihrer  Projektionen  auf 
irgend  eine  Ebene  der  Fall  sein.  In  der  That  überzeugt  man  sich  leicht 
davon,  dafs  das  resultierende  Paar  der  Projektionen  zweier  ICräftepaare  auf 
eine  Ebene  mit  der  Projektion  ihres  resultierenden  Paares  identisch  ist;  dies 
geht  nämlich  aus  der  Art  der  Projektion  der  einzelnen  Kräfte  hervor.  Da 
aber  die  Summe  der  Momente  aller  Kräftepaare  einer  Ebene  dem  Momente 
ihrer  Summe  gleich  ist,  so  gelangen  wir  zu  dem  Resultate,  dafs  die  Summe 
der  Momente  der  Projektionen  aller  Kräftepaare,  welche  sich 
das  Gleichgewicht  halten  sollen,  auf  irgend  eine  Ebene  ver- 
schwinden mufs.  Wir  wollen  nun  die  konstruierten  Kräftepaare  auf 
die  drei  Koordinatenebenen  projizieren  und  die  Summen  ihrer  Momente 
gleich  Null  setzen.  Das  Moment  der  Projektion  eines  Ejräftepaares,  dessen 
eine  Kraft  im  Nullpunkte,  dessen  andere  im  Punkte  x^  y^  e  angreift,  auf 
die  o;^- Ebene  ist  gleich  der  Projektion  dieser  letzteren  Kraft  auf  die 
o:;^- Ebene,  multipliziert  mit  dem  senkrechten  Abstände  des  Nullpunktes  0 
von  jener  Projektion.  Repräsentiert  man  die  Projektion  der  Kraft  durch  eine 
Strecke  ÄB^  so  ist  das  Moment  dem  doppelten  Inhalte  des  Dreiecks  OAB 
gleich.  Die  Koordinaten  der  Eckpunkte  dieses  Dreiecks  sind  aber  (auf 
die  Wahl  der  Einheit  der  Strecke  AB  kommt  es  hier  nicht  an): 

0,0;     x,y]     x+X,     y  +  Y. 

Für  den  doppelten  Inhalt  findet  man  daher  nach  bekannter  Regel "')  und 
bei  geeigneter  Wahl  des  Zeichens 

x{y+  Y)^y(x+  X)  =  xT^yX. 

Setzt  man  daher  die  Summe  der  Momente  der  Projektionen  der  Kräfte- 
paare auf  die  einzelnen  Koordinatenebenen  gleich  Null,  so  erhält  man 
die  Gleichungen  (4). 

Unsere  synthetischen  Betrachtungen  fähren  'uns  denmach  zu  den- 
selben Gleichgewichtsbedingnngen  wie  die  analytischen;  die  wahre  Bedeu- 
tung dieser  Bedingungen  wird  uns  jedoch  hier  erst  vollkommen  klar. 

12.  Die  Gleichgewichtsbedingungen  reduzieren  sich  auf  eine  geringere 
Zahl,  wenn  die  Beweglichkeit  des  starren  Systems  eine  beschränkte  ist. 
Soll  z.  B.  ein  Punkt  des  Systems  fest  bleiben,  so  kann  man  diesen  zum 
Punkte  0  wählen;  die  Gleichungen  (3)  werden  dann  Überflüssig,  während 
die   Gleichungen   (4)    allein    die   Bedingungen    des   Gleichgewichtes    dar- 


*)  Der  doppelte  Inhalt  eines  Dreiecks  mit  den  Eckpunkten  0,0;  rCi^^j; 
ar, ,  y,  ist 

±(a;,y,  -  x^y^). 

Bei  der  oben  getroffenen  Wahl  des  Vorzeichens  wird  das  Moment  des  Kräfte- 
paares in  der  xy -Ebene  positiv,  wenn  es  in  dem  Drehnngssinne  von  der  posi- 
tiven AT-Aehse  nach  der  positiven  y- Achse  eu  drehen  sucht.  Wir  befinden  uns 
daher,  wenn  wir  die  übrigen  Momente  durch  cyklische  Vertauschuog  ableiten, 
mit  den  Festsetsungen  von  §  52,  8  im  Einklang. 
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stellen.  Sollen  die  Ponkte  einer  Geraden,  die  als  die  ie^-Achse  betrachtet 
werden  möge,   ihren  Ort   nicht  verlassen,   so   braucht   nur   die  Gleichung 

(6)  ^  (Xa  Ta  —  VaXa)  ==  0 

befriedigt  zu  sein.  Besteht  die  Möglichkeit  der  Bewegung  in  einer  Rota- 
tion um  die  £:- Achse  und  einer  Verschiebung  längs  derselben,  so  mufs 
zu  (6)  noch 

(7)  2'^-=^ 

hinzutreten. 

§54. 
ABtasie  und  Gleiohgewiohtsaolisen;  das  Virlal, 

!•  Wir  behandeln  an  dieser  Stelle  folgendes  Problem:  Auf  ver- 
schiedene Punkte  eines  starren  Systems  (Körpers)  mögen  Kräfte  ein- 
wirken, welche  sich  gegenseitig  das  Gleichgewicht  halten.  Nachdem  mit 
dem  starren  System  irgend  eine  Orts&nderung  vorgenommen  wurde,  mögen 
wieder  dieselben  Kräfte  in  denselben  Punkten,  parallel  zu  ihren  früheren 
Richtungen,  angebracht  werden.  Es  fragt  sich  nun,  unter  welchen  Um- 
ständen auch  jetzt  noch  Gleichgewicht  stattfindet.  Ist  dies  bei  jeder 
Ortsänderung  der  FaJUl,  so  nennen  wir  das  Kräftesystem  astatisch.  Der 
Begriff  der  Astasie  kann  durch  Vorschrift  gewisser  Bedingungen  über 
die  Beweglichkeit  des  Systems  modifiziert  werden;  so  kann  z.  B.  gefragt 
werden,  unter  welchen  Umständen  das  Gleichgewicht  bewahrt  wird,  wenn 
das  starre  System  nur  Bewegungen  ausführt,  bei  denen  ein  Punkt  oder 
eine  Gerade  fest  bleibt. 

Es  braucht  kaum  hervorgehoben  zu  werden,  dafs  die  Astasie  nicht 
sowohl  eine  Eigenschaft  des  fraglichen  starren  Körpers,  sondern  lediglich 
der  wirkenden  Kräfte  tmd  ihrer  Gruppierung  ist. 

2.  Wir  wollen  zunächst  die  Bedingungen  der  Astasie  bei  ganz  freier 
Beweglichkeit  aufstellen.  Dafs  eine  Translation  den  Körper  nicht  aus 
seinem  Gleichgewichtszustande  bringt,  wenn  die  Kräfte  in  der  angegebenen 
Weise  mitverschoben  werden,  ist  einleuchtend;  es  kommt  nur  eine  Drehung 
in  Betracht.  Wie  in  §  52  bringen  wir  im  Körper  ein  mit  ihm  festver- 
bundenes Koordinatensystem  £,  i},  ^,  im  unbewegten  Räume  dagegen  das 
Koordinatensystem  ^,  y,  £^  an.  Im  Anfangszustande  mögen  beide  zusammen- 
fallen. Eine  Drehung*)  des  Körpers  um  den  Nullpunkt  des  Koordinaten- 
systems ist  dann  durch  die  Gleichungen 

(1)  3^  =  /»iS  +  ß,n  +  ftt, 

*)  Indem  wir  das  Wort  Drehung,  welches  eigentlich  eine  Bewegang  be- 
zeichnet, bei  der  die  Punkte  einer  Geraden  ihre  Stelle  nicht  verlassen,  in  etwas 
weiterem  Sinne  gebrauchen. 
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dargestellt,  worin  die  Koeffizienten  die  in  §  52  angegebene  Bedeutung 
haben  und  den  dort  zusammengestellten  Gleichungen  (3),  (4),  (5),  (G) 
genügen. 

Soll  der  Körper  im  Anfangszustande  sich  im  Gleichgewicht  befinden, 
so  müssen  nach  §  53,  (3),  (4)  die  Gleichungen''') 

(2),  ^^=^0,     ^T^O,     ^Z=^0, 

(3)    ^{yZ  -eT)  =  0,  ^{zX-  xZ)  =  0,    "^{x  Y  -  y X)  =  0 

bestehen.  Das  Vorhandensein  der  Astasie  erfordert,  dafs  nach  Einfügen 
der  Werte  x,  y,  e  nach  (l)  die  Gleichungen  (2)  und  (3)  bestehen  bleiben, 
und  zwar  für  alle  zulässigen  Werte  der  a^  ßj  y.  Da  die  Gleichungen  (2) 
die  Koordinaten  selbst  nicht  explizite  enthalten,  so  bleiben  sie  durch  diese 
Transformation  ungeändert.    Die  Gleichungen  (3)  nehmen  die  Gestalt  an 

ßi^^Z  +  ß,^f,Z  +  ßi^iz 

-  y,^^  T-  y.^nr-  n^tY  =  0, 

yi^l  ^  +  Yt^n  ^  +  73^  tx 
-  a^^^Z  -  a,^f,Z  -  u^^iZ  ==  0, 

-  ß^^ix-  ß,^n^  -  ft^^x  ==  ^- 

Sollen  die  linkstehenden  Ausdrücke  für  alle  zulässigen  Werte  der  a^ß^y 
identisch  verschwinden,  so  müssen  die  Gleichungen 


(5) 


2'ir-o,     ^vY'-O,    ^iY^o, 
2!^z  =  o,    ^nz-o,    ^tz~^o 


bestehen. 

Bezeichnet  man  das  Produkt  einer  Kraft  mit  dem  Abstände  ihres 
Angriffspunktes  von  einer  Ebene  als  ihr  Moment  in  Bezug  auf  diese 
Ebene,  äo  kann  man  sagen,  dafs  das  Bestehen  der  Astasie  erfor- 
dert, dafs  die  Summen  der  Momente  sämtlicher  Kraftkompo- 
nenten nach  den  Koordinatenachsen,  genommen  nach  den  drei 
Koordinatenebenen,  einzeln  verschwinden. 

Es  läfst  sich  nachweisen  —  worauf  wir  hier  nicht  eingehen  wollen  — , 
dafs  sich  der  astatische  Zustand  immer  durch  Zufügung  von  höchstens 
drei  Kräften  erreichen  läfst. 


*)  Die  Snmmationsindices  lassen  wir  in  der  Folge  der  Kürze  halber  weg. 
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3«  Diese  üntersuchasgen  modifizieren  wir  durcli  die  Annahme,  dafs 
ein  oder  zwei  Punkte  des  Körpers  festgelegt  sind.  Da  das  Festhalten 
eines  Punktes  nichts  Neues  liefert  —  dürfen  wir  doch  den  allgemeinen  Fall 
auf  diesen  reduzieren  — ,  so  legen  wir  uns  die  Frage  vor: 

Welches  sind  dieBedingungen  dafür,  dafs  ein  starres  System, 
welches  unter  Einwirkung  gewisser  Kräfte  im  Gleichgewichte 
ist,  nach  Drehung  um  eine  bestimmte  Gerade,  welche  Gleich- 
gewichtsächse  heifsen  soll,  und  nach  Wiederanbringen  der 
gleichen  und  wie  früher  gerichteten  Kräfte  an  denselben  Punk- 
ten, noch  im  Gleichgewichte  bleibt? 

Ist  eine  Gerade  Gleichgewichtsachse,  so  ist  es  auch  jede  zu  ihr 
parallele  Gerade;  denn  eine  Drehung  um  letztere  ändert  die  Lage  der 
Kraftrichtungen  zu  den  Punkten  des  Systems  in  der  gleichen  Weise.  Wir 
dürfen  daher  annehmen,  dafs  die  Gleichgewichtsachse  durch  den  Null- 
punkt beider  Koordinatensysteme  geht. 

Die  Gleichungen  (l),  welche  bisher  drei  willkürliche  Gröfsen  ent- 
hielten, müssen  jetzt  derart  beschränkt  werden,  dafs  nur  eine  Gröfse 
darin  willkürlich  bleibt.  Sind  il,  ft,  v  die  Winkel  der  Gleichgewichtsachse 
mit  den  positiv  gerichteten  Koordinatenachsen,  so  dafs 

(6)  cos*  X  +  cos*  fi  +  cos*  V  =  1 
ist,  so  mufs  für  ein  beliebiges  r  der  Punkt 

r  cos  il,     r  cos  fi,     r  cos  v 

infolge  der  Drehung  an  seinem  Platze  bleiben,  d.  h.  es  müssen  für  diese 
Werte  x^  y^  z  und  S,  ly,  f  übereinstimmen.    Demnach  erhalten  wir  aus  (l) 

cos  X  ^=  a^  cos  il  +  «2  cos  fi  -f-  «j  cos  v, 

(7)  cos  fi  =  ^1  cos  X  +  ft  cos  ft  +  ft  cos  v, 

cos  v  c=  yj  cos  X  -|-  yg  cos  ft  -h  ya  ^os  v. 

Multiplizieren  wir  diese  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit  a^,  ^|,  y,; 
^%i  ßii  Yt\  ^ij  ßsy  79  ^^^  addieren  sie  jedesmal,  so  folgt  mit  Bücksicht 
auf  §  62,  (3)  und  (4) 

cos  X  =  «j  cos  X  +  ^1  cos  fi  +  yi  cos  v, 

(8)  cos  f» ««  a^  cos  X  +  ft  cos  fi  +  y^  cos  v, 

cos  V  =  «3  cos  X  -{■  /Jj  cos  f*  "t"  yj  cos  v. 

Die  Zusammenstellung  der  entsprechenden  Gleichungen   von  (7)  und  (8) 
liefert 

(«2  —  ßi)  cos  ft  —  (yi  —  og)  cos  V, 

(8a)  (ß^  —  y^)  cos  v  =  («g  —  ß^)  cos  X, 

I  (yi  —  «s)  cos  X  =  (/Jj  —  yg)  cos  (i 
oder 

(9)  cos  X  :  cos  ft :  cos  V  =  (ft  —  yg)  :  (yi  —  «j)  :  (a,  —  ß^) 
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(") 


und  mit  Bücksicht  auf  (6) 

1  Ä»  =  (^8  -  yO' +  (yi  -  «s)' +  («2  -  ft^ 

Mit  Rücksicht   auf  die  Gleichungen  (3),  in   denen  die  x^  y^  z  durch  die 
J,  i|,  f  ersetzt  werden  dürfen*),  setzen  wir 

i[=.^|X,      B=^r,Y,      C^^tZ, 

B=^nZ^^iY,  E=^t:X^^^Z,  F=^iT^^f,^, 
wodurch  die  Gleichungen  (4)  in 

fr  -  ft)  ^  +  y^F--ß,E+Y,B  -  ft<7=  0, 
(12)  («1  -y^)E  +  a^D  -  y^F  +  a^C  -  y.A  —  0, 

1(132  -  a,)F+ß^E^  a^D  +  ß,Ä  -«,5=0 

übergehen.    Durch  Multiplikation  mit  «1,^1,  y^  und  Addition  folgt  aus  (12) 

^  («lyj  —  «8^1  +  «aft  —  «ift)  +  -E^  O^syi  —  fty»)  +  ^(ftyi  —  Ay«) 

+  -ö  (a,y2  —  a^yi)  +  C  («sft  —  «ift)  —  0 
oder  unter  Berücksichtigung  von  §  62,  (6) 

^  0^2  —  ys)  +  Ea^  —  -F«8  —  -oft  +  c^y«  =  0. 

Hierzu  addieren  wir  die  erste  Gleichung  (12)  und  erhalten  eine  einfachere 
Belation,  zu  der  wir  sogleich  zwei  analog  gebildete  hinzufügen: 

■E  («,  -  A)  +  i^  in  -  «.)  -iB  +  c)  (ft  -  n)  -  0, 
Fiß,  -y»)  +  ^  (««  -  A)  -  (c  +  ^)  (yi  -  «»)  =  0, 
■»  (yi  -  «»)  +  -B(A  -  y«)  -  (^  +  ^)  («.  -  ft)  -=  0. 

Durch  Benntznng  von  (10)  wird  hieraus,  wenn  wir  weiter 


B-}-G-=-a,    C?  +  4=-6,     A  +  B 


(13) 
setzen, 

I—  a  cos  A  -f"  ^  cos  f  +  -^  cos  V  =  0, 
F  cos  )l  —  5  cos  ft  4"  ^  cos  V  =  0, 
E  cos  il  +  -ö  cos  fi  —  c  cos  V  ^  0. 

Sollen  diese   Gleichungen  befriedigt  sein,    ohne   dafs   cos  X,  cos  j»,  cos  v 
gleichzeitig  verschwinden,  was  nach  (6)  ausgeschlossen  ist,  so  nufs 

—  a        F        E 
(15)  F  —  6         D       =0 

E        D   —  c 

*}  Da  im  An faDgezti stände,  auf  den  sich  jene  Gleichangen  beziehen,  beide 
Koordinatensysteme  zusammenfallen. 

Uauaeuberger,  analyt.  Heobanik.  II.  3 
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sein.  Dies  ist  die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  für 
das  Vorhandensein  einer  Gleichgewichtsachse. 

4.  Die  Gleichungen  (14)  und  (6)  liefern  im  allgemeinen  nur  eine 
Gleichgewichtsachse.  Infolge  von  (15)  können  nämlich  die  Gleichungen 
(14)  durch  zwei  von  ihnen  ersetzt  werden,  aus  denen  sich  die  YerhSdtnisse 

— —  und  — berechnen  lassen.    Drückt  man  hiemach  cos  X  und  cos  u 

cos  V  cos  V  f^ 

durch  cos  v  aus  und  setzt  diese  Werte  in  (6)  ein,  so  erhält  man  nur 
zwei  durch  das  Vorzeichen  verschiedene  Werte  für  cos  v  und  ebenso  für 
cos  l  und  cos  fi,  die  derselben  Gleichgewichtsachse  entsprechen.  Sind  zwei 
durch  den  Nullp,unkt  gehende  Gleichgewichtsachsen  vorhanden,  so  müssen 
sich  die  Gleichungen  (14)  durch  eine  von  ihnen  ersetzen  lassen,  was 
durch  das  Verschwinden  der  Unterdeterminanten  von  (15)  ausgedrückt 
wird.  Multiplizieren  wir  z.  B.  die  erste  Gleichung  (14)  mit  einer  belie- 
bigen Gröfse  r,  so  dafs 

X  =  r  cos  A,      y  ==  r  cos  fA,      e  =  r  cos  v 

die  Koordinaten  eines  Punktes  der  Gleichgewichtsachse  sind,  so  folgt  die 
Bedingung 

(16)  —  ax  -{-  Fy  +  Ez  =  0. 

Alle  Geraden,  welche  (16)  genügen,  d.  h.  in  der  durch  (16)  dargestellten 
Ebene  liegen^  sind  Gleichgewichtsachsen  und  umgekehrt.  Sind  daher 
zwei  durch  den  Nullpunkt  gehende  Gleichgewichtsachsen  vor- 
handen, so  sind  auch  alle  in  der  durch  sie  bestimmten  Ebene 
gelegenen  Geraden  Gleichgewichtsachsen*). 

Existieren  drei  durch  den  Nullpunkt  gehende,  nicht  in  die- 
selbe Ebene  fallende  Gleichgewichtsachsen,  so  ist  jede  belie- 
bige Gerade  eine  solche.  Legt  man  nämlich  durch  eine  beliebige 
durch  den  Nullpunkt  gehende  Gerade  und  eine  der  Gleichgewichtsachsen 
eine  Ebene,  so  schneidet  diese  die  Ebene  der  beiden  andern  Gleichgewichts- 
achsen wieder  in  einer  solchen;  da  jetzt  zwei  Gleichgewichtsachsen  in  ihr 
liegen,  so  ist  jede  weitere  in  sie  fallende  Gerade,  also  auch  die  angenom- 
mene und  damit  jede  beliebige,  eine  Gleichgewichtsachse. 

Wir  gehen  hier  nicht  weiter  auf  die  Theorie  der  Astasie  ein;  Um- 
fassenderes nebst  Litteraturangaben  findet  man  bei  Schell,  B.  2,  p.  236  ff. 

5.  Besitzt  ein  System  eine  Gleichgewichtsachse,  so  befindet  es  sich 
in  Bezug  auf  diese  in  indifferentem  Gleichgewicht,  d.  h.  eine  Drehung 
um  diese  Achse  alteriert  das  Gleichgewicht  nicht.  Andrerseits  sagt  man 
von  einem  Gleichgewichtszustande,  dafs  er  in  Bezug  auf  eine  Achse 
stabil  oder  labil  sei,  wenn  nach  einer  kleinen  Drehung  um  diese  Achse 
die  Kräfte  das  Bestreben  haben,  das  System  in  die  ursprüngliche  Gleich- 
gewichtslage zurückzuführen  oder  aus  ihr  zu  entfernen.    Welche  Art  von 


*)  Allgemeiner  kann  dann  jede  Gerade,  welche  dieaer  Ebene  parallel  ist^ 
als  Gleichgewichtsachse  angesehen  werden. 
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Oleichgewicht  statthat,  hängt  bei  einem  Eräftesystem  von  den  in  Nr.  3 
angegebenen  Eigenschaften  yon  einer  Funktion  ab,  die  (mit  einer  von 
Schell  gewählten  Ändenmg)  nach  dem  Vorgänge  von  Gl  aus  ins  als 
Virial  der  Kräfte  in  Bezug  auf  die  betreffende  Achse  bezeichnet  wird*). 

Um  das  Virial  einer  Kraft  P,  welche  in  einem  Punkte  Ä  des  festen 
Systems  angreift,  in  Bezug  auf  eine  Achse  zu  bestinmien,  fällen  wir  von 
Ä  auf  die  Achse  ein  Perpendikel  AB^  dessen  absolute  Länge  wir  mit  r 
bezeichnen.  Die  Projektion  der  Kraft  P  auf  AB  (als  positiv  gerechnet, 
wenn  sie  in  der  Richtung  von  A  nach  B  wirkt),  multpliziert  mit  r,  heifst 
das  Virial  von  P  in  Bezug  auf  die  Achse.  Sind  mehrere  Kräfte 
vorhanden,  welche  in  verschiedenen  Punkten  angreifen,  so  wird  die  Summe 
ihrer  Viriale  als  das  Virial  des  Systems  bezeichnet. 

Nehmen  wir  als  Achse  die  ;er-Achse  und  sind  X,  Y,  Z  die  Kompo- 
nenten von  P  nach  den  Koordinatenachsen,  x^  y^  e  die  Koordinaten  des 
Punktes  A^  so  erhält  man  für  das  Virial  F  den  Ausdruck 

(17)  F=-r(zf +r^)  =  -(a;Z  +  »r) 

und  ftlr  das  Virial  des  ganzen  Systems 

(18)  F ^(xX  +  yY). 

Es  hat  keine  Schwierigkeit,  den  Ausdruck  auch  fdr  andere  Achsen  auf- 
zustellen. 

unter  dem  Virial  einer  im  Punkte  A  angreifenden  Kraft  P  in 
Bezug  auf  einen  Punkt  0  verstehen  wir  die  Projektion  von  P  auf 
J.0,  multipliziert  mit  dem  absoluten  Werte  r  von  AO^  unter  dem  Virial 
eines  Systems  in  Bezug  auf  0  die  Summe  der  Viriale  der  einzelnen  Punkte. 
Wir  erhalten  im  letzteren  Falle,  wenn  0  der  Nullpunkt  des  Koordinaten- 
systems ist, 

oder 

(19)  V '^l^xX  +  yY  +  eZ). 

In  Bezug  auf  einen  beliebigen  Punkt  o^q,  ^q,  z^  erhalten  wir 

oder 

(20)  7 ^{xX  +  y  r  +  ^Z)  +  x^SX  +  yo-Sr  +  e,SZ; 

der  Ausdruck  XqZX  -•{•  y^SY  -\'  ZqSZ  ist  von  der  augenblicklichen  Lage 
des  Systems  ganz  unabhängig  und  kann  daher  als  Konstante  betrachtet 
werden. 


'*')  Diese  Funktion  wnrde  bereits  von  Möbius  und  Schweins  (von  letzterem 
unter  dem  Namen  Fliehmoment)  eingeführt. 

8* 
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Wir  wollen  sogleich  hervorheben,  dafs  das  negativ  genommene  Vinal 
in  Bezug  auf  einen  Punkt  mit  der  eventuell  vorhandenen '^Kräfte- 
funktion  ü  der  auf  einen  Punkt  x^  i/,  z  wirkenden  Kraft  P  bis  auf 
einen  numerischen  Faktor  übereinstimmt,  falls  diese  Eräftefunktion  —  was 
häufig  vorkommt*)  — ,  von  einer  additiven  Eonstanten  abgesehen,  eine 
homogene  Funktion  der  Koordinaten  x,  y^  e  ist.  Ist  n&mlich  diese  homo- 
gene Funktion  vom  nten  Grade,  so  haben  wir  nach  einem  bekannten 
Satze  über  homogene  Funktionen,  der  in  B.  I,  p.  199  Anm.  für  w  =  2 
bewiesen  wurde  und  in  analoger  Weise  allgemein  bewiesen  werden  kann, 

(21)  ^x  +  yT  +  0Z^x^^+yf^  +  ,^^=nU. 

6*  Um  nun  zu  entscheiden,  welche  Art  von  Oleichgewicht  bei  fest- 
gehaltener ;e?- Achse  stattfindet,  genügt  die  folgende  einfache  Betrachtung. 
Solange  das  System  sich  in  der  Oleichgewichtslage  befindet,  ist  kein 
Drehungsmoment  um  die  ;e:-Achse  vorhanden,  da  dieses  das  Gleichgewicht 
aufheben  würde.  Dagegen  kann  eine  Kraftkomponente  in  der  Richtung 
von  r  vorhanden  sein,  die  mit  r  multipliziert  das  Virial  liefert.  Drehen 
wir  nun  das  System  aus  seiner  Gleichgewichtslage  um  einen  sehr  kleinen 
Winkel  %  so  fällt  jene  Komponente,  wenn  die  Bj-äfte  in  der  vorgeschrie- 
benen Weise  angreifen,  nicht  mehr  in  die  Richtung  von  r  und  erzeugt 
daher  ^in  Drehungsmoment.  Dasselbe  ist  offenbar,  als  positiv  gerechnet, 
wenn  es  von  der  Ausgangslage  wegzuführen  strebt, 

(22)  Vsmtp. 

Auch  unmittelbar  ist  ersichtlich,  dafs  bei  positivem  Yirial  die  Kräfte 
den  aus  der  Gleichgewichtslage  entfernten  Körper  von  derselben  weg,  bei 
negativem  Virial  in  dieselbe  zurückzuführen  streben.  Wir  gelangen  zu 
zu  dem  allgemeinen  Resultate: 

Das  Gleichgewicht  in  Bezug  auf  eine  Achse  ist  stabil,  in- 
different oder  labil,  wenn  das  Virial  in  Bezug  auf  dieselbe 
negativ.  Null  oder  positiv  ist. 

Dafs  die  Bedingung  für  das  indifferente  Gleichgewicht  mit  (15)  (teil- 
weise) zusammenföUt,  ist  leicht  durch  Spezialisierung  der  letzteren  Gleichung 
nachzuweisen. 

Falls  nur  ein  Punkt  festgehalten  wird,  so  lassen  sich  die  Unter- 
suchungen von  §  24,  12  auf  das  Virial  übertragen.  Weiteres  über 
Astasie,  Gleichgewichtsachsen  und  Virial  findet  man  bei  Schell, 
a.  a.  0.  B.  2,  p.  239  ff.  Begründet  wurde  die  Theorie  der  Astasie  durch 
Minding  und  Möbius,  weiter  entwickelt  in  neuerer  Zeit  namentlich 
durch  Darboux. 


*)   Bei   einer  Attraktion  oder  Repulsion  nach  dem  Nullpunkte  des  Koor- 
dinatensystem s  von  der  in  §  6  bebandelten  Art  trifft  dies  z.  B.  zu. 
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§55. 
Der  Schwerpunkt  eines  starren  Systems. 

1.  Bei  den  bisherigen  Untersuchungen  über  das  Gleichgewicht  räum- 
licher Systeme  spielte  die  Masse  keine  Bolle,  wie  dies  bei  allen  Gleich- 
gewichtsproblemen der  Fall  ist,  in  denen  die  Kräfte  fertig  gegeben  sind. 
Anders  gestaltet  sich  die  Sache,  wenn  die  Kräfte  selbst  als  Funktionen 
der  Masse  des  materiellen  Punktes,  auf  den  sie  einwirken,  erscheinen, 
wenn  sie  z.  B.  (wie  dies  gewöhnlich  der  Fall  ist)  der  Masse  desselben 
proportional  sind.  Wir  wollen  hier  den  einfachsten  und  wichtigsten  Fall 
dieser  Art  ins  Auge  fassen.  Es  sollen  auf  alle  Punkta  eines  festen  Kör- 
pers parallele  Kräfte  einwirken,  deren  Einflufs  lediglich  der  Masse  des 
angegriffenen  materiellen  Punktes  proportional  ist.  Denken  wir  uns  zu- 
nächst den  Körper  aus  getrennten,  starr  verbundenen  materiellen  Punkten 
^a,  Va^  Za  mit  der  jeweiligen  Masse  m«  bestehend,  so  können  wir  leicht 
nach  dem  Vorigen  eine  gewisse  in  der  umgekehrten  Bichtung  yrirkende, 
an  einem  zu  bestimmenden  Punkte  angreifende  Kraft  mit  den  Kompo- 
nenten S^,  H,  Z  konstruieren,  welche  den  übrigen  Kräften  mit  den  Kom- 
ponenten Xff,  y«,  Za  das  Gleichgewicht  hält.  Bildet  nämlich  die  Kraft- 
richtung mit  den  Koordinatenachsen  die  Winkel  A,  fi,  v,  so  wirken  auf 
ma  die  Kraftkomponenten 

Xa  ==  Pma  COS  A,        Fo  =  i'wia  COS  fl,       Za  =  Pw«  COS  V 

ein,  worin  P  eine  für  alle  Punkte  konstante  Gröfse  bedeutet.     Die  Glei- 
chungen (3)  von  §  53  werden  hier,  wenn 


die  Gesamtmasse  des  Körpers  bezeichnet. 


S"  +  P  cos  X  ^  m«  =  0     u.  s.  w. 


oder 

(1)      S=  — Pif  cos  A,     il  «=  —  PJI[f  cos  |i4,     Z=  — P3f  cos  v; 

durch  sie  ist  die  Stärke  der  einzuführenden  Krafb  als  gleich  mit  der 
Summe  der  Einzelkräfte  bestimmt.  Soll  aber  wirklich  Gleichgewicht 
herrschen,  so  müssen  auch  die  Gleichungen  (4)  von  §  53  befriedigt  werden. 
Dies  kann  in  sehr  einfacher  Weise  durch  geeignete  Wahl  des  Nullpunktes 
und  Verlegung  des  Angriffspunktes  von  S',  If,  Z  in  denselben  erzielt 
werden.     Bei  diesen  Annahmen  wird  nämlich  aus  jenen  Gleichungen 


(2) 


P^f^a  {Va  COS  V  —  ;era  COS  ^)  =  0, 
P^j  W2a  (^a  COS  l  —  Xa  COS  v)  =  0 , 
PX,  ***«  (^«  ^^^  i"*  ^a  COS  A)  =  0. 
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Dieselben  sind  befriedigt,  wenn  der  Nullpunkt  so  festgesetzt  wird,  dafs 

(3)  ^niaXa  =  0,     ^maVa  =  0,      ^mgZg  =  0 

wird. 

Will  man  die  Allgemeinheit  des  Koordinatensystems  wahren,  so  möge 
der  fragliche  Punkt  mit  S,  ty,  ?  bezeichnet  werden,  worauf  an  Stelle  von 
a^a,  ya^  ^a  die  Werte  Xa  —  I,  ^a  —  ^,  ea  —  ?  in  (3)  einzuftLhren  sind 
Hierdurch  erhalt  man  zur  Bestimmung  von  £,  i?,  ?  die  Gleichungen 

(4)  M^  =  ^Waagg,     Mri  =^tnaya ,      Mi  «=  ^w«  Za . 

Der  Punkt  |,  i^,  ?  ist  nichts  Anderes  als  der  bereits  in  §  10,  2  definierte 
Schwerpunkt  des  Systems.  Derselbe  ist  immer  ein  gewisser  mittlerer 
Punkt,  für  den  daher  auch  der  Name  Massenzentrum  sehr  zutreffend 
gebraucht  wird. 

Dafs  die  Lage  des  Schwerpunktes  von  der  Wahl  des  Koordinaten- 
systems ganz  unabhängig  ist,  zeigt  schon  unsere  Herleitung;  durch  eine 
einfache  Koordinatentransformation  liefse  sich  diese  Thatsache  jedoch  auch 
rein  analytisch  nachweisen. 

2.  Betrachten  wir  jetzt  das  starre  System  als  eine  zusammenhängende 
Masse,  so  treten  in  (4)  an  Stelle   der  Summen  Integrale.     Wir   erhalten 


(6) 


üf  S  =*  /   /  I  (ixdxdydZj       Mri  ^=^  j   j  j  fiydxdydz^ 


Mt  = 


"=^111  fJtzdxdyde^ 

(6)  M=  r  r  Ciidxdydz, 

worin  die  Dichtigkeit  (i  als  Funktion  der  Koordinaten  a?,  ^,  z  eines 
Punktes  aufzufassen  ist  und  die  Integrationen  über  den  ganzen  Körper 
auszudehnen  sind.  Ist  der  Körper  homogen,  so  wird  (i  zu  einer  Kon- 
stanten, die  vor  die  Integralzeichen  gesetzt  werden  kann;  wir  haben  dann 


(7) 


ilf  £  =  jtt  1   I   ixdxdydz^       Mrj  =  (i  j   j   iydxdydz^ 


(8)  M  -  ,JJj\ 


dxdy  dZy 


so  dafs  sich  schliefslich  fi  heraushebt.  Das  letzte  dreifache  Integral  drückt 
das  Volumen  des  Körpers  aus.  Da  gerade  der  Fall  gleichmäfsiger  Massen- 
verteilung der  wichtigste  ist,  so  werden  wir  weiter  unten  den  Schwer- 
punkt für  eine  Anzahl  der  einfachsten,  homogenen  Körper  bestimmen. 
Da  man  sich  femer,  wie  schon  früher  geschah,  auch  Masse  auf  einer 
Fläche   oder  Linie  konzentriert  denken  kann  —   in  Praxis  kann   es  sich 


§  55.  Der  Sohwerpankt  eines  starren  Systems.  39 

nur  um  eisen  sehr  dünnen  und  eventuell  auch  sehr  schmalen  Körpei: 
handeln  — ,  so  werden  wir  auch  Schwerpunkte  von  Flächen  und  Linien 
zu  bestimmen  haben.  Die  Gleichungen  (7)  und  (8)  vereinfachen  sich 
dann  entsprechend.  Aufserdem  kann  auch  von  dem  Schwerpunkte  eines 
endlichen  Systems  fest  verbundener  Punkte  die  Rede  sein. 

3.  Wenn  auf  die  Punkte  eines  Körpers  parallele  und  gleiche  Kräfte 
einwirken,  so  kann  man  dieselben  nach  dem  Obigen  durch  eine  einzige,  im 
Schwerpunkte  konzentrierte  Kraft  im  Gleichgewichte  halten.  Ein  Beispiel 
bietet  hierfür  die  gewöhnliche  Schwerkraft,  die  auch  dem  Schwerpunkte 
seinen  Namen  verschafft  hat,  soweit  sie  als  konstant  angesehen  werden 
kann.  An  Stelle  der  Gegenkraft  kann  auch  eine  geeignete,  die  Bewegung 
hindernde  Bedingung  treten.  Denkt  man  sich  z.  B.  den  Körper  in  dem 
Schwerpunkte  festgehalten,  etwa  durch  einen  Faden,  an  dem  der  Körper 
aufgehängt  ist,  so  ist  er  im  Gleichgewichte. 

Hierbei  ist  noch  folgende  wichtige  Bemerkung  zu  machen.  Der  An- 
griffspunkt einer  jeden  Kraft  kann  bei  einem  starren  Systeme  beliebig  in 
der  Bichtungsgeraden  der  Kraft  verschoben  werden.  Befestigt  man  daher 
statt  des  Schwerpunktes  eines  der  Schwere  ausgesetzten  Körpers  einen 
Punkt,  der  mit  ihm  in  derselben  Vertikalen  liegt,  so  mufs  ebenfalls 
Gleichgewicht  stattfinden.  Dieses  Gleichgewicht  ist  aber  von  dreifacher 
Art.  Ist  der  Körper  oberhalb  seines  Schwerpunktes  befestigt,  so  erhebt 
jede  Bewegung  den  Schwerpunkt  über  seinen  Anfangspunkt,  und  da  man 
sich  die  Gesamtwirkung  der  Schwere  in  ihm  konzentriert  denken  kann, 
so  wird  ihn  dieselbe  wieder  in  seine  Anfangslage  —  wenigstens  bei  nicht 
zu  grofser  Entfernung  von  derselben  —  zurückzuführen .  streben.  Das 
Gleichgewicht  ist  bei  dieser  Befestigung  eiii  stabiles.  Ist  der  Körper 
unterhalb  seines  Schwerpunktes  befestigt,  so  ist  das  Gleichgewicht  ein 
labiles.  Die  Befestigung  im  Schwerpunkte  selbst  hat  das  Besondere, 
dafs  sie  bei  jeder  Lagen änderung  Gleichgewicht  des  Körpers  bewirkt;  das 
Gleichgewicht  ist  alsdann  ein  indifferentes.  Diese  Betrachtung  kann 
leicht  auf  die  in  §  54,  5,  6  gegebenen  Untersuchungen  zurückgeführt 
werden. 

4.  Denkt  man  sich  einen  Körper  in  n  beliebige  Teile  zer- 
legt, so  ist  der  Schwerpunkt  des  Körpers  mit  dem  Schwer- 
punkte der  Schwerpunkte  der  einzelnen  Teile  identisch,  wenn 
man  sich  in  den  letztgenannten  Punkten  die  Massen  der  ein- 
zelnen Teile  konzentriert  denkt. 

Beweis.  Sind  J/^,  3/2,  .  .  Mn  die  Massen  der  einzelnen  Teile, 
£i7  ^11  fi  ^'  S-  ^'  ^®  Koordinaten  ihrer  Schwerpunkte,  während  M  und 
I,  1},  ^  dieselben  Gröfsen  für  den  ganzen  Körper  bezeichnen,  so  haben  wir 

u.  s.  w., 
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worin   die   Summationen  über  die  Elemente   der    einzelnen   Teile   auszu- 
dehnen sind.     Andrerseits  ist 

u.  s.  w. 
oder 

(9)  (Jlf.  +  Jf,  +  •  •  .  +  üf,)  I  -  lf,|.  +  Jlf,|,  +  .  .  .  M^in 

u.  s.  w., 

worin  der  ausgesprochene  Satz  enthalten  ist.   . 

Wird  insbesondere  der  Körper  in  zwei  Teile  mit  den  Massen 
My  und  M^  und  den  Schwerpunkten  Oj  und  Og  zerlegt,  so  liegt 
der  Gesamtschwerpunkt  0  in  der  Geraden  0^0^  und  zwar  so,  dafs 

(10)  OyO.My  =  OO^.M^ 

ist. 

Liegen  die  Schwerpunkte  einer  Reihe  von  Massenteilen  in 
derselben  Geraden  oder  auf  derselben  Ebene,  so  fällt  auch  der 
Schwerpunkt  des  ganzen  Systems  in  diese  Gerade  oder  Ebene. 

5«  Ist  ein  homogener  Körper  (eine  Fläche,  eine  Linie,  ein 
System  von  Punkten)  symmetrisch  in  Bezug  auf  eine  Ebene, 
eine  Gerade  oder  einen  Punkt,  so  fällt  sein  Schwerpunkt  in 
dieses  Gebilde.  Denn  das  System  läfst  sich  dann  in  einzelne  Teile 
zerlegen  (der  Körper  zunächst  in  Parallelschichten,  diese  in  Streifen), 
welche  ihre  Schwerpunkte  in  diesem  Gebilde  haben,  weshalb  auch  der 
Gesamtschwerpunkt  in  dasselbe  fallen  mufs. 

Hat  der  homogene  Körper  eine  Diametralebene^  d.  h.  eine 
Ebene,  durch  welche  alle  in  einer  bestimmten  Richtung  lau- 
fenden Strahlen,  soweit  sie  innerhalb  des  Körpers  fallen,  hal- 
biert werden,  so  fällt  aus  ähnlichen  Gründen  der  Schwerpunkt 
in  sie.  Ähnliches  gilt  für  ebene  Figuren  mit  einem  Durch- 
messer u.  s.  w. 

Nach  diesen  Sätzen  kann  bei  vielen  der  einfachsten  homogenen  Körper 
über  die  Lage  des  Schwerpunktes  kein  Zweifel  herrschen.  Für  die 
Gerade,  die  Kreislinie  und  Kreisfläche,  die  Ellipse  und  ihre 
Fläche,  die  Kugel  und  Kugelfläche,  das  Ellipsoid  und  seine 
Oberfläche,  das  Parallelogramm  und  seinen  Umfang,  das  Parallel- 
epipedon,  den  geraden  Cylinder  u.  s.w.  ist,  falls  Homogenität  voraus- 
gesetzt vnrd,  der  Mittelpunkt  der  Schwerpunkt.  Wir  wollen  jetzt  den 
Schwerpunkt  für  spezielle  Systeme  von  materiellen  Punkten,  für  materielle 
Linien,  Flächen  und  Körper  bestinunen,  soweit  seine  Lage  nicht  unmittelbar 
klar  ist.  —  Die  einfachsten  Schwerpunktsbestimmungen  wurden  bereits  von 
Archimedes  gegeben. 

6.  Sind  die  Massen  m^  und  t»2  in  zwei  Punkten  Ä^  und  Ä^  kon- 
zentriert, so  findet  man  als  Schwerpunkt  x  einen  Punkt  0  der  Geraden 
AyÄ2,  für  den 
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oder 
also 

(11) 


A^0  = 


A^Ä^  .  m, 


Fig.  9. 


«1  +  »4 

ist  (vgl.  die  vorige  Nummer). 

Sind  drei  materielle  Punkte  iii,  ^4^,  A^  mit  den  Massen  tn^,  m^,  m^ 
vorgelegt  (Fig.  9),  so  bestimmen  vrir  nach  dem  Vorhergehenden  den  Schwer- 
punkt Ii^  von  A2  und  ^g;  der 
Schwerpunkt  0  des  ganzen  Sy- 
stems mufs  dann  auf  der  Gera- 
den A^  J?j  liegen.  Bestimmen  wir 
ebenso  die  Schwerpunkte  B^  und 
Bq  von  A^  und  -4j,  A^  und  A^^ 
so  gehen  auch  A^B^  und  A^B^ 
durch  0.  Die  Konstruktion  zweier 
dieser  Geraden  genügt  also,  um 
den  Schwerpunkt  zu  finden. 

Die  Punkte  2^,,  2^^,,  B^  sind 
nach  dem  Vorhergehenden  so  ge- 
legen, dafs 


(12) 

also 
(13) 


A^B^  :  B^^A^  =  m^ 


m 


n 


Wjj 


Wi. 


M'i 


ist.  Nach  einem  bekannten  Satze  der  Elementargeometrie  (dem  Satze  des 
Ceva)  ist  dies  die  Bedingung  dafür,  dafs  die  drei  auf  ^2^37  ^s^n  -^1-^2 
gelegenen  Punkte  /y^,  j^g,  ^g  mit  ^j,  A^t  A^  Gerade  bestimmen,  welche 
durch  denselben  Punkt  gehen. 

Giebt  man  den  drei  Punkten  A^,  -^2,  A^  bestimmte  Massen,  so  ist 
der  Schwerpunkt  0  eindeutig  bestimmt;  umgekehrt  folgt  aber  auch  aus 
der  Lage  von  0  das  Verhältnis  der  in  -4^,  A^,  A^  anzubringenden  Massen 
(nach  (12)).  So  lange  iw^,  Wg,  tWg  alle  positive  Gröfsen  sind,  fällt  der 
Schwerpunkt  ins  Innere  des  Dreiecks  -dj,  A^^  -4g;  läfst  man  jedoch  auch 
negative  Massen  zu,  so  kann  derselbe  jede  Lage  in  der  Ebene  annehmen. 
Dieser  Umstand  giebt  die  Möglichkeit  der  Aufstellung  eines  Koordinaten- 
systems, welches  Möbius  seinem  „Baryzentrischen  Kalkül"  zu  Grunde 
legt.  Man  kann  nämlich  die  Lage  eines  Punktes  0  in  der  Ebene  dadurch 
fixieren,  dafs  man  ihn  als  Schwerpunkt  der  mit  Massen  von  bestimmtem 
Verhältnis  zu  belegenden  Punkte  A^^  A^,  A^  ansieht.    Die  Massenverhalt- 
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nisse  m^  :m^:  m^  bestimmen  die  Lage  von  0  eindeutig,  und  umgekehrt. 
Übrigens  kann  man  dieses  Koordinatensystem  von  seiner  mechanischen 
Beimengung  frei  machen,  wenn  man  nach  (12)  die  Massenverhältnisse  durch 
die  Verhältnisse  der  auf  den  Dreiecksseiten  von  A^  A^  A^  durch  die  Geraden 
-4,0,  A^O^  A^O  ausgeschnittenen  Strecken  ersetzt. 

Sind  die  Massen  der  drei  Punkte  gleich,  *so  rücken  B^^  B^^  B^  in 
die  Mitten  der  Dreiecksseiten;  der  Schwerpunkt  ist  also  der  Schnitt- 
punkt der  Mitteltransversalen.  Die  letzteren  schneiden  sich  bekannt- 
lich so,  dafs  die  unteren  (den  Seiten  anliegenden)  Abschnitte  sich  zu  den 
oberen  wie  1  :  2  verhalten. 

7.  Ähnliche  Betrachtungen  lassen  sich  über  den  Schwerpunkt  von 
vier  im  Räume  gelegenen  Massenpunkten  A^^  A^^  A^^  A^^  den  Eckpunkten 
eines  Tetraeders  ^1^2-^3-^4  anstellen.  Nach  der  vorigen  Nummer  bestimmt 
man  zuerst  die  Schwerpunkte  von  je  drei  in  einer  Ebene  gelegenen  Punkten; 
die  Verbindungsgeraden  dieser  Punkte  mit  den  gegenüberliegenden  Eck- 
punkten schneiden  sich  alle  in  dem  Schwerpunkte  0. 

Hieran  Iftfst  sich  wieder  die  Aufstellung  eines  Koordinatensystems 
für  Punkte  des  Baumes  anknüpfen,  das  dem  für  die  Ebene  vollkommen 
analog  ist. 

Haben  ^j,  A^^  A^^  A^  gleiche  Massen,  so  ist  der  Schwerpunkt  0  der 
Schnittpunkt   der  vier  Geraden,   welche   von   einem  Eckpunkte  nach  dem 

Schnittpunkte  der  Mitteltransver- 
j^^  salen  der  gegenüberliegenden  Drei- 

#ecksflächen  gezogen  ist.  Dafs  diese 
Geraden  wirklich  durch  denselben 
Punkt  gehen,  wird  ebenfalls  schon 
\  in  der  Elementargeometrie  erwie- 

— -^A     ^®^'    ®^  ^^  auch  leicht  zu  zeigen, 
/         dafs  sich  die  unteren  (den  Flächen 
^  anliegenden)  Abschnitte  derselben 

zu  den  oberen  wie  1  :  3  verhalten. 
Um  dies  letztere  zu  beweisen, 
legen  wir  (Fig.  10)  durch  A^  A^  und 
den  Mittelpunkt  B  der  gegenüber- 
A  liegenden  Seite  eine  Ebene.    Hal- 

bieren wir  dann  A^A^  in  C  und 
machen  auf  A^B  A^D  =^  2 DJB,  auf  A^B  A^E  =  2ED^  so  schneiden 
sich,  wie  man  leicht  sieht,  J?C,  A^E  und  A^D  un  Schwerpunkte  0,  und 
A^E  und  A2D  sind  zwei  der  zu  untersuchenden  Geraden.  Nun  ist  aber 
DE=^AiA2  und  daher  ADEO  <^  A^A^O,  also  OE:  OA^  =  DE:  A^A^ 
=  1:3,  womit  das  Behauptete  bewiesen  ist. 

8.  Der  Schwerpunkt  einer  homogenen  geraden  Strecke  liegt  in 
ihrer  Mitte.  Sind  zwei  solche  Strecken  gegeben,  so  mufs  der  Schwer- 
punkt auf  der  Verbindungslinie  ihrer  Mitten  liegen  und  diese  umgekehrt 
proportional  zu  den  Längen  (Massen)  der  Strecken  teilen. 
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Der  Schwerpunkt  des  Umfangs  eines  Dreiecks  A^A^Ä^  liegt  auf 
der  Verbindungslinie  des  Schwerpunktes  C7,  der  beiden  Seiten  A^A^  und 
A^  A^  mit  dem  Schwerpunkte,  d.h.  dem  Mittelpunkte  B^  der  dritten  Seite. 
Ci  wird  erhalten,  indem  man  die  Verbindungslinie  B^^s  ^^^  Mitten  von 
AjA^  und  A^A^  (im  Innern)  so  teilt,  dafs 

C\B^  :  C,B^  =  A,A^  :  A,A^  =  B,B^  :  B^B^ 

wird.  Bekanntlich  teilt  aber  die  Halbierungslinie  eines  Winkels  im  Dreieck 
die  gegenüberliegende  Seite  proportional  zu  den  beiden  anliegenden  Seiten. 
^1  (7,  ist  daher  die  Halbierungslinie  des  Winkels  B^  B^  B^  im  gleich- 
namigen Dreieck.  In  gleicher  Weise  mufs  der  Schwerpunkt  auch  auf 
den  analog  konstruierten  Geraden  B^C^  und  B^C^  liegen.  Wir  haben 
daher  den  Satz: 

Der  Schwerpunkt  des  homogenen  Dreiecksumfangs  ist  der 
Mittelpunkt  des  Kreises,  welcher  dem  Mittendreieck  des  ge- 
gebenen Dreiecks  einbeschrieben  ist. 

Der  Schwerpunkt  einer  gebrochenen  Linie  ist  ebenfalls  leicht  zu 
bestimmen. 

9,  Ist  y'^^fix)  die  Gleichung  einer  ebenen,  homogenen  Kurve, 
ds  ein  Element  der  Kurve  und  begrenzen  x  ^=  Xq  imd  x  =  a;,  ein  end- 
liches Stück  derselben,  so  hat  man  für  den  Schwerpunkt  desselben  die 
Gleichungen 


(14) 


M^  =  fi  j  xds  =  (i  I  xYl  -j-  y^  dx, 


«o 


1  +  y-  dx, 


dx. 


Als  Beispiel  nehmen  wir  einen  homogenen  Kreisbogen  mit  dem 
Badius  r,  der  symmetrisch  auf  beiden  Seiten  der  r- Achse  liegt,  so  dafs 
der  Schwerpimkt  in  diese  Achse  fällt;  der  Mittelpunkt  möge  der  Null- 
punkt sein.  Dann  haben  wir,  wenn  wir  fi  <==  1  setzen  und  beachten,  dafs 
zu  demselben  x  zwei  Punkte  des  Bogens  gehören, 


M^ 


•fv^^i'-m 


Xo 


[_  ^j/i  _  ^J'  =  2r  Y^-  V  =  2ryo- 
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Dies  ist  der  Wert  der  zugehörigen  Sehne,  multipliziert  mit  dem 
Radius.     Für  M  finden  wir  die  Länge  s  des  Bogens.     Es  ist  also 

^  8 

oder 

(15)  I :  r  =  2^0  '•  s, 

d.  h.  der  Abstand  des  Schwerpunktes  des  Kreisbogens  yom 
Mittelpunkte  verhält  sich  zum  Radius  wie  die  zugehörige  Sehne 
zum  Bogen. 

10.  Um  den  Schwerpunkt  eines  homogenen  Dreiecks  zu  finden,  zer- 
lege man  dasselbe  in  unendlich  viele,  unendlich  schmale  Streifen,  welche 
einer  Seite  parallel  sind.  Die  Schwerpunkte  dieser  Streifen,  die  als 
materielle  Geraden  behandelt  werden  können,  liegen  in  ihren  Mittel- 
punkten; die  Verbindungslinie  dieser  ist  eine  Mitteltransversale  des  Drei- 
ecks und  auf  dieser,  wie  auf  den  beiden  anderen  Mitteltransversalen  mufs 
der  Schwerpunkt  des  Dreiecks  liegen.     Also: 

Der  Schwerpunkt  eines  homogenen  Dreiecks  ist  der  Schnitt- 
punkt seiner  Mitteltransversalen;  er  ist  identisch  mit  dem 
Schwerpunkte  seiner  drei  gleichmäfsig  belasteten  Ecken. 

Der  Schwerpunkt  eines  homogenen  Vierecks  kann  folgendermafsen 
gefunden  werden.  Man  teile  das  Viereck  durch  eine  Diagonale  in  zwei 
Dreiecke  (von  denen  eventuell,  nämlich  bei  einem  einspringenden  Winkel, 
das  eine  als  negativ  anzusehen  ist)  und  bestimme  deren  Schwerpunkte; 
auf  der  Verbindungslinie  derselben  liegt  der  Schwerpunkt  des  Vierecks. 
Zerlegt  man  das  Viereck  hierauf  durch  die  zweite  Diagonale  und  macht 
dieselbe  Konstruktion,  so  erhält  man  den  Schwerpunkt  des  Vierecks  als 
Schnittpunkt  zweier  Geraden. 

Das  Fünfeck  kann  auf  doppelte  Art  in  ein  Dreieck  und  Viereck 
zerlegt  werden,  worauf  man  analog  verfähii.  Überhaupt  sieht  man,  dafs 
der  Schwerpunkt  eines  homogenen  ebenen  Polygons  immer  durch 
elementare  Konstruktion  aufgefunden  werden  kann. 

11.  Die  Formeln  für  den  Schwerpunkt  ebener  Flächenstücke,  deren 
Umgrenzung  bekannt  ist,  sind  denen  für  Körper  ganz  analog.  Als  Bei- 
spiel wollen  wir  ein  homogelres  Kreissegment  behandeln,  welches  wie  der 
Bogen  in  9.  placiert  sei.  Der  Schwerpunkt  liegt  wieder  auf  der  x- Achse 
und  wir  haben,  wenn  wir  schon  eine  Integration  ausgeführt  denken, 


r 


r 


N. 


M=2\yT^  —  x^dx. 
Die  Ausführung  der  Integrationen  liefert 


(16) 
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M  =   xYr^  —  »*  +  f*  aresin  — 

T  ff  ■• /~"ö  i  9  •      ^0 


—  Xq  yr^  —  Xq  —  r*  aresin  — 


Für  den  Halbkreis  yrird  Xq  =  0,  also 

(17)  J»f|=fr»,      3f  ==•;«,     |  =  *3^. 

Übrigens  ist  die  Bechnung  für  einen  Parallelstreifen  wesentlieh 
dieselbe. 

12.  Auch  die  Schwerpmiktsgleichiing  fUr  eine  gekrümmte  Fläche 
ist  leicht  allgemein  hinzuschreiben.  Wir  wollen  sogleich  eine  Rotations- 
fläche betrachten,  deren  Achse  die  o;- Achse  ist  und  deren  Dichtigkeit 
auf  einem  Parallelkreise  konstant  ist.  Ist  ds  ein  Element  der  Kurve, 
deren  Rotation  die  Fläche  erzeugt,  so  ist  ein  Flächenring,  welcher  durch 
zwei  unendlich  benachbarte  Parallelkreise  ausgeschnitten  wird,  gleich  2  ;r^d^. 
Zur  Bestimmung  der  Lage. des  Schwerpunktes  auf  der  o:- Achse  haben 
wir  daher  die  Oleichungen 

(18)  M^  =  27t  j)ixyds,        M  <=  27t  j  ^ly  ds. 

So  *o 

Für  eine  homogene  Kugelzone  oder  Kalotte  (Kugelradius  =°f, 
fA»»l)  haben  wir  demnach 

Mi  =  27t  I  xY?"^^^^  ]/l  +  jTZr^  ^^  =  2nrixdx 

Xq  Xq 

=  Tcr  {x^^  —  V)j 

M  =  2jtr  /  t^a;  «=  2«r  (ar,  —  Xq)  , 
woraus 

(19)  s=*'4-- 

folgt.  Der  Schwerpunkt  liegt  also  in  der  Mitte  der  Achse  der 
Zone  oder  Kalotte. 

Dieses  Resultat  folgt  auch  schon  aus  dem  elementaren  Satze,  dafs 
Zonen  derselben  Kugel  von  gleicher  Höhe  flächengleich  sind. 

13«  Von  homogenen  Körpern  wollen  wir  zuerst  das  Tetraeder 
untersuchen.  Wir  zerlegen  dasselbe  durch  Parallelebenen  zu  einer  Fläche 
in  unendlich  dünne  Schichten,  die  als  massenbelegte  «Dreiecke  angesehen 
werden  können.    Die  Schwerpunkte  derselben  liegen  alle  auf  der  Geraden, 
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-welche  den  Schwerpunkt  der  Grandfläche  mit  dem  gegenüberliegenden 
Eckpunkte  verbindet.     Wir  haben  den  Satz: 

Die  Verbindungslinien  der  Eckpunkte  eines  Tetraeders  mit 
den  Schwerpunkten  der  gegenüberliegenden  Flächen  schneiden 
sich  im  Schwerpunkte  des  Tetraeders.  Dieser  Schwerpunkt  ist 
mit  demjenigen  der  Ecken  des  Tetraeders,  die  mit  gleicher 
Masse  belegt  zu  denken  sind,  identisch.  Derselbe  liegt  (vgl.  Nr.  7) 
in  \  der  Höhe  des  Tetraeders,  von  irgend  einer  Fläche  aus  gerechnet, 
da  sich  die  genannten  Transversalen  im  Verhältnisse  von  1  :  3  teilen. 

In  ähnlicher  Weise  bestinamen  wir  den  Schwerpunkt  einer  beliebigen 
Pyramide  oder  eines  Kegels.  Durch  Parallelebenen  zur  Grundfläche 
wird  der  Körper  in  Schichten  geteilt,  deren  Schwerpunkte  auf  der  Geraden 
liegen,  welche  die  Spitze  mit  dem  Schwerpunkte  der  Grundfläche  ver* 
bindet.  Da  femer  der  Körper  in  unendlich  kleine  dreiseitige  Pyramiden 
mit  der  gleichen  Spitze  zerlegt  werden  kann,  deren  Schwerpunkte  alle 
in  ^  der  Höhe  liegen,  so  schliefsen  wir,  dafs  der  Schwerpunkt  einer 
Pyramide  oder  eines  Kegels  auf  der  Verbindungslinie  der  Spitze 
mit  dem  Schwerpunkte  der  Grundfläche  in  \  der  Höhe  liegt. 

Der  Schwerpunkt  eines  homogenen  Polyeders  kann  durch  geeignete 
Zerlegungen  bestimmt  werden. 

14.  Für  einen  Rotationskörper,  der  zwischen  den  Ebenen  zweier 
Parallelkreise  homogen  und  dessen  Achse  die  o;- Achse  ist,  erhalten  wir 
leicht  als  Bestimmungsgleichungen  des  Schwerpunktes 

(20)*  Mi  =  7t  I  fjLxy^dx^     M  =  tc  1  i^y^dx. 

Xq  Xq 

Für  eine  homogene  Kugelschicht  (Kugelradius  =r,  (*=  l)  flnden  wir 

Mi 


(21) 


1  =  «P  (r^  -  :r«)  da;  =  ?:l(*-if--^>  «  -  ^-^31  „ , 


«1 

M  =  7C  I  (r^  —  x^)  dx  =  r*  (x^  —  Xq)  n  —  ^^    "7  ^^   n 


Xe 

Für  die  Halbkugel  wird  hieraus 


also 


(22)  I  «  'f . 

16*  Zum  Schlüsse  mögen  noch  die  beiden  (rein  geometrischen) 
Sätze  angefügt  werden,  welche  imter  dem  Namen  der  „Guldin' sehen 
Begeln"  bekannt  sind.     Eine   Rotationsfläche   möge  durch  Rotation 
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einer  ebenen  Kurve   um   die  o;- Achse,  welche  in   derselben  Ebene  liegt, 
entstehen;  ihre  Oberfläche  ist  dann 


X 

0  =  27tji 


yds. 


Die  eine  Gleichung  zur  Bestimmung  des  Schwerpunktes  jener  als  homogen 
betrachteten  ebenen  Kurve  lautet,  wenn  l  die  Länge  derselben  bezeichnet, 

h  =  j  yds. 

Demnach  ist 

(23)  0  =  l.27iri. 

Der  Inhalt  einer  Fläche,  welche  durch  Botation  einer 
Kurve  um  eine  Achse  entsteht,  ist  gleich  dem  Mantel  eines 
geraden  Cylinders,  welcher  die  Länge  jener  Kurve  zur  Seiten- 
linie und  den  Abstand  des  Schwerpunktes  der  (homogenen) 
Kurve  von  der  Achse  zum  Radius  hat;  oder  gleich  einem 
Bechteck,  welches  die  Länge  der  Kurve  zur  einen,  den  Umfang 
des  von  ihrem  Schwerpunkte  beschriebenen  Kreises  zur  andern 
Seite  hat. 

Entsteht  ein  Körper  durch  Botation  einer  geschlossenen  ebenen 
Figur  um  eine  aufserhalb  gelegene  Gerade  derselben  Ebene,  so  hat  man 
bei  der  gleichen  Bezeichnung  für  seinen  Inhalt 


=  2.J'ß 


dxdy^ 


wo  die  Integration  über  das  ebene  Flächenstück  zu  erstrecken  ist,  und 
für  den  Schwerpunkt  des  als  homogen  angenonmienen  Flächenstücks,  wenn 
F  der  Flächeninhalt  desselben  ist, 

Fti  =  I  j  ydxdy. 
Daher  ist 
(24)  J==F.2nri. 

Wird  ein  ringförmiger  Körper  durch  Botation  einer  ebenen 
Figur  um  eine  aufserhalb  von  ihr  gelegene  Gerade  derselben 
Ebene  erzeugt,  so  ist  ihr  Bauminhalt  demjenigen  eines  Cylin- 
ders gleich,  welcher  die  ebene  Figur  zur  Grundfläche  und  die 
Länge  des  von  ihrem  Schwerpunkte  beschriebenen  Kreisum- 
fangs  zur  Höhe  hat. 
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§  56. 

Die  allgemeinen  Bewegungsgleiohungen  eines  starren  Systems 

(erster  Teil), 

1.  Ebenso  wie  man  aus  dem  allgemeinen  Prinzipe  der  virtuellen 
Geschwindigkeiten  zu  dem  d'Alemb  er  tischen  Prinzipe  gelangt,  indem 
man  die  Gröfsen 

durch 

d^x^  d^y  d*z„ 


Xa  —  Wla  -TTT ,       ^a  W»a  -JT^- ,       Za  —  W« 


dt 


dt' 


dt' 


ersetzt,  gelangt  man  auch  im  speziellen  Falle  von  den  Oleichgewichts- 
bedingungen  eines  starren  Systems  durch  die  gleiche  Substitution  zu  den 
Bewegungsgleichungen.  Aus  den  Gleichungen  (3)  und  (4)  in  §  53 
werden  die  Bewegungsgleichungen 


(1) 


"V,     ^'^'' 

2 


d*z 


a 
5F 


-2 
-2- 


und 


(2) 


^ma 


(     ^  dhj\ 

yy»  dt*     ""  dt'J 


r.ir  X 


a 


d^z 
~di 


'■^{VaZa  —  Zala)^ 


-)=  y^^  (ZaXa  XaZa)^ 


■ZjQlCaYa  —  yaXa). 


2.  Führt  man  durch  die  Gleichungen  (4)  von  §  55  die  Koordinaten 
S,  ij,  f  des  Schwerpunktes  ein,  so  wird  aus  (l) 


(3) 


M 


dn 


M 


~df* 


-2^.. 


'2'^«. 


Diese  Gleichungen  sagen  aus,  dafs  sich  der  Schwerpunkt  des  starren 
Systems  so  bewegt,  als  wenn  in  ihm  die  Gesamtmasse  des 
Systems  vereinigt  wäre  und  als  wenn  auf  ihn  sämtliche  Kräfte, 
welche  die  einzelnen  Punkte  des  Systems  angreifen,  parallel 
zu  ihrer  ursprünglichen  Richtung  einwirkten.  Es  ist  dies  der- 
selbe Satz,  der  bereits  §  24,  3  in  gröfserer  Allgemeinheit  ausgesprochen 
wurde. 

Wir  können  uns  die  Bewegung  des  starren  Systems  als  eine  Bewegung 
seines    Schwerpunktes    nach   den    Gleichungen    (3),   verbunden    mit   einer 
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Drehung  um  denselben  —  wenn  wir  diesen  Ausdruck  hier  auf  eine 
Bewegung  ausdehnen,  bei  welcher  nur  ein  Punkt  fest  bleibt  —  vorstellen. 
Diese  Drehung  hangt  von  den  Gleichungen  (2)  ab,  deren  Diskussion  uns 
jetzt  beschäftigen  soll. 

3.  In  §  53,  5  bezeichneten  wir  den '  senkrechten  Abstand  eines 
Punktes  0  von  der  Richtung  einer  Kraft,  multipliziert  mit  dieser  Kraft, 
als  das  statische  Moment  der  Kraft  in  Bezug. auf  den  Punkt  0.  Man 
kann  auch  in  analoger  Weise  von  dem  statischen  Momente  einer 
Kraft  in  Bezug  auf  eine  Achse  sprechen,  indem  man  darunter  das 
Produkt  dieser  Kraft  in  den  kürzesten  Abstand  der  Kraftrichtung  von 
der  Achse  versteht. 

Sind  die  Komponenten  einer  Kraft,  welche  im  Punkte  x^  y^  z  an- 
greift, X,  F,  Z,  so  sind  die  statischen  Momente  oder  Drehungs- 
momente in  Bezug  auf  die  ;gr- Achse 

und  analog  in  Bezug  auf  die  Übrigen  Achsen.  Es  ist  unmittelbar  ein- 
leuchtend und  wird  in  der  Folge  noch  deutlicher  hervortreten,  dafs  die 
Drehung,  welche  eine  Kraft  hervorbringt,  falls  eine  Achse  festbleibt,  von 
dem  .  Drehungsmomente  abhängt.  Dem  Sinne  dieser  Drehung  gemäfs 
bestimmen  wir  das  noch  fragliche  Zeichen  des  Drehungsmomentes.  Wir 
gehen  zu  diesem  Zwecke  von  den  Festsetzungen  in  §  52,  13  aus.  Denken 
wir  uns  z.  B.  die  positiv  gerichtete  ^- Achse  als  Rotationsachse,  so  wird 
die  positive  Drehung  von  der  positiv  gerichteten -ir- Achse  zur  positiv 
gerichteten  f/-Achse  gehen.  Da  aber  die  Komponente  F,  falls  sie  nebst  x 
positiv  ist,  in  diesem  Sinne,  die  Komponente  X  aber,  falls  sie  nebst  y 
positiv  ist,  im  umgekehrten  Sinne  zu  drehen  strebt,  so  werden  wir 

•^  xY    und     —  yX 

als  die  Drehungsmomente  von  Y  und  X  in  Bezug  auf  die  ^-Achse 
ansehen.    Analoges  gilt  für  die  anderen  Achsen  (vgl.  §  53,  11,  Anm.). 

Bei  dieser  Festsetzung  erkennen  wir  in  den  rechten  Seiten 
der  Gleichungen  (2)  die  Summen  der  Drehungsmomente  der 
einzelnen  Kraftkomponenten  in  Bezug  auf  die  a*-,  y-  und  r-Ach.8e. 
Dies  stinunt  mit  den  Betrachtungen  von  §  53,  11  überein  (wo  nur,  was 
gleichgültig  ist,  an  Stelle  einer  Kraft  ein  Kräftepaar  gesetzt  wurde), 
falls  das  Drehungsmoment  einer  Kraft  der  Summe  der  Drehimgsmomente 
seiner  Komponenten  gleich  ist.  Dies  ist  aber  eben  nach  §  53,  11  wirklich 
der  Fall,  da  wir  die  dort  gegebenen  Betrachtungen  auch  hier  anwenden 
können.    Wir  schreiben 


(6) 


BftUBenb erger,  analyt.  Mechanik.  II. 


M,  =^(yaZa—ZaYa), 
My  ==  ^{ZaXa  —  XaZa), 
M,    =   ^(Xa  Ya  —  ya  Xa)- 
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4.  Sind  die  Drehungsmomente  Mx^  My^  M,  für  drei  aufeinander 
senkrechte  Achsen  (r,  y,  e)  bekannt,  so  ist  es  leicht,  diejenigen  für  drei 
andere  aufeinander  senkrechte  Achsen,  welche  denselben  Schnittpunkt 
besitzen^  herzuleiten.  Wir  nehmen  die  neuen  Achsen  als  Koordinaten- 
achsen eines  Systems  |,  17,^;  es  mag  sein 

(5)  \v-ßi^  +  ß,y  +  ßt^, 

wo  die  a^  u.  s.  w.  den  bekannten  Relationen  §  52,  (3),  (^t),  (6),  (6) 
genügen.  Bezeichnen  3^  H^  Z  die  Komponenten  derjenigen  Kraft,  welche 
in  Bezug  auf  das  ursprüngliche  Koordinatensystem  die  Komponenten 
X,  y,  Z  hat,  in  Bezug  auf  das  neue  System,  so  ist 

S  =  aiX+a,r+a3Z, 

(6)  H^ß,X  +  ß,Y+ß,Z, 

Z  =  y^X  +  y^r  +  y^Z. 
Femer  haben  wir 

(7)  M^  =2(Va  Za  —  ta  Ha) 

oder  bei  Benutzung  von  (5)  und  (6) 

^^'^  =2iß2yH  -  ß,n)  (PaZa  ~  Za  T«)  +  (fty.   -  ß.y^)  (^a  X«  —  X„Z,) 
+  (ßlY2  —  ß%yd  (^a  ^«   —  Va  ^a), 

somit  nach  §  52,  (6) 

M^  =  yi-afr  +  yi^y  +  y^M,, 

6.  Durch  geeignete  Transformation  ist  es  nun  möglich,  die  drei 
Drehungsmomente  auf  ein  einziges,  das  Hauptdrehungsmoment  Mo 
zurückzuführen.  Wir  behaupten,  dafs  dieses  Hauptdrehungsmoment 
der  Grröfse  und  dem  Sinne  nach  nebst  seiner  Achse  erhalten 
wird,  wenn  man  die  Drehungsmomente  in  derselben  Weise,  wie 
in  §  51,  14  die  Botationen,  zusammensetzt.  Wir  denken  uns  die 
Gröfsen  M^,  My^  Mg  auf  den  entsprechenden  Achsen  unter  den  gleichen 
Bestimmungen  über  den  Drehungssinn  wie  in  §  51,  14  abgetragen  und 
erhalten  dann  die  Achse  des  Hauptdrehungsmomentes  in  der  Diagonale 
des  hierdurch  bestimmten  Parallelepipedons,  die  zugleich  durch  ihre  GrÖfse 
und  Richtung  die  Qröfse  und  Richtung  des  Hauptdrehungsmomentes  be- 
stimmt. Dafs  dem  wirklich  so  ist,  geht  aus  den  Gleichungen  (8)  hervor. 
Die  GrÖfse  der  so  definierten  Diagonale,  die  in  die  ^-Achse  fallen  möge, 
ist  nämlich 
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(9)  Mo  =  VmJ  +  My^  +  M.\ 

während  ihre  Bichtungkosinus  • 

sind.    Setzen  wir  diese  Werte  in  (8)  ein,  so  wird  in  der  That 

M^^  =  Mo, 

femer  bei  Berücksichtigung  von  §  52,  (4) 

Mr,  =  Mo  (or,ft  +  orgft  +  ««ft)  =  0 

und  ebenso 

Ml;  =0. 

Wählen  wir  die  Achse  des  Hauptdrehungsmomentes  zur  a;- Achse,  so 
nehmen  die  Gleichungen  (2)  die  vereinfachte  Form  an: 


(11) 


6.  Wenn  die  Bewegungsgleichungen  (2)  zur  Anwendung  brauchbar 
sein  sollen,  so  müssen  die  linken  Seiten  so  transformiert  werden,  dafs  in 
ihnen  als  Unbekannte  nur  die  noch  fehlenden  Bestimmungsstücke  der  Be; 
wegung,  'resp.  deren  Differentialquotienten,  auftreten.  Die  Zahl  derselben 
ist  drei,  da  drei  andere  durch  die  Beschreibung  des  Weges  des  Schwer- 
punktes gegeben  sind.  Nach  den  Untersuchungen  von  §  51  und  §  52 
kann  die  Gesamtbewegung  in  jedem  Zeitteilchen  als  eine  Translation 
eines  beliebigen  Punktes,  als  den  wir  den  Schwerpunkt  nehmen  wollen, 
und  eine  Rotation  um  eine  durch  diesen  gehende  Achse  angesehen  werden; 
diese  Achse  ändert  im  allgemeinen  fortwährend  ihre  Lage  im  Baume  sowohl 
wie  im  Körper. 

Die  Verhältnisse  werden  am  Klarsten  werden,  wenn  wir  zunächst 
annehmen,  dafs  eine  Gerade  des  Körpers  festbleibe,  dafs  er  also  um  eine 
Achse  zu  rotieren  gezwungen  sei,  die  übrigens  nicht  durch  den  Schwer- 
punkt zu  gehen  braucht.  Die  x> Achse  möge  die  Rotationsachse  sein.  Die 
Bewegung  besitzt  dann  nur  einen  Grad  der  Freiheit  und  die  erste  der 
Gleichungen  (2)  wird  sie  bis  auf  Konstanten  bestimmen.  Es  ist  in 
diesem  Falle 

für  jeden  Punkt  des  Körpers  eine  von  der  Zeit  unabhängige  Gröfse,  so 
wie  auch  x  dieses  Punktes  keine  Veränderung  erleidet.    Wir  können 

^  aas  r  cos  d,     jer  «=  r  sin  -^ 

setzen  und  haben  infolge  der  Konstanz  von  r 

4* 
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dt 


s   ) 


90   dafs   die  erste  Gleichung  (2)   bei  Vereinfachung  der  Bezeichnung    zu 

oder,  da  der  Drehungswinkel  &■  flir  jedes  r  der  gleiche  ist,   zu 

d%'  .  d'-O" 

wird,  j  ^  ist  die  Winkelgeschwindigkeit,  also  -.j- die  Winkelbeschleuni- 
gung. Die  Gröfse  £mr^^  welche  sowohl  von  der  Massenverteilung  im 
Körper  als  auch  von  der  speziellen  Lage  der  Drehungsachse  in  ihm  ab- 
hängt, heifst  nach  Euler's  Vorgang  das  Trägheitsmoment  für  diese 
Achse.     Wir  können  sagen: 

Bei  der  Drehung  um  eine  Achse  ist  die  Winkelbescblen- 
nigung  gleich  dem  Drehungsmomente  für  diese  Achse,  dividiert 
durch  das  Trägheitsmoment  für  dieselbe^ 

Die  Dimension  des  Trägheitsmomentes  ist 

7.  Das  Drehungsmoment  und  das  Trägheitsmoment  spielen 
bei  der  Drehung  eines  festen  Körpers  um  eine  Achse  eine  ganz  analoge 
Rolle,  wie  die  Kraft  und  die  Masse  bei  der  Bewegung  eines  nfateriellen 
Pimktes.  Statt  sämtlicher  auf  den  Körper  einwirkender  Kräfte  kann  man 
eine  einzige  einführen,  welche  dem  Drehungsmomente  gleich  ist  und  in 
der  Einheit  der  Entfernung  von  der  Achse  in  der  Richtung  der  Drehung 
wirkt.  Ebenso  kann  man  die  sämtlichen  Massenelemente  des  Körpers 
durch  eine  dem  Trägheitsmomente  gleiche  Masse  ersetzen,  welche  in  der 
Einheit  der  Entfernung  von  der  Achse  angebracht  ist.  —  Die  Wirkung 
einer  an  dem  festen  Körper  angreifenden,  in  die  Drehungsrichtung  fallenden 
Kraffc,  ist  der  ersten  Potenz  ihres  Abstandes  von  der  Drehungsachse 
proportional,  wie  wir  dies  schon  früher  erkannt  haben.  Der  Widerstand, 
welchen  ein  Massenteil  der  Winkelbeschleunigung  entgegensetzt,  ist  dem 
Quadrate  jenes  Abstandes  proportional.  Diese  Thatsache  ist  auch  auf 
ganz  elementarem  Wege  zu  erkennen.  Möge  an  einem  im  übrigen  massen- 
losen starren  Systeme  die  Masse  m  einmal  in  der  Entfemtmg  1 ,  einmal 
in  der  Entfernung  r  von  der  Drehungsachse  angebracht  sein,  während 
beide  Male  die  Kraft  P  in  der  Drehungsrichtung  in  der  Entfernung  1  von 
der  Achse  wirkt.  Im  ersten  Falle  können  wir  den  Angriffspunkt  der 
Kraft  mit  dem  Sitze  der  Masse  identifizieren;  die  Beschleunigung  wird 
dieselbe  sein,  wie  wenn  die  Kraft  auf  einen  Funkt  mit  der  Masse  m  ein- 
wirkte, da  die  feste  Achse  der  Bewegung  kein  Hindernis  entgegenstellt. 
Im  zweiten  Falle  können  wir  die  Ejraft  P  in  der  Entfernung  1    durch 
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P 

die  Kraft  —  in   dem   Sitze   der   Masse   ersetzen;   die  Beschleunigung  der 

Masse  ist  daher  nur  der  rte  Teil  der  früheren.  Zugleich  ist  ersichtlich, 
dafs  die  Verschiebung  in  der  Entfernung  r  von  der  Achse  nur  den  rten  Teil 
der  Winkeldrehung  bewirkt,  wie  die  gleiche  Verschiebung  in  der  .Entfer- 
nung 1.  Demnach  reduziert  sich  die  Winkelbeschleunigung  im  zweiten 
Falle  auf  den  r^ten  Teil  derjenigen  im  ersten. 

Bevor  wir  in  der  Behandlung  der  allgemeinen  Bewegungsgleichungen 
des  starren  Systems  fortfahren,  wollen  wir  uns  mit  der  Theorie  der  Träg- 
heitsmomente eingehender  beschäftigen. 

§  57. 
Da8  Trägheitsmoment. 

1.  Der  Ausdruck  fttr  das  Trägheitsmoment 

(1)  ^mr\ 

in  dem  r  die  Entfernung  der  Masse  m  von  der  Drehungsachse  bedeutet, 
geht  für  einen  kontinuierlichen. Körper  in  das  Integral*) 

(2)  lr^dm'=>l  j  j  (ir^dxdydz 

über,  in  welchem  (i  wieder  die  Dichtigkeit  im  Punkte  J,  y,  z  bezeichnet. 
Übrigens  werden  wir  in  der  Folge  meistens  die  Form  (l)  als  die  all- 
gemeinere anwenden.  Die  Trägheitsmomente  für  die  drei  Koordinaten- 
achsen als  Drehungsachsen  werden  durch  die  Ausdrücke 

(3)  2''»  (»*  +  "*)'     2''"(^  +  ^*)'     2''"^^'  +  ^'^ 
oder  die  entsprechenden  Integrale  dargestellt. 

Unsere  nächste  Aufgabe  besteht  darin  zu  untersuchen,  in  welcher  Be- 
ziehung die  Trägheitsmomente  desselben  Körpers  für  verschiedene  Drehungs- 
achsen zueinander  stehen.  Die  sehr  eleganten  und  übersichtlichen  Resultate, 
zu  welchen  diese  Untersuchung  führt,  verdankt  man  Cauchj  und  Poinsot. 

2.  Zuerst  vergleichen  wir  die  Trägheitsmomente  eines  Körpers  für 
Achsen,  welche  durch  denselben  Punkt  gehen,  der  als  Nullpunkt 
des  Koordinatensystems  angenommen  werden  mag.  Eine  beliebige,  durch 
den  Nullpunkt  gehende  Drehungsachse  möge  mit  den  Koordinatenachsen 
die  Winkel  A,  fi,  v  einschliefsen;  es  handelt  sich  darum,  die  Entfernung  r 
eines  Punktes  ar,  y,  z  von  der  Achse  zu  bestimmen.  Zu  diesem  Zwecke 
verbinden  wir  den  Punkt  ar,  y,  z  mit  dem  Nullpunkte  durch  eine  Gerade, 
deren  Richtungskosinus 

X y^ z 

|/i^«^  y «  +7« '      |/a;«  '4-  y«  +  z^ '      j/i*  +  y '  +  -e' 


*)  Bei  der  folgenden  Untersuchung,  in  der  es  sich  um  keine  Bewegung 
des  Körpers  handelt,  denken  wir  uns  das  Koordinatensystem  im  Körper  festgelegt. 
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sind.    Bezeichnet  S  den  Winkel  zwischen  dieser  Geraden  und  der  Drehangs- 
achse, so  ist  bekanntermafsen 

^        X  cos  X  +  y  cos  u  -\-  z  cos  v 

cos  B  = /   ^       '--^ 

Vx'  +  y'  +  z' 

Femer  haben  wir 

r  =  Yx^  +  f  +~z^  .  sin  ©, 
also 

(4)  r*  =  x*  +  y*  +  ^*  ~~  (^  cos  A  +  y  cos  f4  +  £:  cos  v)*, 
eine  Gleichung,  die  auch  infolge  der  Relation 

(5)  cos^  iL  +  cos*  fi  +  cos*  V  ■=  1 
in  die  Form 

I  r«  =  (y*  +  /^)  cos*  i  +  (r*  +  a;*)  cos*  |:*  +  (x*  +  y*)  cos*  v 

—  2yz  cos  ft  cos  v  —  2;efa;  cos  v  cos  A  —  2  xy  cos  iL  cos  f* 

gesetzt  werden  kann. 

Das  Trägheitsmoment  für  unsere  Drehungsachse  lautet  daher 


(6) 


(7) 


2^nir*  —  cos*  iL  ^m  (y*  +  ;?*)  +  cos*  (i^m  {z^  +  x^) 
+  cos*  v^^  w»  (äj*  +  y*)  —  2  cos  jti  cos  v^  myz 
—  2  cos  1/  cos  A^^  mzx  —  2  cos  A  cos  (i  ^^  mxy. 


Die  sechs  Summen,  welche  auf  der  rechten  Seite  auftreten,  sind  fttr 
jede  beliebige  Lage  der  durch  den  Nullpunkt  gehenden  Achse  konstante 
Gröfsen;  die  drei  ersten  insbesondere,  die  Trägheitsmomente  in  Bezug  auf 
die  Koordinatenachsen,  sind  ihrer  Form  nach  stets  positiv.  Sind  diese 
sechs  Gröfsen,  die  wir  durch 

bezeichnen*)  wollen,  bekannt,  so  läfst  sich  mittels  (7)  das  Trägheits- 
moment für  jede  Neigung  der  Drehungsachse  berechnen.  Doch  werden 
wir  sofort  die  sechs  Eonstanten  auf  drei  zurückfahren. 

3.  Zu  diesem  Zwecke  gehen  wir  yon  einer  einfachen  geometrischen 
Interpretation  aus.    Wir  setzen  bei  beliebiger  Wahl  der  Mafseinheit 

,^v  .  cos  X  cos  iir  ^  cos  V 


ysinP'  ySmr*'  Y^mr''' 

wodurch  I,  17,  ^  als  die  Koordinaten  eines  Punktes  der  Drehungsachse, 
der    die   Entfernung    liYZmr*  Tom  Nullpunkte  hat,  definiert  sind.    Die 


*)  Die  drei  Gröfsen  o,,,  Ogi,  Oj,  werden  nach  dem  Vorgänge  von  Bank  ine 
Deviationsmomente  genannt. 
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Wurzel  im  Nenner  wollen  wir  stets  als  positiv  betrachten,  während  wir 
unter  den  beiden  Richtungen  der  Drehungsachse  diejenige  auswählen, 
welche  den  Festsetzungen  von  §  51,  14  entspricht;  die  Vorzeichen  von 
cos  >l,  cos  fi,  cos  V  sind  hierdurch  eindeutig  bestimmt.  Dann  geht  (7) 
über  in 

(10)  a,,S«  +  a,2^«  +  fl38f«— 2a23  9/?-  2  a^^n  -  2  a^^^rj  =  1. 

Dies  ist,  wenn  |,  rj^  f  als  variable  Punktkoordinaten  aufgefafst  werden, 
die  Gleichung  einer  Fläche  zweiter  Ordnung.  Die  Gröfsen  $,  17,  f  können 
nach  (9)  nur  dann  unendlich  werden,  wenn  Zmr^  =  0  wird.  Da  aber 
sämtliche  Glieder  der  Summe  po^sitiv  sind,  so  kann  dies  nur  eintreiFen, 
wenn  für  sämtliche  Punkte  des  Systems  r  =  0  wird,  d.  h.  wenn  sich 
das  starre  System  auf  eine  Gerade  reduziert,  welche  hier  die  Drehungs- 
achse ist.  Diesen  Fall  können  wir  von  der  Untersuchung  ausschliefsen. 
In  jedem  andern  Falle  bleiben  §,  ?;,  f  tiberall  endlich,  die  Gleichung  [\0) 
stellt  also  ein  Ellipsoid  dar.  Dasselbe  heifst  das  Trägheitsellipsoid 
für  den  gewählten  Nullpunkt;  die  Achsen  desselben  heifsen  die  Haupt- 
trägheitsachsen und  die  Trägheitsmomente  ftir  letztere  die  Haupt- 
trägheitsmomente. 

Nehmen  wir  die  Achsen  des  Ellipsoids  zu  Koordinatenachsen,  so 
ninunt  (10)  bekanntermafsen  die  vereinfachte  Form 

(10a)  «nl'  +  «22^'  +  «88S'  =  l 

oder  (7)  die  Form 

(11)  ^^mr^  =  a^i  cos*X  +  a^^  cog*|tt  +  «33  cos*v 
an,  worin 

(12)  a.,=2''»(y*  +  ^*)'  ««  =2''"  ('*  + '^')'  «^«=2''"^'''  +  ^') 
die  drei  Hauptträgheitsmomente  bedeuten.    Die  Achsen  des  Ellipsoids  sind 

1  1  1 

So  erhalten  wir  des  wichtigen  Satz: 

Die  Trägheitsmomente  ftir  alle  durch  denselben  Punkt 
gehenden  Drehungsachsen  sind  durch  die  Lage  der  letzteren 
vollkommen  bestimmt,  wenn  die  drei  Hauptträgheitsmomente, 
welche  sich  auf  drei  zueinander  senkrechte  Achsen,  die  Haupt- 
trägheitsachsen beziehen,  bekannt  sind.  Ftir  eine  dieser  Achsen 
(falls  alle  drei  Hauptträgheitsmomente  verschieden  sind)  wird 
dasTrägheitsmoment  einMaximum,  ftir  eine  andere  einMinimum, 
ftir  die  dritte  weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum.  Denkt 
man  sich  auf  diesen  drei  Achsen  vom  Schnittpunkte  aus  Strecken 
abgetragen,  welche  den  reciproken  Werten  der  Quadratwurzeln 
aus   den  entsprechenden  Trägheitsmomenten  gleich*)  sind  und 

*)  Natürlich  nur  numerisch  gleich  bei  passend  gewählten  Einheiten. 
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macht  sie  zu  den  Halbachsen  eines  Ellipsoids,  so  giebt  der 
Tom  Mittelpunkte  nach  einem  Punkte  der  Oberfläche  gezogene 
Strahl  den  reciproken  Wert  aus  der  Quadratwurzel  des  Träg- 
heitsmomentes für  diesen  Strahl  als  Achse  an. 

Werden  zwei  Achsen  des  Ellipsoids  gleich,  so  hat  das  Trägheits- 
moment für  alle  in  deren  Ebene  gelegenen  Achsen  den  gleichen  Wert; 
die  auf  dieser  Ebene  senkrechte  Achse  mufs  dann  als  Hauptträgheitsacbse 
im  engeren  Sinne  bezeichnet  werden.  Wird  das  Ellipsoid  zur  Kugel,  d.  h. 
werden  seine  drei  Achsen  gleich,  so  hat  das  Trägheitsmoment  für  jede 
Richtung  seiner  Achse  denselben  Wert. 

4.  Sehr  einfach  erledigt  sich  die  Frage  nach  dem  Einflüsse  einer 
Parallelverschiebung  der  Drehungsachse  auf  den  Wert  des  Träg- 
heitsmomentes. Identifizieren  wir  die  Drehungsachse  mit  der  x- Achse,  so 
können  wir  durch  die  Substitution 

ein  neues  Koordinatensystem  einführen,  dessen  $- Achse  durch  Parallel- 
verschiebung  der  jr- Achse  erhalten  wird.  Nun  ist  das  Trägheitsmoment 
für  die  ar-Achse 

(    y»^  (/  +  ^-*)  =  y«»  [{v  +  by  +  (r  +  cf] 

(13)  {      —^  ^^ 

1  =^f»  iv'  +  n  +  2  b^mr,  +  2  c^m^  +  (b*  +  c*)^'«- 

Diese  Gleichung  vereinfacht  sich  wesentlich,  wenn  der  Schwerpunkt 
des  Körpers  der  Nullpunkt  des  Systems  |,i?,?  ist;  denn  nach  §  65,  (3) 
ist  alsdann 

Setzen  wir  wieder 

so  wird 

(14)  ^m  (y*  +  z*)  ^2»»  ("'  +  £•)  +  (^*  +  <^)  ^- 

Auf  der  linken  Seite  von  (14)  steht  das  Trägheitsmoment  ftir  eine  be- 
liebige Achse,  die  willkürlich  zur  a::- Achse  gemacht  wurde,  auf  der  rechten 
das  Trägheitsmoment  für  eine  hierzu  parallele  Achse,  welche  durch  den 
Schwerpunkt  geht,  und  das  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  die  letztere 
Achse    für    die    Gesamtmasse    des    Körpers,    welche    in    der   Entfemang 

Yb^  -f-  c^  von  dieser  Achse,  d.  h.  in  einem  Punkte  der  früheren  Achse 
anzubringen  ist.    Wir  haben  den  Satz: 

Das  Trägheitsmoment  eines  Körpers  für  eine  beliebige 
Achse  wird  erhalten,  indem  man  das  Trägheitsmoment  für  eine 
zu  ihr  parallele  Achse,  welche  durch  den  Schwerpunkt  geht, 
bestimmt  und  es  um  das  Trägheitsmoment  eines  materiellen 
Punktes,  welcher  die  Gesamtmasse  des  ganzen  Körpers  enthält 
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und  um  die  Entfernung  der  beiden  Achsen  von  der  letzteren 
Achse  absteht,  in  Bezug  auf  diese,  vermehrt. 

Da  die  Glieder  von  (14)  wesentlich  positiv  sind,  so  ist  das  Träg- 
heitsmoment für  irgend  eine  Achsenrichtung  ein  Minimum,  wenn 
die  Achse  durch  den  Schwerpunkt  geht;  es  ist  desto  gröfser, 
je  weiter  die  Achse  vom  Schwerpunkte  entfernt  ist. 

Das  Trägheitsellipsoid,  welches  den  Schwerpunkt  zum  Mittelpunkte 
hat,  heifst  das  Zentraltr&gheitsellipsoid;  die  Hauptachsen  desselben 
heifsen  die  Hauptträgheitsachsen  des  Schwerpunktes,  die  auf  sie 
bezogenen  Trägheitsmomente  die  Hauptträgheitsmomente  des  Schwer- 
punktes. Die  Zusammenfassung  aller  gefundenen  Sätze  liefert  das  wichtige 
Resultat,  dafs  die  Kenntnis  der  Hauptträgheitsmomente  des 
Schwerpunktes  und  der  Masse  des  Körpers  genügt,  um  sein 
Trägheitsmoment  für  eine  beliebige  Achse  von  bekannter  Rich- 
tung und  bekanntem  Abstände  vom  Schwerpunkte  zu  bestimmen. 
Wir  sind  hierdurch  in  den  Stand  gesetzt,  die  Bewegung  eines  Körpers 
in  wichtigen  Fällen  ohne  jede  Rücksichtnahme  auf  seine  Gestalt  zu  ver- 
folgen, wenn  nur  die  angegebenen  Gröfsen  bekannt  sind. 

In  der  Folge  wollen  wir  die  Hauptträgheitsmomente  des  Schwer- 
punktes für  einige  homogene  Körper  von  einfacher  Gestalt  bestimmen. 
Bemerkt  möge  hierbei  noch  werden,  dafs  das  Trägheitsmoment  eines  festen 
Komplexes  von  Körpern  in  Bezug  auf  irgend  eine  Achse  der  Summe  der 
Trägheitsmomente  der  einzelnen  Körper  gleich  ist,  was  aus  der  Definitions- 
gleichung unmittelbar  hervorgeht. 

5«  Bei  der  Berechnung  der  Trägheitsmomente  handelt  es  sich  vor 
allem  um  die  Bestimmung  der  Lage  der  Hauptträgheitsachsen,  insbesondere 
der  durch  den  Schwerpunkt  gehenden.  In  vielen  Fällen  brauchen  dieselben 
nicht  durch  ausführliche  Rechnung  gefunden  zu  werden,  was  die  analy- 
tische Reduktion  der  Gleichung  (10)  erfordert,  deren  Koeffizienten  direkt 
zu  berechnen  sind-,  vielmehr  genügen  oft  einfache  Schlüsse  zu  ihrer  Be- 
stinimung. 

Ist  die  Massenverteilung  in  Bezug  auf  verschiedene  Geraden  des 
Systems  gleich  oder  sjnunetrisch  gleich,  so  kommen  ihnen  gleiche  Träg- 
heitsmomente zu.  Stehen  zwei  solche  durch  denselben  Punkt  gehende 
Achsen  aufeinander  senkrecht,  so  müssen  sie  notwendigerweise  Hauptträg- 
heitsachsen sein,  da  ein  Ellipsoid  keine  gleichen  und  aufeinander  senk- 
rechten Durchmesser  besitzt,  welche  nicht  zugleich  Hauptachsen  sind.  Die 
dritte  Hauptträgheitsachse  ist  durch  die  beiden  gefundenen,  wie  immer,  mit- 
bestimmt, da  sie  auf  ihnen  senkrecht  steht.  Besitzen  mehr  als  zwei  durch 
denselben  Punkt  gehende  Geraden  in  einer  Ebene  gleiche  Trägheits- 
momente, so  müssen  alle  durch  den  Punkt  gehenden,  in  derselben  Ebene 
gelegenen  Achsen  gleiche  Trägheitsmomente  aufweisen,  d.  h.  die  Ebene 
mufs  die  Äqüatorebene  des  Trägheitsellipsoids  sein,  das  hier  in  ein  Rotations- 
ellipsoid übergeht.  Eine  Ellipse  kann  nämlich  nicht  mehr  als  zwei  gleiche 
Durchmesser  haben,  wenn  sie  nicht  ein  Kreis  ist.    Die  dritte  Hauptträg- 
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heitsachse  steht  wieder  auf  dieser  Ebene  senkrecht.  So  ist  die  Achse 
eines  homogenen  Rotationskörpers  für  jeden  ihrer  Punkte  die  einzelne 
Hauptträgheitsachse;  die  Trägheitsachsen  in  einer  Parallelkreisebene  sind 
alle  gleich. 

Sind  die  Massenteile  eines  Körpers  zu  einer  Ebene  symmetrisch  ge- 
legen, so  dafs  in  einem  auf  der  Ebene  errichteten  Perpendikel  beiderseits 
in  gleicher  Entfernung  von  der  Ebene  gleiche  Massenteile  liegen,  so  ist 
jedes  solche  Perpendikel  für  seinen  Eufspunkt  eine  Hauptträgheitsachse; 
die  beiden  anderen  Achsen  müssen  daher  in  die  Symmetrieebene  fallen.  Da 
nämlich  das  Trägheitsellipsoid  für  einen  Punkt  der  Symmetrieebene  not- 
wendigerweise zu  letzterer  symmetrisch  liegt,  so  mufs  eine  seiner  Haupt- 
ebenen in  die  Symmetrieebene  fallen,  woraus  das  Übrige  folgt.  Besitzt 
ein  Körper  drei  aufeinander  senkrechte  Symmetrieebenen,  so  sind  ihre 
Schnittlinien  die  Hauptträgheitsachsen  für  ihren  Schnittpunkt. 

Das  Centralträgheitsellipsoid  eines  jeden  der  fünf  regu- 
lären Polyeder  ist  eine  Kugel.  Dies  ist  bei  jedem  einzelnen  leicht 
nachzuweisen.  Beim  regulären  Tetraeder  z.  B.  mufs  nach  dem  Vorher- 
gehenden jede  durch  ein  Höhenperpendikel  und  eine  dasselbe  schneidende 
Kante  gelegte  Ebene  zwei  Hauptträgheitsachsen  enthalten  u.  s.  w. 

6.  Der  Schwerpunkt  eines  homogenen,  rechtwinkligen  Parallel- 
epipedons  ist  dessen  Mittelpunkt.  Nach  den  letzten  Betrachtungen  sind 
die  drei  durch  denselben  gehenden,  zu  den  Seiten  parallelen  Geraden  die 
Hauptträgheitsachsen  des  Schwerpunktes.  Nehmen  wir  diese  drei  (reraden 
als  Koordinatenachsen  und  setzen  die  Seitenlängen  des  Parallelepipedons 
gleich  2a,  2&,  2c,  so  ist  das  Trägheitsmoment  für  die  Achse  2a: 

+  a   +6  +c 

A  =  ^fj  J(i/  +  e*)  dx  dy  de 


-a  -b  — c 

+a   +6 


+a  +* 

=  2(kcJ  j  (y'  +  jjdxdy 


-a  -6 

+a 


nß. 


3 

— a 

oder 

(15)  Ä  = 3 3 , 

und  analog  sind  die  Trägheitsmomente  für  die  Achsen  25  und  2c*) 

*)  Die  Trägheitsmomente  für  Körper  sind  allgemein  Yom  fünften  Grade  in 
den  Liniengröfsen ,  da  das  Quadrat  einer  Strecke  nnd  eine  Masse,  die  in  den 
LiniengTÖfsen  kubisch  ist,  als  Faktoren  darin  erscheinen. 
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„        Sttabc(c*  +  a*)         Jf  (c*  +  a*) 
"^ 3 '^ 3 ' 

O    ^s^        ■  sss   . • 

3  3 

7.  Bei  dem  homogenen,  geraden  Ereiscylinder  (Länge  «»27, 
Radius  =  r)  ist  wieder  der  Mittelpunkt  der  Schwerpunkt;  die  Achse  ist 
die  eine  Hauptträgheitsachse,  während  für  die  dazu  senkrechten  Richtungen 
die  Trägheitsmomente  gleich  werden. 

Der  Schwerpunkt  sei  der  Nullpunkt  des  Koordinatensystems,  die 
Cjlinderachse  die  ;sr-Achse.     Setzen  wir 

rr  =  (>  cos  '^,     y  =  9  sin  6", 
so  ist  das  Trägheitsmoment  für  die  Cjlinderachse  durch 

■i-i     r    2jt 

L  ^=' (A  I     I  JQ^dedQdd^ 

__/       o       o 

dargestellt.     Die  Ausführung  der  Integration  liefert 

(17)  L  —  nfilr^=^. 

Für  eine   durch  den  Schwerpunkt  gehende,   zur  Cylinderachse   senk- 
rechte Achse  (die  ^- Achse),  hahen  wir  das  Trägheitsmoment 


^  "  dJß 


{/  +  f?)dxdydz, 
— « 


worin  die  Grenzen  für  die  Integration  nach  x  und  y  durch  die  Gleichung 

aj«  +  y«  =  r^ 
gegeben  sind.     Wir  haben 


oder 


r    %ft 


B  =  ^l^lJjQ  (f  sin«  »  +  y)  dp  d» 

o      o 


oder 


B 


oder  schliefslich 

(18)  Jj=.2«^Jr»(^  +  J)  =  lf(^+^). 

Die  Trägheitsmomente  eines  Hohlcjlind^rs  können  als  die  Differenz 
derjenigen  zweier  VoUcylinder  dargestellt  werden. 
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8.  Als  Trägheitsmoment  einer  homogenen  Engel  mit  dem  Radius  r 
fdr  einen  beliebigen  Durchmesser  als  Achse,  der  als  x- Achse  angenommen 
wird,  finden  wir 


■r  » 


4-r 


0 

—  r 

0 

-xj 

dx  = 

nfi 
2 

r*x  — 

8 

• 

f 6  " 

= 

2Jlfr* 
5 

oder 
(19) 

9«    Der  Schwerpunkt  des  homogenen  Ellipsoids  mit  der  Ober- 
flächengleichung 

(20)  -:;  + .»;  +  .•:-. 

ist  der  Mittelpunkt,  die  Hauptträgheitsachsen  für  denselben  sind  die  Haupt- 
achsen des  Ellipsoids.     Setzen  wir 

(21)  a;  =  a|,     y  =  'br\,     z  =  et, 

so  genügen  £,  i},  S^  der  Kugelgleichung 
(21a)  |«  +  ,«+j«=l. 

Das  Trägheitsmoment  ftlr  die  Achse  2  a  ist 

Ä  =  fA  I  I  I  {y*  +  z^)dx  dy  de, 

wo    die   Integration    der   Gleichung   (20)   entsprechend    auszudehnen    ist 
Führen  wir  die  Substitution  (21a)  aus,  so  wird 

Ä  =  ahcfi  f  f  ßhW  +  c'f«)  d^  dfi  df , 

wo  jetzt  die  Integrationsgrenzen  der  Eugeloberfläche  (21a)  zu  entsprechen 
haben.     Da  aber  bei  diesen  Grenzen  mit  Hilfe  von  (19) 

Udldridt^ßUldndt  =  \J{ri^  +  f)didndt  =  ^-^ 
ist,  so  folgt 

(^jj;                         ^  =               15               —           6 
und  ebenso  für  die  beiden  andern  Achsen 
(22a)  J?-= ,      C  = g 

10«  Der  Schwerpunkt  eines  homogenen,  geraden  Kreiskegels  mit 
dem  Radius  r  und  der  Höhe  h  liegt  auf  seiner  Achse  in  der  HOhe  \h 
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über  der  Grundfläche.     Für  die  Achse  des  Kegels  haben  wir,  falls  die 
j-Achse  in   sie   gelegt  und  die  Spitze   zum  Nullpunkte   genommen  .wird, 

rx 
h      IT    %n  h 


H  =  i^J  J  fnUxdad»  =  w/**' 


dx 
#/    f/    •/  §/ 

O  0  O  0 

oder 


(23)  H  =  ^^^:^  =  ^"- . 

Um  auch  das  Trägheitsmoment  22  für  eine  durch  den  Schwerpunkt 
gehende,  zur  Kegelachse  senkrechte  Drehungsachse  zu  finden,  be- 
trachten wir  zunächst  das  Trägheitsmoment  B'  einer  hierzu  pturallelen, 
durch  die  Spitze  gehenden  Achse.     Wir  haben 


22'  = 


rx 

~h      %n  h 

~        6 


'=f*r  r  Cx\dxdqd^= ^^^  fx^dx^^ 


und  nach  (14) 

B  =  B'- 

oder 

(24) 

16-^ 


BMh' 

SO 


11«  Zwei  feste  Körper,  welche  gleiche  Masse  und  für  den  Schwer- 
punkt gleiche  Hauptträgheitsmomente  besitzen,  haben  für  alle  entsprechen- 
den Punkte  und  Richtungen  gleiche  Trägheitsmomente;  sie  heifsen  äqui- 
valente Systeme.  Zu  jedem  beliebigen  festen  Körper  läfst 
sich  ein  äquivalentes  homogenes  Ellipsoid  konstruieren.  Aus 
(22)  und  (22  a)  folgt  nämlich  für  die  Halbachsen  eines  solchen  EUipsoids 

(25)  a—       -  ^j^ ,     h -^ ,     c 2^—     . 

Da  man  M  durch  geeignete  Wahl  der  Dichtigkeit  für  beliebige  a^  h^  c 
jeden  Wert  geben  kann,  so  lassen  sich  hiemach  a,  b^  c  zu  gegebenen 
A^  Bj  C  bestinunen,  falls  nur  die  Summe  je  zweier  Hauptträgheits- 
momente für  den  Schwerpunkt  gröfser  ist  als  das  dritte.  Dies 
ist  aber  in  der  That  der  Fall,  wie  aus  (12)  unmittelbar  abzuleiten  ist. 
Nach  Heye  kann  man  zu  jedem  Körper  ein  äquivalentes  System  von 
vier  Massenpunkten  konstruieren.  Weitere  Bestimmungen  von  speziellen 
Hauptträgheitsmomenten,  z.  B.  auch  für  ebene  Figuren,  sowie  weitere 
allgemeine  Sätze  und  Litteraturangaben  findet  man  hei  Schell  a.  a.  0. 
B.  1,  p.  100  ff. 
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§  58. 

Das  physisohe  Pendel,  das  Beversionspendel  und  die  bifllare 

Aufhängung. 

1«  Die  Untersuchungen  der  beiden  letzten  Paragpraphen  geben  uns 
die  Möglichkeit,  die  Bewegung  eines  starren  Körpers  um  eine  feste  Achse, 
die  wir  der  Einfachheit  halber  als  wagrecht  annehmen  wollen,  infolge 
der  Schwerkraft  zu  ermitteln.  Ein  in  dieser  Weise  befestigter  Körper 
heifst  ein  physisches  Pendel*). 

Wir  nehmen  die  positive  x- Achse  vertikal  nach  aufwärts  gerichtet 
an,  während  die  ;er- Achse  die  Drehungsachse  bildet.  Fällt  der  Schwer- 
punkt des  starren  Körpers  in  die  Drehungsachse,  so  foidet  indifferentes 
Gleichgewicht  statt;  andernfalls  befindet  sich  das  System  im  stabilen 
Gleichgewichte,  wenn  der  Schwerpunkt  vertikal  unter  der  Drehungs- 
achse liegt.  Wir  beschreiben  die  Bewegung  des  Körpers  dadurch,  dafs 
wir  den^  Winkel  a  angeben,  welchen  das  vom  Schwerpunkte  auf  die 
Drehungsachse  gefällte  Perpendikel  zur  Zeit  ^  mit  seiner  vertikalen  Gleich- 
gewichtslage bildet**);  für  positive  y  sei  a  positiv. 

Aus  §  56,  (12)  folgt  bei  geeigneter  Änderung  der  Bezeichnung, 
wenn  r  der  Abstand  eines  Punktes  von  der  Drehungsachse  ist, 


Bezeichnen  $,17,  ^  die  laufenden  Koordinaten  des  Schwerpunktes,  M  die 
Gesamtmasse  des  Körpers,  q  den  Abstand  des  Schwerpunktes  von  der 
Drehungsachse,  so  wird 


8ID  a 
dt*  £mr*  ~~  2m? 


Der  Nenner    der    rechten   Seite    ist   das   Trägheitsmoment   des   Körpers, 
bezogen  auf  die  Drehungsachse. 

Vergleichen  wir  diese  Gleichung  mit  der  Gleichung  (l)  in  §  17,  die 
wegen  s  =  la  auch  in  die  Form 

/o\  d^a  g    . 

(3)  -^ -f-sin« 

gesetzt  werden  kann,  so  erkennen  wir,  dafs  beide  für 

(4)  ,  -  ^ 

identisch  werden.     Dies  giebt  den  Satz: 

Jedes  physische   Pendel   stimmt   in    seinen    Schwingungen 


*)  Im  weiteren  Sinne  ist  jeder  schwere  feste  Körper,  welcher  in  einem 
Punkte  befestigt  ist,  als  ein  physisches  Pendel  zu  beseichnen. 

**)  Den  erstgenannten  Fall,  wo  der  Schwerpunkt  in  die  Drehungsachse  fällt, 
brauchen  wir  hier  nicht  zu  untersuchen. 
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vollkommen   überein  mit  einem  in   einer  Ebene   schwingenden 
Fadenpendel,  dessen  Länge  durch  (4)  bestimmt  ist. 

2.  Besteht  das  physische  Pendel  aus  Teilen,  deren  Hauptträgheits- 
momente für  ihre  Schwerpunkte  sich  finden  lassen,  so  hat  es  keine 
Schwierigkeit,  die  Länge  des  korrespondierenden  Fadenpendels  zu  berechnen. 
So  kann  man  z.  B.  die  Rechnung  durchführen  für  den  Fall,  dafs  das 
Pendel  aus  einem  homogenen  cylindrischen  oder  parallelepipedischen  Stabe 
und  einer  Kugel  zusammengesetzt  ist  u.  dgl.  m.  Wir  behandeln  den  ein- 
fachen Fall  eines  homogenen  Stabes-  von  der  Gestalt  eines  Parallel- 
epipedons,  dessen  Kanten  2a,  26,  2c  betragen,  und  dessen  Drehungs- 
achse der  Kante  2  c  parallel  in  der  Mitte  der  Breite  2  h  und  im  Abstände  q 
^vom  Schwerpunkte  den  Körper  durchdringt.  Nach  §  57,  (14)  und  (16) 
ist  hier  bei  der  Dichte  fi 

(5)  2'-'^  -=  ^^^V*^ + ^^'. 

woraus 

(6)  i = --+4'i»^' 

folgt. 

Ist  h  sehr  klein  gegen  a,  so  kann 

gesetzt  werden.     Liegt  die  Drehungsachse  am  Ende  des  im  Vergleich  »zu 
seiner  Länge  2  a  sehr  schmalen  stabförmigen  Pendels,  so  ist 

Die  Schwingungsdauer  eines  homogenen  stabförmigen  Pen- 
dels von  geringer,  aber  gleichförmiger  Dicke  ist  also  der- 
jenigen eines  Fadenpendels  Ton  f  seiner  Länge  gleich. 

3«  Besteht  das  physische  Pendel  aus  einer  homogenen,  schweren 
Kugel  Tom  Radius  r,  welche  an  einem  massenlosen  Faden  yon  der 
Länge  q  (bis  zum  Mittelpunkte  der  Kugel  gemessen)  aufgehängt  ist,  so 
haben  wir  nach  §  57,  (14)  und  (19) 

'^-  +  M,^ 

^  Mq 

oder 

(8a)  j^^  +  ll". 

Die  Länge  des  korrespondierenden  einfachen  Pendels  ist   also 

gröfser  als  (>,  jedoch  bei  r  <  (>  kleiner  als  q  +  -r-r. 

4,  Wenn  derselbe  starre  Körper  unter  Einflufs  der  Schwere  um 
zwei  yerschiedene  Drehungsachsen  1  und  2  schwingt,  welche  einander 
parallel  sem  mögen,  so  wird  die  Schwingungsdauer  in  beiden  Fällen  im 
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allgemeinen,  eine  verschiedene  sein.  Wir  suchen  die  Bedingung,  wann 
beide  Schwingungsdauem  oder,  was  auf  dasselbe  hinausläuft,  die  Längen 
ly  und  l^  der  beiden  korrespondierenden  Eadenpendel  gleicji  werden. 

Sind  ri  und  r^  die  senkrechten  Abstände  der  Achsen  1  und  2  vom 
Schwerpunkte,  ist  A  das  Trägheitsmoment  des  Körpers  mit  der  Masse  M 
für  eine  Achse,  welche  parallel  zu  1  und  2  durch  den  Schwerpunkt  geht, 
so  haben  wir  nach  (4)  und  Früherem 

w  '.--■^.  -.-H^- 

Die  Gleichsetzung  beider  Oröfsen  giebt  die  Bedingung 

(10)  ^(ri  —  rj)  =  Mf\r^  (r^  —  r^). 

Aufser  der  selbstsverständlichen  Lösung  r^  »  rj  liefert  (lO)  die  Bedingung 

(11)  Ä^Mr^r^. 

Setzt  man  diesen  Wert  für  Ä  in  (9)  ein,  so  erhält  man 

(12)  l^  =  l^  =  r,+r^. 

Gelingt  es  also,  ein  physisches  Pendel  so  herzurichten,  dafs 
es  für  zwei  parallele  Schwingungsachsen  gleiche  Schwingungs- 
dauer erhält,  so  ist  die  Summe  der  Abstände  des  Schwerpunktes 
Yon  den  beiden  Drehungsachsen  die  Länge  des  korrespondie- 
renden Fadenpendels  (für  beide  Achsen),  falls  nicht  der  Schwer- 
punkt von  beiden  Achsen  gleichweit  entfernt  ist. 

Liegt  insbesondere  der  Schwerpunkt  in  der  Ebene  der 
beiden  Drehungsachsen  (zwischen  diesen),  so  ist  der  Abstand 
der  letzteren  der  Länge  des  korrespondierenden  Fadenpendels 
gleich. 

Dieser  Satz  bildet  die  Theorie  des  bekannten  Bohnenberger'schen 
Beyersionspendels. 

An  einem  Stabe  sind  zwei  parallele  Schneiden,  yon  denen  die  eine 
verschiebbar  ist,  angebracht;  zwischen  beiden  befindet  sich  eine  schwere 
Metalllinse,  deren  Schwerpunkt  in  die  Ebene  der  Schneiden  fällt.  Gelingt 
es  nun,  die  eine  Schneide  so  zurechtzuschieben,  dafs  für  beide  Schneiden 
die  Schwingungsdauer  die  gleiche  wird,  ohne  dafs  der  Schwerpunkt  in 
ihre  Mitte  rückt,  so  giebt  der  Abstand  der  Schneiden  die  Länge  des 
korrespondierenden  Fadenpendels  an. 

In  etwas  modifizierter  Anwendung,  auf  die  wir  hier  nicht  eingehen, 
bildet  das  Beyersionspendel  das  genaueste  Hilfsmittel,  um  die  Intensität 
der  Schwerkraft  für  einen  Ort  zu  bestinmien. 

5«  Nahe  yerwandt  mit  der  Pendelbewegung  sind  die  Schwingungen, 
welche  ein  bifilar  aufgehängter  Körper  infolge  der  Schwerkraft  ausführte 
Zwei  imausdehnbare,  massenlose  und,  wenn  man  will,  als  starr  anzu- 
sehende Fäden  yon  der  gleichen  Länge  l  seien  mit  ihren  oberen  End- 
punkten in  gleicher  Höhe  in  einer  Entfernung  2d  yoneinander  befestigt 
Die   unteren  Endpunkte   seien   an   zwei   Punkten   eines   starren   Systems 
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Fig.  11. 


befestigt,  welche  ebenfalls  den  Abstand  2(1  haben.  In  der  Gleichgewichts- 
lage werden  dann  die  Fäden  —  allgemein  freüich  nur,  wenn  sie  als 
starr  angenonunen  werden  —  vertikal  und  also  parallel  zueinander  sein. 
Wird  das  System  aus  seinem  Oleichgewichte  gebracht,  so  gelangen  die 
unteren  Endpunkte  in  eine  höhere  Lage,  so  dafs  die  Schwere  sie  in 
die  Gleichgewichtslage  zurückzuführen  strebt.  Die  Verbindungslinie  der 
beiden  unteren  Endpunkte  der  Fäden  wird  dann  um  ihren  Mittelpunkt 
Oszillationen  ausführen;  von  den  sonstigen  Bewegungen  des  schweren 
Körpers  soll  abgesehen  werden.  Es  ist  einleuch- 
tend, dafs  die  Änderungen  in  der  Höhenlage  der 
immer  horizontalen  Verbindungslinie  gegen  die  Hori- 
zontalbewegung sehr  klein  sind,  wenn,  wie  in  der 
Folge  angenommen  werden  soll,  d  gegen  l  sehr 
klein  ist.  Es  wird  genügen,  das  Moment  der  hori- 
zontal und  senkrecht  gegen  die  Verbindungslinie 
gerichteten  Kraftkomponenten,  sowie  das  Trägheits- 
moment des  Körpers  in  Bezug  auf  die  Gerade  als 
Achse,  welche  vertikal  in  der  Mitte  der  beiden 
Fäden  läuft,  zu  bestimmen. 

Ist  (Fig.  11)  AB  jene  Verbindungslinie  der 
Befestigungspunkte  des  Körpers  in  der  Gleich- 
gewichtslage, ÄiBi  in  einer  um  den  Winkel  a 
gegen  AB  geneigten  Lage,  so  ist  unter  Vernach- 
lässigung von  GrÖfsen  höheren  Kleinheitsgrades 
als  d 


2d  sin  — 


BBj^  =  ÄÄi  = 

Sind  C  und  D  die  Aufhängungspunkte  der  beiden  Fäden  und  setzt  man 

^  ACA^  =  BDB,  =  q>, 
so  hat  man,  da  q>  sehr  klein  ist, 

AA^  =  BB^  =  l  sin  qp. 


also 


(13) 


2d  sin 


a 


) 


sm  9 


Die  Schwere  sucht  die  Punkte  A^  und  B^  nach  A  und  B  hin  zu 
bewegen  und  zwar  mit  einer  Ejuft,  welche  aus  der  Theorie  der  Kreis- 
pendelbewegung hervorgeht;  beide  Fäden  spielen  nämlich  in  gewisser  Hin- 
sicht die  Bolle  des  Pendelfadens.  Aus  §  17,  (l)  ist  ersichtlich,  dafs  die 
Kraft,  welche  die  Endpunkte  beider  Fäden  mit  dem  Teile  der  Körper- 
masse ilf,  der  auf  jeden  entfällt,  erfahren,  zusammen 


(14) 


gM  sin  9)  = 


2g  Md  sin 


2 


l 


Rausenberger,  analyt  Meohunik.  II. 
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beträgt.     Wollen  wir  das  Drehungsmoment  bilden,   so   müssen  wir  diese 

Kraft  auf  die  Normale  zu  A^B^^  die  mit  ÄÄ^  und  BB^  den  Winkel  — 

einschliefst,  projizieren.    Da  der  Hebelarm  d  ist,  so  erhalten  wir  für  das 
Drehungsmoment 

2g Md*  sin  ---  cos  — -  _,  ,,    . 

/,    V                                 ^                  2           2               gMd*  am  cc 
(15)  _-      --^ ?—^ 

Bezeichnen  wir  das  Trägheitsmoment  des  schweren  Körpers  in  Bezug  auf 
die  Drehungsachse  des  Systems  mit  A^  so  erhalten  wir  nach  §  56,  (12) 

,^  .,v  d-a  gMd*  hin  a 

(1")  ^---       lA         ' 

Dies    ist    aber    wieder   die    Bewegungsgleichung    eines    Faden- 
pendels mit  der  Länge 

(17)  L  = 


lÄ 


Die  bifilare  Aufhängung  ist  deshalb  von  grofser  Wichtigkeit,  weil 
sie  durch  Beobachtung  der  Schwingungsdauer  das  Trägheitsmoment  des 
aufgehängten  Körpeis  für  die  Drehungsachse  bestimmen  läist.  Die  Zu- 
sammenstellung dieser  Beobachtung  mit  entsprechenden  an  Körpern,  deren 
Trägheitsmoment  bereits  bekannt  ist,  giebt  die  Möglichkeit,  sich  von 
den  Gröfsen  ^,  d,  l  ^rei  zu  machen.  Bei  Beobachtungen  über  Magnete 
namentlich  spielt  die  bifilare  Aufhängung  eine  grofse  Bolle. 

§  59. 

• 

Fortsetzung  der  Theorie  der  Bewegungsgleiohiingen  eines  starren 

Systems:  die  Euler* sehen  Gleichungen. 

1.  Wir  führten  in  §  56  die  sechs  Bewegungsgleichungen  des  starren 
Systems  auf  drei  Gleichungen,  welche  die  Bewegungen  des  Schwerpunktes 
bestimmen,  und  die  drei  weiteren 

■Z»  (» S  - '  S)  -2<^^  -  ^  '■), 

(1)  .  ^m  [z  '^  J  -  X  ^^y  ^^(^X  -  xZ), 

zurück.  Die  letzteren  bedürfen  noch  der  Umformung,  weil  ihre  linken 
Seiten  die  Koordinaten  sämtlicher  Funkte  des  Systems  enthalten,  während 
schon  die  Angabe  der  jeweiligen  Lage  dreier  solcher  genügt,  um  die  Be- 
wegung des  Systems  eindeutig  zu  beschreiben.  Am  elegantesten  finden 
wir  die  Bestimmungsstücke  der  Bewegung  des  starren  Systems,  wenn 
wir  auf  die  Eesultate   des  §  52   zurückgreifen.     Durch  die   Gleichungen 
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(1)  oder  (2)  jenes  Paragraphen  setzen  wir  die  Beziehungen  zwischen 
unserem  bisherigen,  im  Räume  festen  Koordinatensysteme  der  x^  y^  z  und 
einem  im  Körper  gelegenen  |,  ?/,  5  fest.  Dabei  möge  der  Schwerpunkt 
des  Körpers  der  Nullpunkt  des  neuen  Koordinatensystems  sein,  während 
die  Koordinatenachsen  mit  den  Hauptträgheitsachsen  des  Schwer- 
punktes zusammenfallen. 

2.  Zunächst  tiberzeugen  wir  uns  davon,  dafs  die  Gleichungen  (l) 
ungeändert  bleiben,  wenn  wir  den  Schwerpunkt  festlegen  und 
in  ihn  auch  den  Nullpunkt  des  Systems  rr,  3/,  z  versetzen.  Sind 
nämlich  im  ursprünglichen  Systeme  (x,^  y^  z^  a^  h^  c  die  veränderlichen 
Koordinaten  des  Schwerpunktes  und  ist 

(2)  x  =  a  +  x\     y  =  b  +  y\     z  =  c  +  z\ 

so  wird  durch  Einsetzen  der  Ausdrücke  (2)  in  die  erste  Gleichung  (l) 


(3) 


Da  aber  nach  §  5G,  (3),  sowie  nach  den  Gleichungen,  welche  den  Schwer- 
punkt definieren, 

^>«2/'  =^^mz'  =  0, 


also  auch 


Zj'""    di^   ^Z'""   dt^=^ 


ist,  so   folgt  aus  (3) 

und  analoge  Resultate  findet  man  für  die  beiden  Gleichungen  (l).  Wir 
können  daher  die  Gleichungen  (l ),  indem  wir  jetzt  die  gestrichenen  Buch- 
staben durch  die  ungestrichenen  ersetzen,  auch  für  den  festgelegten 
Schwerpunkt  als  Nullpunkt  anwenden;  es  kommt  demnach  für  uns  nur 
noch  die  Drehung  des  Körpers  um  den  Schwerpunkt  in  Betracht. 

3.  Die  linke  Seite  der  ersten  Gleichung  (l),  die  wir  wegen  der 
Analogie  dieser  drei  Gleichungen  allein  weiter  zu  behandeln  brauchen, 
ist  der  nach  dt  genommenene  Differentialquotient  des  Ausdrucks 

(^)  >  {'  j,  -  •■  ^?) . 

in  den  wir  die  Werte  einsetzen,  welche  sich  aus  §  52,  (l)  und  (7) 
ergeben.    Dabei  ist  zu  bemerken,  dals  die  dort  angewandten  Variationen, 

5* 
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welche  mögliche  Yerrüclmiigen  bezeichneten,  hier  ohne  weiteres  durch 
die  entsprechenden  Differentiale,  also  die  wirklichen  Yerrückungen 
ersetzt  werden  dürfen;  aufserdem  ist  hier 

a  =  &  c=s  c  =  0 

zu  nehmen.     Hiemach  erhalten  wir 

Nach  §  57,  3  werden  bei  dem  gewählten  Koordinatensysteme,  dessen 
Achsen  die  Hanptträgheitsachsen  des  Schwerpunktes  sind, 

(6)  ^mfii  ^^mn  =^fnin  =  0, 

SO  dafs  die  vorstehende  Gleichung  in  die  einfachere 

,,,         j2'»('5f-'-i)-(A'Ä-'.'i)2'"? 

übergeht. 

Mit  dieser  Formel   nehmen  wir  eine  Umformung   vor,  die  sich  aus 
den  Formeln  von  §  52  ergiebt.    Nach  (23)  und  (25)  dieses  Paragraphen  ist 

dt  ~    "3  dt     p»  dt     y^  dt ' 

"dt  —      ""^  "dF  +  P«  Tf  "+"  y«  "dT' 

also 

oder  nach  §  52,  (6) 

wozu   die    analogen  Formeln    hinzugefügt  werden  können.     Führen    wir 
noch  die  gebräuchliche  Bezeichnung 

/o  \  ^"'  ^ß'  ^y' 

C«*)  dt'^p^    dt^^^    St^'' 

ein,  so  dafs 
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da. 


dß. 


^'"«s^  +  ft  ./V  +  ys 


'3    dt 

da. 


dt 


dt 


.nr« 


Of«, 


dt 
da^ 


o  dßi  dys 

-ß^-jt^y^st 


dft 


ävi 


-ji^p^-di—y^ 


dYf. 
dt 


wird,  so  erhalten  wir  an  Stelle  von  (7)  die  Gleichung 


(10) 


und  zwei  analoge  Gleichungen.  , 

Auf  der  rechten  Seite   führen  wir  die   Hauptträgheitsmomente 
des  Körpers  ein,  welche  durch 


(11) 


^=2"»(i»'  +  s*), 

B  =2«»  (f '  +  !*), 

[C  =.^m  (g«  +  n') 


definiert  sind.     Hierdurch  wird  aas  (10)  und  den  beiden  analogen  Glei- 
chongen  ^ 


(12) 


Durch  Differentiation  dieser  Aasdrücke  nach  t  erhalten  wir  die  linken 
Seiten  der  Gleichangen  (l);  es  ist  also 

^   {Aa,v  +  Ba^q  +  Ca,r)  =  y^yZ  -  z  7), 


(13) 


'  Xj^ 


dt 

d 
dt 

-^-  {Ay,p  +  By,q  +  Cy,r)  =^{xY  -  i/X). 


A  (Aß,p  +  Bß,q  +  (7/530=  »Z  ~  ^^), 


An  Stelle  der  rechts  stehenden  Drehungsmomente,  welche  sich  auf  die 
festen  Achsen  der  x^  /y,  z  beziehen,  können  wir  die  auf  die  jeweilige 
Lage  der  Hauptträgheitsachsen  des  Schwerpunktes  bezogenen,  ü/^,  Mtj^  Mj;^ 
mittels  der  Gleichungen  §  56,  (8)  einfuhren.  Wir  multiplizieren  daher  die 
Gleichungen  (13)  der  Reihe  nach  mit  «i,  /^i,  yn  «2»  A»  y«?  ^'^a»  ft»  ^s 
und  addieren  jedesmal,  wobei  wir  gleichzeitig  links  die  Differentiation 
ausführen.     Bei  Benutzung  öfters  angewandter  Relationen  ergiebt  sich 
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(14) 


A^  +  {C-B)qr  =  M^, 
B^  +  (Ä-C)rp  =  M,, 
C^  +  (B-  A)pq  =  3ff. 


Dies    sind   die   Euler'schen    Gleichangen   der   Bewegung    eines   festen 
Körpers. 

4.  Für  ein  starres  System  mufs  das  Prinzip  der  lebendigen 
Kraft  Gültigkeit  haben,  falls  die  wirkenden  Kräfte  ein  Potential  be- 
sitzen; dasselbe  mufs  bestehen  bleiben,  wenn  der  Schwerpunkt  als  fest 
angenommen  wird,  wie  aus  den  Untersuchungen  von  §  24  hervorgeht. 
Die  lebendige  Kraft  finden  wir  unter  dieser  Voraussetzung  aus  §  ö2, 
(26),  worin  6a'  «=  öh'  =  6c'  =  0  zu  setzen  ist,  während,  wenn  die 
Hauptträgheitsachsen  des  Schwerpunktes  wieder  die  Achsen  des  Systems 
§,  1?,  ?  sind, 

wird.     Da  die  lebendige  Kraft  gleich 

ist,  so  folgt  die  Gleichung 

2  T  =  i>*^m  in*  +  f)  +  q'^m  (f^  +  ^^)  +  r'^m  (|»  +  r)')  =  Const. 

oder 

(16)  2T=Äp^  +  Bq^  +  Ct^  =  Const. 

Die  Flächensätze  treten  nur  in  speziellen  Fällen  in  Geltung. 

Alle  Untersuchungen  dieses  Paragraphen  bleiben  in  Gültigkeit,  wenn 
ein  beliebiger  Punkt  des  Systems  festgehalten  wird.  Man  mufs  dann 
nur  die  Hauptträgheitsachsen  für  diesen  Punkt  zur  |,  i?,  f- Achse  und 
statt  iä,  J&,  C  die  Hauptträgheitsmomente  für  denselben  nehmen. 

§  60. 
Freie  Bewegung  eines  starren  Systems  ohne  Einwirkung  von  Er&ften. 

1.  Für  den  Fall,  dafs  auf  ein  starres  System  keinerlei  Kräfte 
einwirken,  lassen  sich  die  Bewegungsgleichungen  leicht  integrieren.  Die 
Bewegung  des  Schwerpunktes  kann  nur  eine  geradlinige  mit  gleichförmiger 
Geschwindigkeit  sein.  Wir  können  uns  wieder  den  Schwerpunkt  festgelegt 
denken  und  brauchen  nur  die  noch  übrigbleibende  Bewegung  zu  unter- 
suchen. Würde  irgend  ein  anderer  Punkt  des  Systems  befestigt  werden, 
80  würde  entsprechend  der  letzten  Bemerkung  des  vorigen  Paragraphen 
die  Bewegung  ganz  analog  ausfallen.    Die  sich  ergebende  Bewegung  ist, 
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wie  gleich  im  yoraus  bemerkt  werden  möge,  nur  in  speziellen  Fällen 
eine  einfache  Botation  um  eine  gleichbleibende  Achse;  im  allgemeinen 
ist  sie  komplizierter*).  Wir  werden  ihre  Gleichungen  rein  analytisch  ab- 
leiten, um  sie  dann  geometrisch  zu  interpretieren. 

Es  ist  wieder  zu  betonen,  dafs  die  Gestalt  des  Körpers 
und  die  Massenverteilung  in  ihm  nicht  weiter  bekannt  zu  sein 
braucht,  als  dafs  man  Bichtung  und  Gröfse  der  drei  Haupt- 
trägheitsachsen  ftlr  den  Schwerpunkt,  resp.  für  den  festen 
Punkt,  kennt. 

2.    Die  Gleichungen  (14)  in  §  59  werden  hier  zu 

A    dp 


(1) 


,^  +  (C  -B)qr==  0, 


B 


C 


dq 
dt 

dr 
dt 


+  (i?  —  Ä)pq  =  0. 


Multipliziert  man  die  Gleichungen  (1)  das  eine  Mal  mit  j?,  g,  r,  das 
andere  Mal  mit  Ap^  Bq^  Cr  und  addiert  jedesmal,  so  erhält  man  zwei 
Gleichungen,  welche  durch  Integration 

(2)  Ap^   +  Bq^    +  Cr^   =  c, 

(3)  ^V  +  B\^  +  OV*  «  Ci 

liefern,  in  welchen  c  und  c^  willkUrliche  positive  Konstanten  sind-,  die 
erste  dieser  Gleichungen  enthält  das  Prinzip  der  lebendigen  Kraft  (§  59,  (15)). 
Mittels  (2)  und  (3)  kann  man  z.  B.  p  und  r  durch  q  ausdrücken,  worauf 
die  erste  Gleichung  von  (l)  durch  eine  Quadratur  q  liefert. 

Aus  den  Gleichungen  (13)  von  §  59,  deren  rechte  Seiten  Null 
werden,  folgt  dann  weiter  durch  Integration 

Aa^p  +  Ba^q  +  Cac^r  =  ^i, 

(4)  Aß,p  +  Bß^q-\-Cß^r  =  B,, 

MiP  +  ^7%^  +  ^7^^  =  ^u 
worin  -4,,  1?,,  C^  Konstanten  bedeuten.  Diese  Gleichungen  sind,  wie  aus 
§  59,  (12)  ersichtlich  ist,  die  drei  Flächensätze  für  das  starre  System. 
Die  Konstanten  ^,,  J5j,  C,  sind  von  q  nicht  unabhängig.  Quadriert 
und  addiert  man  nämlich  die  Gleichungen  (4),  so  folgt  nach  bekannten 
Belationen 

^V  +  B\^  +  CV«  =  A^^  +  B,^  +  6V 

oder  nach  (3) 

(5)  c.  =  ^,*  +  B,"  +  C,». 

*)  Die  interessanten  Bewegungsvorgänge,  welche  bier  zur  Behandlung  ge- 
langen, können  leicht  an  jedem  in  die  Höhe  geworfenen  festen  Körper  beobachtet 
werden ;  die  Schwere  modifiziert,  wie  wir  im  nächsten  Paragraphen  seheu  werden, 
die  auf  den  Schwerpunkt  bezogene  relative  Bewegung  nicht. 
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3.    Die  wirkliche  analytische  Lösung  der  Aufgabe  nimmt  folgenden 
Verlauf.    Aus  (2)  und  (3)  berechnen  wir 

I            c,  —  cr7  —  B(B  —  C)q* 
n'  =    *  ^ 1-=- 

.  _c,-cA-  B{B  -  Ä)q' 
^    ~  CXC—A)  ' 

wodurch  aus  der  zweiten  Gleichung  (1) 

m  dt  =  ByJCdq^ 

^  ^  V-  [Ci  -  c C -  B\B  -  C) «T ~[Ci  ~cÄ  ^B{B-  Ä)q^] 

hervorgeht,   ein  elliptisches  Differential  erster  Gattung,  welches  leicht 
auf  die  Normalform  zu  reduzieren  ist. 

Wir  gehen  jetzt  von  der  Voraussetzung  aus,  dafs 

(8)  A>B>C 

ist.    Damit  die  rechten  Seiten  von  (6)  zu  positiven  Gröfsen  werden,  muCs 

(9)  Ci  —  cC>0,     Ci  —  d  <0 
sein.    Dagegen  kann 

Ci  —  cB 

positiv,  Null  oder  negativ  sein;  es  sei  zunächst 
(9a)  c,  —  c^  <0. 

Setzen  wir 


-[  /  c^  —  cC      , 

,     X  .      ~y  B(B-  C)^ 

(10) 


^2  ^  (ci  -  cC)  (A^B)         ,  ^^AcA  -  c,)  (B  -  C) 


-Vi 


{cA--  c^){B^C)'       **        Y  ABC 

so  geht  (7)  in 

(11)  d<  =  I         ''«' 


i  ViT^  3 ')  (1  -  x'a'») 

über,  woraus 


(12)  q  =  ys[B-^%  sin  am  (x^  A  (<  -  g) 

folgt. 

Die  Gröfsen  x',  A  u.  s.  w.  sind  durchaus  reell;   damit  jedoch  sin  am 
für  reelle  t  einen  reellen  Wert  liefert,  mufs 

3C2<1 

sein.    Dies  ist  aber  infolge  von  (9  a)  thatsächlich  der  Fall.    Aus 

(c,  ~  cC)  (A  -  B) 
{cA  -  cj  (ß  —  O)  ^ 
oder 

(c,  -  cC)  {A-  B)<  {cA  —  cj  (B  —  C) 

wird  nämlich  durch  Vereinfachung 
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c^  (Ä  —  C)<  cB  (Ä  -  C) 
oder 

Ci  —  cB  <  0. 

Ans  (6)  berechnen  wir  weiter*) 


P  =  V~T(-T^-r\  cos  am  (x^  l  {t  —  V), 

(13)  \       \^  ^""2 

Die  Vorzeichen   der  in   (12)   und  (13)   auftretenden  Wurzelgröfsen   sind 
bestimmt,  wenn  j?,  g,  r  für  einen  Moment  bekannt  sind. 
Ist 

(13  a)  Ci  — c-B>0, 

so  wird 

x*>l; 

die  Substitution 

verwandelt  dann  (11)  in  ein  Differential,  in  welchem  der  Modul  —  auf- 

tritt.     Die   sich   ergebenden   Formeln   sind   (12)   und   (13)    ganz    analog, 
weshalb  wir  darauf  verzichten  sie  hinzuschreiben. 
In  dem  Spezialfälle 

(13b)  Ci  —  cB  =  0 

wird 

wodurch  das  elliptische  Differential  (ll)  in  ein  logarithmisches  übergeht^ 
dessen  Ausführung  wir  weiter  unten  geben. 

4.  Zur  Bestimmung  der  Gröfsen  «j  u.  s.  w.  oder  der  Winkel  ^,  9,  tj;, 
welche  nach  §  52,  7  die  Lage  des  starren  Systems  fixieren,  benutzen  wir 
die  Gleichungen  (4),  welche  wir  durch  geeignete  Lage  des  ä*,  y,  r-Koor- 
dinatensystems  vereinfachen.  Da  die  Gleichungen  (4)  die  Flächensätze 
sind,  so  mufs  nach  §§  24  und  10,  7  eine  unveränderliche  Ebene 
existieren,  deren  Normale  mit  der  x^y^  ^- Achse  Winkel  mit  den  Kosinus 

4i By (\ 

bildet.     Nimmt  man  diese  Normale  zur  ;2:-Achse,  so  wird 

^1  =  ^1  =  0, 
so  dals  die  Gleichungen  (4)  in 

*)  Es  ist  bekanntlich 

cos  am  a;  ■«  \\  —  sin*  am  x, 

d  2j£LX  ^^y  \  —  •»}  sin*  am  x. 
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Äpai  +  Bqa^  +  Cra^  =  0, 
(15)  Apß,  +  Bqß,  +  Crß,  =  0, 

übergehen,  während  aus  (5) 

(15  a)  c^  =  Cj^ 

folgt. 

Multipliziert  man  die  Gleichungen  (15)  der  Beihe  nach  mit  or^,  ß^y  ^j; 
'^si  1^21  T's)  ^3}  1^3)  ^'s  ^^^  addiert  sie,  so  findet  man 

* 

f.nx  Ap  Bq  Cr 

Nach  §  52,  (27)  hat  man  dann  zur  Bestimmung  von  d 

(17)  yj  =  cos  O, 

zur  Bestimmung  von  if; 

yi  =  cos  tj;  sin  -O*,      y^  «=  sin  if;  sin  -0", 
also 

(18)  tg^==^  =  ||. 

Um  q>  zu  ermitteln,  reichen  die  Gleichungen  (15),  wie  der  Versuch 
zeigt,  allein  nicht  aus.     Es  ist  aber 

tg9>  =  J,      9>  =  arctg|?, 
also 

^^-       «3^  +  ft' 
oder  wegen  §  59,  (8)  und  (8a) 

^      "^  ^3^  +  ßs*  1  — ys  yi  +yj* 

Mittels  (16)  und  weiter  (2)  und  (3)  wird  hieraus 

(i«i>)  ^'p  -  ^.  ^^-$  ''*  =  ^.  ;~^.  dt 

und  nach  Einfügen  des  Wertes  (13)  für  r 

nQ^      d     —r      e(A^C)-  {cA  -  cQ  d'  am  (h«,  X  (e  -  t,)) 
[^i\j)      a<p  —  L 1  c^{A-  C)  —  C  {cA  -  cj  J^  am  (x«,  Z  («  -  tj)"  "^' 

ein  elliptisches  Differential  dritter  Gattung,  auf  dessen  Umwand- 
lung wir  nicht  einzugehen  brauchen. 

Das  gesamte  Problem  ist  also  mit  Hilfe  von  elliptischen  Funktionen 
lösbar;  die  auftretenden  elliptischen  Integrale  sind  erster  und  dritter 
Gattung. 

5.  Um  ein  klares  Bild  von  der  Bewegung  des  Körpers  zu  erlangen, 
müssen  wir  die  Bedeutung  der  vorkommenden  GrÖfsen  ins  Auge  fassen. 
Den  Körper  selbst  denken  wir  uns  durch  sein  Zentralträgheitsellipsoid 
repräsentiert;    Pf  Q^  r  sind  die  Komponenten   der  Drehimg,   bezogen  auf 
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die  —  selbst  im  Räume  beweglichen  —  Hauptachsen  dieses  Ellipsoids. 
Die  Momentandrehungsachse  bildet  daher  mit  diesen  Hauptachsen 
Winkel,  deren  Kosinus 

(20)  _  P g ^      _ 

Vp^  +  V  +  r* '        yy  +  q'  +  r^ '        VP*  +  «'  +  r* 

sind,  während  die  Drehungsgeschwindigkeit  um  diese  Achse 

(21)  a>=yp^  +  q^  +  r^ 

beträgt.  Die  Lage  dieser  Achse  einerseits  zu  den  Hauptträgheits- 
achsen, andrerseits  zur  unveränderlichen  Ebene,  die  wir  wieder  als 
a'i/- Ebene  benutzen,  kann  zur  Charakterisierung  der  Bewegung  dienen. 

Wir    wollen    zunächst    den    bisher    nicht    beachteten   Spezialfall    er- 
ledigen, dafs 

ist,  wie  dies  nach  §  57  z.  B.  bei  einer  Kugel,  deren  Dichtigkeit  in  homo- 
zentrischen  Schichten  die  gleiche  ist,  und  bei  homogenen  regulären  Körpern 
zutrifft.     Aus  (l)  wird  dann 

dp         dq  dr 

'dt  "^  dt  di  ~     ' 

d.  h.  j?,  (7,  r  sind  Konstanten.  Daher  bleibt  die  Richtung  der  Momentan- 
drehungsachse  im  Körper,  sowie  auch  die  Geschwindigkeit  der  Rotation 
um  sie  konstant.  Aber  auch  im  Räume  behält  diese  Achse  ihre  Lage 
bei.  Aus  (20)  folgt  nämlich,  dafs  die  Kosinus  der  Winkel  A,  ft,  v,  welche 
sie  mit  den  Achsen  der  x^  y^  z  bildet,  durch  die  Gleichungen 

Vp.  +  g. +  r' 

cos/t  =  I     rii    1     r» 


(22) 


cosv  = 


Vp'  +  q'^-r' 

YiP  +  72 «  +  73  *■ 


Vp'  +  q'  +  r' 

dargestellt  werden.     Aus   den  beiden  ersten  Gleichungen  (15)  wird  aber 
in  unserem  Falle 


also  nach  (22) 


ßiP  +  ßiQ  +  ßsr  =  0, 
cos  X  cos  ^  =  0. 


Die  Drehungsachse  steht  also  auf  der  unveränderlichen  Ebene  senkrecht. 

Die  Bewegung  ist  in  diesem  Falle  eine  Rotation  um  eine 
im  Körper  und  im  Räume  feste  Achse;  die  Rotationsgeschwin- 
digkeit ist  konstant. 

6,  Auch  wenn  nur  zwei  der  Hauptträgheitsmomente  gleich  werden, 
ist  der  Verlauf  der  Bewegung  leicht  zu  übersehen.    Nehmen  wir  an,  dafs 
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iBt,  80  wird  aus  (l) 


(23) 


dt        "• 


Aus  der  letzten  dieser  Gleichungen  folgt,  dafs  r  konstant,  und  weiter 
ans  (2)  oder  (3),  dafs  p^  +  <?*,  also  auch  i>*  +  g*  +  r^  konstant  ist. 
Hiemach  wird  die  letzte  der  Gröfsen  (20)  konstant,  d.  h.  die  momen- 
tane Drehungsachse  bildet  mit  der  ^-Achse,  der  Achse  des 
kleinsten  oder  grOfsten  Trägheitsmomentes,  einen  gleichblei- 
benden Winkel.  Die  Drehungsgeschwindigkeit  ist  nach  (2l)  ebenfalls 
konstant. 

Setzen  wir 

(24)  D«  +  3»  =  -^  -/'■-  =  "-^-^  =  *S 

SO  folgt  aus  der  ersten  Gleichung  (23) 


dt^    ^       ^p 


also 


(^  -  C)  r  yic^-zi-j^^ ' 


oder 

(26)  p  =  Je  sm ^"2"-^^ -^  • 


A 
Hieraus  folgt 

(26)  g^Jfccos^--g);(^-^'>- 

Mittels  der  Gleichung  (25)  läfst  sich  darthun,  dafs  die  momen- 
tane Drehungsachse  in  dem  festen  Körper  mit  konstanter  Ge- 
schwindigkeit einen  Kreiskegel  beschreibt.  Die  Geschwindigkeit 
dieser  Achse  wird  nämlich  durch  die  Änderung  des  Winkels  %  bestimmt, 
welchen  die  durch  die  Momentanachse  und  die  Achse  der  i  gelegte  Ebene 
mit  der  J- Achse  bildet  Bezeichnet  fllr  den  Augenblick  a  den  Winkel, 
welchen  die  Momentanachse  mit  der  |- Achse,  y  denjenigen,  welchen  sie 
mit  der  f- Achse  bildet,  so  ist*) 

008  a 

cos  2  ■=*  —' — 
*         am  y 

oder,  da 

^)  Die  I- Achse,  die  MomentanachBe  und  ihre  Projektion  auf  die  £17 -Ebene 
bilden  eine  rechtwinklige  Ecke  mit  den  Seiten  x»  90^  — y,  «. 
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cos  a  =  -^-j^ 


ist, 
(27) 

oder 
(28) 


COS  X  = 


VV+J'  +  r' 
P 


cosy 


n 


Vp'  +  a' 


sm 


Vp'  +  q'  +  r' 


di 


{Ä^C)r 


2  A  ^       dt  A 

Hieraus  folgt,  dafs  sich  %  der  Zeit  proportional  ändert.  Ob  die  Bewegung 
der  Momentanaebse  im  Körper  in  demselben  Sinne  oder  in  umgekehrtem 
Sinne  Vor  sich  geht  wie  die  Drehung  um  die  Hauptachse,  hängt  davon 
ab,  oh  Ä  <,  C  oder  -4  >  (7  ist. 

Ein  weit  klareres  Bild  von  dem  Bewegungsvorgange  erhalten  wir, 
wenn  wir  die  Bewegung  der  isolierten  Hauptachse  (der  f- Achse)  und  die 
Drehung  um  sie  ins  Auge  fassen.  Wir  brauchen  zu  diesem  Zwecke  nui 
die  hier  sehr  einfachen  Ausdrücke  für  ^,  t|;  und  q>  aufzustellen.  Aus  (16) 
wird  mittels  (26)  und  (26) 

kA    ,     (A  -  G)r(f  —  U 
y^^—sin 


(29) 


y» 


y» 


kA 

-fT   COS 

Cr 


A 

{A-C)T  {t 


Aus  (17),  (18)  und  (18  b)  folgt  weiter 

Cr 


(30) 

und 
(31) 


COS  & 
dq) 

di  ^ 


2  A  ' 

^         A  (!>«  +  g«)   _  C, 
^1  A^  (p^  +  2«)  A' 


df 
dt 

9>' 


{A  —  C)r 


5(^-0 


oder,  wenn  (7,  mittels  der  ersten  Gleichung  (30)  eliminiert  wird, 

^  _  Cr 
dt  " 


(32) 


9> 


A  cosd- 


A  cos  d' 


Da  die  Rotationsgeschwindigkeit  r  in  Bezug  auf  die  Hauptachse  nach 
dem  Vorhergehenden  konstant  ist,  so  folgt  aus  der  ersten  Gleichung  (30), 
dafs  ^  einen  gleichfalls  konstanten  Wert  besitzt,  der  wegen  der  willkür- 
lichen Konstanten  Cj  von  r  ganz  unabhängig  ist.  Da  wir  die  £r- Achse 
senkrecht  zur  invariabeln  Ebene  annahmen,  d"  aber  den  Winkel  zwischen 
der  S'  und  £;- Achse  bezeichnet,  so  folgt,  dafs  die  Hauptachse  eine  kon- 
stante, von  der  Geschwindigkeit  der  Botation  um  sie  unabhängige  Neigung 
gegen  die  invariable  Ebene  besitzt.  Die  Hauptachse  beschreibt  also  einen 
geraden  Kreiskegel.     Die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  diese  Kegelbewe- 

gung  vor  sich  geht,  wird  durch  die  Gröfse  -.-  dargestellt.     Dieselbe  ist 
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konstant  und  hängt  von  der  Rotationsgeschwindigkeit  r,  dem  Winkel  ^ 
und  dem  Verhältnisse  der  beiden  Haupträgheitsmomente  ab;  ihr  Sinn 
stinmit  mit  dem  der  Rotation  r  überein.     Also: 

Die  Bewegung  eines  Körpers,  der  nur  eine  isolierte  Haupt- 
trägheitsachse (für  den  Schwerpunkt)  besitzt  und  bei  dem  der 
Schwerpunkt  festliegt,  besteht  in  einer  Rotation  um  die  Haupt- 
trägheitsachse mit  gleichbleibender  Geschwindigkeit,  während 
gleichzeitig  die  Hauptträgheitsachse  mit  gleichmäfsiger  Ge- 
schwindigkeit einen  geraden  Kreiskegel  beschreibt,  dessen 
Achse  auf  der  invariabeln  Ebene  senkrecht  steht.  Der  Sinn 
dieser  Drehung  stimmt  mit  dem  der  Rotation  um  die  Haupt- 
trägheitsachse tiberein;  ihre  Geschwindigkeit  ist  durch  die 
Neigung  der  Hauptträgheitsachse  gegen  die  invariable  Ebene, 
durch  die  Rotationsgeschwindigkeit  um  die  Hauptträgheits- 
achse und  das  Verhältnis  der  beiden  Hauptträgheitsmomente 
völlig  bestimmt. 

Dafs  auch  die  Momentandrehungsachse  bei  gleichbleibender 
Neigung  gegen  die  invariable  Ebene  mit  gleichförmiger  Geschwindigkeit 
eine  Kegeldrehung  ausführt,  ist  als  selbstverständlich  anzusehen;  die 
rechnende  Herleitung  des  Resultates  bietet  keine  Schwierigkeit. 

Soll  die  Bewegung  eine  einfache  Rotation  um  eine  festblei- 
bende Achse  sein,  so  mufs  -,  "^  T*  =  ^  werden.  Nach  (23)  erfor- 
dert dies  die  Bedingung 

oder 

r  =  0. 

Da  p^  +  Q^  ^^^  ^'  konstant  sind,  so  folgt,  dafs  p  und  q  einerseits, 
r  andrerseits  gleich  Null  bleiben,  wenn  sie  es  in  einem  Momente  sind. 
Wir  finden: 

Eine  Rotation  des  Körpers  kann  nur  um  eine  der  Haupt- 
achsen (entweder  die  einzelne  oder  eine  der  unendlich  vielen 
darauf  senkrechten)  stattfinden.  Ist  eine  solche  Rotation  in 
einem  Momente  vorhanden,  so  besteht  sie  mit  unveränderlicher 
Achse  und  unveränderlicher  Geschwindigkeit  weiter. 

7.  Sind  die  drei  Hauptträgheitsachsen  verschieden,  so  ist  die  Be- 
wegung im  allgemeinen  eine  verwickeitere.  Soll  eine  einfache  Rotation 
um  eine  festbleibende  Achse  mit  gleichförmiger  Geschwindigkeit  statt- 
haben, so  folgt  aus  (l) 

(33)  qr  =^  rp  =pfj  =0, 

d.  h.  es  müssen  wenigstens  zwei  der  Gröfsen  p^  q^  r  verschwinden.  Es 
ist  daher  auch  in  diesem  Falle  nur  eine  Rotation  um  eine  der 
Hauptträgheitsachsen  möglich.  Findet  eine  solche  in  einem 
Momente    statt,    so    wird    sie    immer    mit    gleichmäfsiger    Ge- 
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schwindigkeit   erhalten.      Denn   aus   (2)   und   (3)   folgt,    wenn    etwa 
q  und  r  für  einen  Moment  verschwinden,  nach  Elimination  von  p^ 

Äc  =  Ci 

und  hierdurch  aus  den  allgemeinen  Gleichungen  (2)  und  (3) 

Bq''  (A  —  B)q^  +  C(A  —  C)  r^  =  0. 

Da  aber  die  Koefficienten  ven  q^  und  r^  positive  Gröfsen  sind,  so  müssen 
q  und  r  konstant  verschwinden. 

8.  Auch  hier  erhalten  wir  im  allgemeinen  Falle  den  deutlichsten 
Begriff  von  der  Bewegung,  wenn  wir  einerseits  die  Bewegung  einer  der 
Hauptachsen,  andrerseits  die  Drehung  des  Körpers  um  diese  ins  Auge 
fassen.  Doch  ist  es  nicht  gleichgültig,  welche  Hauptachse  wir  zu  diesem 
Zwecke  bevorzugen.  Wir  wollen  die  Betrachtung  für  den  Fall,  dafs  (9a) 
gut,  durchführen,  da  wir  alsdann  die  Formeln  (12)  und  (13)  benutzen 
können,  welche  die  Drehungsgeschwindigkeiten  in  Bezug  auf  die  drei 
Hauptachsen  darstellen. 

Die  Funktion  y  =  sin  am  x  schwankt  bekanntlich  für  x^  <  1  und 
reelle  Argumente  zwischen  den  Werten  +  1  und  —  1;  man  erkennt  dies 
z.  B.  aus  der  Gleichung 


J   ]/(!  - 


y')  (1  -  H>«) 


welche  zu  ihrer  Definition  dienen  kann;  die  Wurzel  wird  nämlich  imaginär, 
wenn  y^  die  Einheit  übersteigt.  Dafs  cos  am  x  denselben  Spielraum  be- 
sitzt, geht  aus  der  Belation 


cos  am  X  =  Yl  —  sin^  am  x 


hervor.     Wir  schliefsen   hieraus  nach  (12)  und  (13),    dafs  i?  und  g  im 
Verlaufe  der  Bewegung  ihre  Zeichen  wechseln. 

Anders  verhält  es  sich  mit  der  Funktion  /1  am  x\  aus 


/i  am  X  e=Y  1  —  K*  sin^  am  x 

geht  nämlich  hervor,  dafs  diese  Funktion  (vom  Zeichen  abgesehen)  ihren 
Maximalwert  für  sin  am  a:  =  0,  ihren  Minimalwert  für  sin  am  a;  =  +  1 
erreicht.     Demgemäfs  schwankt  |  ^i  am  x  \  zwischen 

Yl  —  x^  =  Xj  und  1 ; 

da  es  den  Wert  0  für  reelle  x  nicht  passiert,  so  ist  kein  Zeich en- 
wechsel  möglich.  Übrigens  ist  ^  am  rc  für  reelle  x  positiv.  Nach 
der  zweiton  Gleichung  (13)  ist  hieraus  der  Schlufs  zu  ziehen,  dafs  r 
im  Verlaufe  der  Bewegung  sein  Zeichen  nicht  wechselt,  dafs 
also  die  Eotation  um  die  {[-Achse,  die  Achse  des  kleinsten 
Hauptträgheitsmomentes,  immerfort  in  dem  gleichen  Sinne  vor 
sich  geht.  Hiernach  empfiehlt  es  sich,  die  f-Achse  für  den 
oben  ausgesprochenen  Zweck  zu  benutzen. 
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Die  Botationsgeschwindigkeit  um  die  ^- Achse  schwankt,  wie  aus  (10) 
und  (13)  hervorgeht,  zwischen  dem  Minimum 


(^^)  VciB-C) 

und  dem  Maximum 

Der  Winkel  -d",  welchen  die  f- Achse  mit  der  j?- Achse,  d.  h.  mit  der 
Normalen  zur  invariabeln  Ebene,  bildet,  ist  nach  (16),  (17)  und  (15a) 
durch 

(36)  cos  -^  =  TT  =  -7= 

bestimmt.    Der  Winkel  -O*  ist  desto  kleiner,  je  gröfser  die  augen- 
blickliche Geschwindigkeit  der  Eotation  um  die  f-Achse  ist. 
Die   Geschwindigkeit,   mit  welcher  die   durch    die   f- Achse   und   die 

;r- Achse  gelegte  Ebene  rotiert,  wird  durch  -^  ausgedrückt.     Nach  (18b) 

haben  wir  aber 

^"^^^  dt  ~^c,~  C*r*  "*"    C  V       c,  -  OVV* 

Führen  wir  hierin  den  Minimal  wert  (34)  von  r  ein,  so  ergiebt  sich 

durch  Einftthrong  des  Maximalwertes  (35)  dagegen 

(39)  Z  -  T 

Das  Vorzeichen  von  ■—  hängt,  da  c  —  Cr*  und  Cj  —  (7*r*  =  Ä^p^ 

+  ^^g*  positiv  sind,  lediglich  von  Cj  ab.  Aus  der  letzten  Gleichung  (16) 
geht  hervor,  dafs  C^  dasselbe  Zeichen  wie  r  besitzt,  wenn  yj  =  cos  O 
positiv  ist,  d.  h.  wenn  angenommen  wird  —  wie  wir  immer  thun 
wollen  —  dafs  die  positiv  gerichtete  f-Achse  mit  der  positiv  gerichteten 
£'- Achse  einen  spitzen  Winkel  einschliefst.  Ein  Zeichen  Wechsel  von  y^ 
findet  nach  (16)  nicht  statt. 

Die  Kegelbewegung  der  {[-Achse  geht  nach  dieser  Fest- 
setzung immer  in  dem  gleichen  Sinne  wie  die  Rotation  um  die 
^-Achse  vor  sich;  sie  erreicht  das  Maximum  und  Minimum 
ihrer  Geschwindigkeit,  wenn  r  ein  Minimum  oder  Maximum  ist. 

Überhaupt  nimmt  nach  (37)  -^  mit  wachsendem  r  ab. 

Um  endlich  noch  zu  entscheiden,  welche  Lage  die  $- Achse  und  die 
tj- Achse  ziu*  Zeit  der  gröfsten  und  kleinsten  Drehungsgeschwindigkeit  um 
die  f-Achse  (des  kleinsten  und  gröfsten  ^)  besitzen,  bilden  wir  den  Aus- 
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druck  für  i|;,  den  Winkel,  welchen  die  |- Achse  mit  der  durch  die  r- Achse 
und  die  f- Achse  gelegten  Ebene  einschliefst.    Aus  (18),  (12)  und  (13)  folgt 


(40)  tg  V'  =  ]/|-J|^-^  tg  am  (x',  i  «  -  t,)) . 

Da  das  Maximum  von  r  für  sin  am  =  0,  das  Minimum  für  sin  am  =  1 , 
also  cos  am  =  0  eintritt,  so  entsprechen  diesem  Maximum  und  Minimum 
die  Werte  if;  =  0  und  i/;  =  90^     Also: 

Zur  Zeit  der  gröfsten  Botationsgeschwindigkeit  um  die 
^-Achse  liegt  die  |-Achse  in  der  r^-Ebene,  zur  Zeit  der  kleinsten 
Eotationsgeschwindigkeit  steht  sie  auf  ihr  senkrecht. 

Die  gefundenen  Besultate  können  wir  folgendermafsen  zusammen- 
fassen: 

Wenn  c^  —  cJ5  <  0  ist,  so  besteht  die  Bewegung  des  starren 
Körpers  in  einer  Botation  um  die  Achse  des  kleinsten  Träg- 
heitsmomentes mit  gleichbleibendem  Bichtungssinn,  aber  perio- 
disch zwischen  einem  Minimum  und  einem  Maximum  schwan- 
kender Geschwindigkeit.  Gleichzeitig  führt  die  angenommene 
Drehungsachse  eine  kegelförmige  Drehung  um  die  Normale 
zur  invariabeln  Ebene  aus  und  zwar  in  gleichem  Sinne  mit 
der  ersten  Drehung,  falls  der  Winkel  zwischen  der  Achse  und 
der  Normalen  als  spitz  angesehen  wird.  Dieser  Winkel  ist 
desto  kleiner,  je  gröfser  die  augenblickliche  Drehungsgeschwin- 
digkeit  ist*,  er  schwankt  also  in  derselben  Zeitperiode  wie 
diese  zwischen  einem  Minimum  und  Maximum.  Die  Geschwindig- 
keit der  Kegeldrehung  zeigt  ein  Minimum  oder  Maximum,  je 
nachdem  die  Achsendrehung  ein  Maximum  oder  Minimum  der 
Geschwindigkeit  aufweist.  Die  Achse  des  gröfsten  Trägheits- 
momentes fällt  zur  Zeit  der  gröfsten  Botationsgeschwindigkeit 
in  die  Ebene  der  Drehungsachse  und  der  Normalen  zur  in- 
variabeln Ebene;  zur  Zeit  der  kleinsten  Botationsgeschwindig- 
keit steht  sie  auf  der  erstgenannten  Ebene  senkrecht.  Die 
Verhältnisse  der  Perioden  der  beiden  Drehungen  ergeben  sich 
durch  Ausführung  der  betreffenden  elliptischen  Integrale. 

Wenn  c^  —  C-B  >  0  ist,  so  gehen  die  Formeln  (12)  und  (13),  wie 
die  Transformationstheorie  der  elliptischen  Funktionen  oder  die  direkte 
Durchrechnung  zeigt,  in  analoge  über,  in  denen  cos  am  und  /1  am,  also 
p  und  r  vertauscht  erscheinen.  In  der  eben  angestellten  Betrach- 
tung vertauschen  also  die  Achsen  des  kleinsten  und  gröfsten 
Trägheitsmomentes  ihre  Bollen.  Wir  gehen  auf  den  Gegenstand 
nicht  näher  ein. 

Eine  Botation  im  engeren  Sinne  ist,  wie  wir  oben  sahen,  um  jede 
der  drei  Hauptachsen  möglich.  Dagegen  zeigen  diese  Achsen  ein  ver- 
schiedenes Verhalten,  wenn  durch  irgend  einen  Anstofs  die  Bewegung  in 
geringem  Mafse  modifiziert  wird.    Die  Achsen  des  gröfsten  und  kleinsten 

Kaugenberge r,  knalyt.  Mechanik.   II.  6 
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Trägheitsmomentes  können  dann  noch  als  Rotationsachsen  (nicht  im  strengen 
Sinne)  angesehen  werden,  welche  selbst  eine  Kegelbewegung  ausftlhren. 
Die  Achse  des  mittleren  Trägheitsmomentes  zeigt  diese  Eigenschaft  nicht; 
durch  den  geringsten  Anatofs  wird  der  Körper,  welcher  um  sie  rotiert, 
in  eine  Bewegung  versetzt,  die  im  allgemeinen  als  Rotation  um  eine  der 
beiden  anderen  Hauptachsen  aufgefafst  werden  mufs.  In  diesem  Sinne 
kann  man  sagen,  dafs  die  Rotation  um  die  mittlere  Hauptträg- 
heitsachse eine  labile^  diejenige  um  die  beiden  andern  Haupt- 
achsen eine  stabile  sei. 
9.  Mit  dem  Falle 


cB  =  0     oder     c,  =  cB 


(41) 

wollen  wir  uns  jetzt  etwas  weiter  beschäftigen.     Aus  (7)  wird  hier 

ByA'C  dq 


(42)  dt 

so  dafs  die  Integration 


yiA-B)\B^C)  c-Bq 


t  > 


t 


^0  = 


Yasö 


(43)  „  

^yc(Ä  —  B)(B  -  Ö) 

liefert.     Nehmen  wir  fQ  =  0  an  und  setzen 


log 


y  g  +  yiBq 

Yc  -  yBq 


(44) 

so  folgt  hieraus 

(45) 


ycjA  --  B)  {B  —  G) 

yAifö 


V 


7  e"'-l 


B  e«^'  +  l 


Vi 


Mittels  (C)  berechnen  wir  weiter 


(46) 


€ 


^~  "^  V  A(A  —  Ü)  J'A.  ,-^' ' 


-«Vs 


7* 


{A  -  C) 
(A  -  B) 


+  e 
1 


(^ 


G)  e^^+e-^' 


P 


Der  Quotient  ist    hiemach    eine    konstante    Gröfse ,    woraus    \nr 

schliefsen,  dafs  wir  die  Rotationen  um  die  I-Aehse  und  die  £^-Achse  durch 
eine  einzige  ersetzen  können,  die  um  eine  feste  in  der  |^- Ebene  gel^ene 
Achse  vor  sich  geht.  Bezeichnet  a  den  Winkel,  welchen  diese  Achse 
mit  der  ^-Acbse  bildet,  so  folgt  nach  einer  einfachen  Umrechnung 


(47) 


cos  a  = 


Sin  «  = 


_  P ^  1  /  C  {B  -  O) 

y-^^T*         V  {A-G){A-B-\-Cy 


-V^- 


A{A  —  B) 


{Ä  -  C)  (Ä  -  B  +  G) 


y  j)^  +  r» 
Die  Rotationsgeschwindigkeit  um  diese  Achse  beträgt 
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/.o.                         I       •           i/~2-n — Ä       ^i/cjA  -B  +'C)         1 
(48J     w  =  2;cosa  +  r8ma  =  yi>*  +  r^  =  2  |/ -^ -^^r^ ir7~=i/ 

Sowie  wir  im  allgemeineren  Falle  von  der  Rotation  um  die  Achse 
des  kleinsten  oder  des  gröfsten  Trägheitsmomentes  ausgingen,  so  können 
wir  hier  die  Rotation  um  die  eben  eingeführte  Achse  zn  Grande  legen. 
Die  Bewegung  ist  hier  keine  periodische,  sondern  nähert  sich  in  der 
negativen  und  positiven  Unendlichkeit  asymptotisch  festen  Grenz  verhält- 
nissen.    So  wird  für  <  =  —  cx) 


0) 

für  /  =  cx)  aber 


0,      dagegen      5  =  — j/^, 


CO  3s  0      und     5  «=  r  "K  » 
dazwischen  ¥rird  für  /  =  0 

0,=]/ 


c^A-B  +  C) 

AG ^ 


Den  Winkel  i/,  welchen  die  gewählte  Drehungsachse  mit  der  ;r- Achse 
(der  Normalen  zur  invariabeln  Ebene)  bildet,  finden  wir  mittels  der  aus 
einer  bekannten  Relation  folgenden  Gleichung 

cos  rj  =  yi  cos  «  -|-  73  sin  er, 
die  durch  Einsetzung  der  Werte  aus  (16),  (46)  und  (47;  in 


2   i/  '    ÄCc  1 


C\    V  A  -B  +  Ce'i  +  e-^' 
oder  nach  (l5aj  und  (41)  in 

(49)  cos  ,,  =  2  j/^--.-;*  J -j__:-^,.  ^ ^ 

übergeht. 


Für  /  «=  +  00  wird  ff  =  90®,  für  ^  =  0 


cos  1/ 


1/ i'Jl 

V  B  (A-^  B 


(A^B  +  C) 


Wir   glauben   auf  den  Bewegungs Vorgang,   der  im  übrigen  mit  dem  all- 
gemeineren grofse  Analogie  zeigt,  nicht  weiter  eingehen  zu  sollen. 

10,  Die  gewöhnlich  Übliche  Behandlungsweise  des  Problems,  die 
von  Poinsot  herrührt*),  geht  von  anderen  Gesichtspunkten  aus;  die 
Momentandrehungsaehse,  welche  fortwährend  ihre  Lage  im  Körper  und 
im  Räume  ändert,  und  das  geometrisch  darzustellende  Zentralellip.soid 
spielen    hier    eine    wichtige  Rolle.     Letzteres    rollt  auf  einer  invariabeln 


*)  Poinsot,  Theorie  de  nouvelle  de  la  rotation  des  corps,  1834  u. 
1851.  Eine  sehr  ausführliche  Darstellung  des  ganzen  Problems  nebst  Litteratur- 
angaben  findet  mau  bei  Schell,  a.  a.  0.  B.  II,  p.  421  ff. 

6* 
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Ebene.  Auf  dem  Ellipsoid  wie  in  der  Ebene  wird  durch  die  successiven 
Berührungspunkte  je  eine  Kurve  bestimmt;  die  erstere  auf  dem  Ellipsoid 
befindliche,  heifst  die  Polo  die,  die  letztere,  in  der  Ebene  gebildete,  die 
Herpolodie  oder  Serpolodie.  Wir  gehen  auf  diesen  Gegenstand  nicht 
weiter  ein,  da  es  dem  Verfasser  anschaulicher  erscheint,  die  Bewegung 
auf  die  festen  Hauptachsen,  als  auf  die  wechselnde  Momentanachse  zu 
beziehen.  Nur  einen  einfachen  Satz,  welcher  die  'Rotationsgeschwindig- 
keit CO  um  die  Momentanachse  betrifft  (co  hat  natürlich  hier  eine  andere 
Bedeutung  wie  in  der  letzten  Nummer),  wollen  wir  noch  ahleiten. 
Stellt  man  die  Gleichung 

(50)  Ai'  +  Bfi'  +  Ci'^  1 

des   Hauptträgheitsellipsoids    mit  (2)   zusammen,    worin   (jT  =  lebendige 

Kraft) 

c  =  2T 

gesetzt  werden  kann,  so  zeigt  sich,  dafs  beide  Gleichungen  für 

•^^^^  ^^VTf'      ^^y2T'       ^^V2Y 

identisch  werden.     Es  ist  daher 


(52)  0)  =  >//+  q'  +  r^-=  V^  T  }/§«  +  i?^  +  f. 

Infolge  von  (51)  sind  5?  '»?»  ?  a,ls  Koordinaten  eines  Punktes  des 
Trägheitsellipsoides  dargestellt,  welcher  auf  der  Hauptdrehungsachse  liegt; 

Vi^  +  1?^  +  ?^   ^st  die  Länge  des  zugehörigen  Halbdiameters.    Wir  haben 
daher  den  Satz: 

Die  jeweilige  Eotationsgeschwindigkeit  ist  der  Länge  des 
Diaraeters  des  Ilauptträgheitsellipsoides  proportional,  welcher 
in  die  Eichtung  der  momentanen  Drehungsachse  fällt. 

11.  Alle  Betrachtungen  dieses  Paragraphen  bleiben  in  Gültigkeit, 
wenn  der  Körper  in  einem  Punkte  festgehalten  wird,  der  nicht  mit  dem 
Schwerpunkte  zusammenföllt;  nur  müssen  dann  die  Trägheitsmomente  auf 
den  festen  Punkt  bezogen  werden. 

§  61. 

Bewegung  eines  starren  Systems  nm  einen  festen  Fankt  unter 

Einflufs  der  Schwerkraft. 

1.  Ist  ein  freier  starrer  Körper  der  Wirkung  der  Schwerkraft  aus- 
gesetzt, so  bewegt  sich  sein  Schwerpunkt  ebenso,  wie  es  ein  einfacher 
materieller  Punkt  thun  würde;  ein  Einflufs  auf  die  drehende  Bewegung 
um  den  Schwerpunkt  findet  nicht  statt.  Das  letztere  gilt  auch,  wenn 
der   Schwerpunkt*),   nicht   aber   wenn    ein   anderer   Punkt   des    Systems 


*)  Dies  geht  aus  §  56,  1  hervor. 
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festgehalten  wird.  Die  Bewegung  hei  der  letzteren  Annahme  soll  hier 
untersucht  werden;  da  sich  indessen  der  allgemeinen  Lösung  analytische 
Schwierigkeiten  entgegenstellen  —  die  Auffindung  eines  Integrals  ist  nicht 
gelungen  — ,  so  beschränken  wir  uns  auf  den  Spezialfall,  dafs  das  Zentral- 
trägheitsellipsoid  des  Körpers  ein  Rotationsellipsoid  ist  und  dafs  der 
festgehaltene  Punkt  in  die  isolierte  Hauptachse  desselben  fällt.  Wir  lösen 
hiermit  das  bekannte  Problem  der  Kreiselbewegung  unter  Einflufs  der 
Schwerkraft.  —  Lagrange  war  der  erste,  der  das  Problem  auf  Quadra- 
turen zurückführte. 

2»  Die  Eul er' sehen  Gleichungen,  §  59,  (14),  wurden  unter  der 
Voraussetzung  hergeleitet,  dafs  der  Schwerpunkt  als  der  Nullpunkt  des 
Systems  £,  t;,  (  angenommen  wurde.  Doch  bleiben  sie  bestehen  (vgl. 
§  60,  ll),  wenn  dieser  Nullpunkt  ein  festbleibender  Punkt  des  Systems 
ist;  A^  B^  C  sind  dann  die  Hauptträgheitsmomente  für  diesen  Punkt. 
Diese  Annahmen  wollen  wir  für  die  Folge  machen.  Die  positive  f- Achse 
möge  durch  den  Schwerpunkt  gehen  und  die  r- Achse  möge  die  Vertikale 
sein,  die  positive  Hälfte  nach  oben  gekehrt  Bezeichnet  s  den  Abstand 
des  Schwerpunktes  von  dem  festen  Punkte,  so  ist  unter  Beibehaltung 
früherer  Bezeichnungen  {m  ist  die  Masse  des  Körpers) 

(1)  If,  =  —  W(75/33,     My  =  mr/.9cf3,     3/,  =  0. 

Hieraus  finden  wir  die  Drehungsmomente  für  die  |,  ?^,  f- Achse  in  der  Form 

Mt  =  Mj,ai  +  Myßi  +  M,y^  =  —  mgs  («i/Jg  —  ct^ß^)  u.  s.  w. 
oder 

(2)  M^  ==  mgsy^^     If ,,  =  —  mysy^^     JJ/f  =  0. 
Die  Eul er' sehen  Gleichungen  lauten  hiemach 

^  ^  +  ^^  ""  ^)  ^''  ""        »»^^yü» 


(3) 


^^  ~dt  +  (^  ~  ^')  ^P  =  '-  '^^Oi^7\  7 
C  J^  +  (£-^)m=      0. 


Multipliziert  man  diese  Gleichungen  mit  p-,  (J^  r  und  addiert  sie,  so 
erhält  man 

^p  /t  +  ^Q  -/f  +  ^^  dt  =" "~  ^^^  ('^yi  ~  -^y»)- 

Aus  §  59,  (9)  und  früheren  Formeln  folgt 

«»y»  -ji-  -  Psy»  "57  +  ^^  ~  ^3  -'  "dT 

—  y^v^-df  +  ^^-dT  +  y^  'an  +  -dt 

oder 
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Nach  Einsetzung   dieses   Wertes   und   nach   ausgeführter    Integration    er- 
gieht  sich 

(5)  Ap^  +  Bq^  -f-  Ci-*  =  _  2mgsy.^  +  c, 

die    Gleichung  der  lebendigen   Kraft.     Aus  der   dritten  Gleichung 
§  59,  (13)  folgt  femer  nach  Nullsetzen  der  rechten  Seite  und  Integration 

(6)  ^yii>  +  ^yi7+CV3r  =  6\, 

der  Flächensatz  für  die  ar^Z-Ebene. 

3.   Führen  wir  jetzt  die  oben  in  Aussicht  genommene  Spezialisierung 

A  =  B 
ein,  so  folgt  aus  der  dritten  Gleichung  (3) 

(7)  r  =  üonst. 
Die  Gleichungen  (5)  und  (6)  gehen  über  in 

(8)  A  (p^  +  q')  +  Cr^ 2mgsy,  +  c, 

(9)  Ä(y,p  +  y^g)  +  Cy,r  =  C,. 

In   diese   Relationen   führen   wir   die   Winkel   -^,  9>,  t(;   ein;    für  (4) 
können  wir  schreiben 

(10)  y^p  —  yi(Z  =  sin^  ^^  , 
während  die  Gleichung  (18a)  in  §  60  in  die  Form 

(11)  yiP  +  y,Q=-sin'^^ 

gesetzt  werden  kann.    Durch  Quadrieren  und  Addieren  von  (10)  und  (ll) 
folgt 

(12)  (p^  +  (/)  dr'  =  de^  4-  sin«  ^ei9>^ 

Eliminieren   wir  mittels   (11)   und   (12)  p   und  q  aus   (8)  und   (9),   so 
erhalten  wir 

(13)  A  {d^'  +  sin*  &d<p^)  «  (—  2mgs  cos  ^  +  c  —  Cr*)  di*, 

(1 1)        A  sin*  ^d<p  =  (Ol  —  Cr  cos  d)  dt. 

Hieraus  können  wir  dtp  oder  dt  eliminieren  und  t  und  g>  durch  elliptische 
Integrale  als  Funktionen  von  <9'  darstellen. 

Nach  §  60,  (18),  den  zu  (4)  analogen  Gleichungen  und  (ll)  ist 


(15) 


==  y»  (vijp  +  y>g)  —  (yi"^  +  y»*)^  ^^ 

yi'  +  y»* 

cos-O^  biu'ö'dflp  —  r  8in*^d*  ^  ,  _, 

= — — .  i-^ ==  cos  %dw  —  rdi^ 

wonach  auch  tp  zu  berechnen  ist. 
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Übrigens  ist  die  Berechnung  des  Winkels  t|;  nicht  nötig,  um  eine 
klare  und  übersichtliche  Vorstellung  von  der  Bewegung  des  Körpers  zu 
erhalten.  Durch  die  Kenntnis  von  d'  und  g>  für  die  Zeit  t  ist  die  Be-* 
wegang  der  Hauptachse  beschrieben,  um  die  noch  eine  Drehung  mit  der 
konstanten  Geschwindigkeit  r  stattfindet;  (13)  und  (14)  charakterisieren 
mit  (7)  2U8amm6n  die  Bewegung. 

4«  Der  Verlauf  der  Bewegung  hängt  wesentlich  von  dem  Anfangs- 
zustande ab;  wir  wollen  eine  Hjpother^e  verfolgen,  welche  am  bestem  die 
Bewegung  des  in  einem  Punkte  festgehaltenen  Kreisels  (Gyroskops) 
klarstellt.  Der  Kreisel  ist  ein  sonst  beliebig  geformter  Körper,  dessbn 
Hauptträgheitsellipsoid  ein  Rotationsellipsoid  ist  und  welcher  in  eine  rascüs^ 
Umdrehung  um  die  isolierte  Hauptachse  versetzt  wird;  eine  Bewegung 
der  Hauptachse  ist  jedoch  keineswegs  ausgeschlossen,  wird  vielmehr  bei 
der  primitiven  Art,  auf  welche  der  Kreisel  zur  Rotation  gebracht  wird^ 
niemals  zu  veimeiden  sein.  Wir  wollen  fragen,  ob  (bei  geeignetem  seitJ 
liehen  Anstofs)  eine  Bewegung  möglich  ist,  bei  der  O  konstant,  d,  h. 
die  Drehungsachse  immer  gleich  gegen  die  Horizontalebene 
geneigt  bleibt. 

Da  hier  -j-  «=  0  ist,  so  wird  aus  (l.*5) 

(16)  Ä  sin*  &  (-^j)*  =  —  2mfjs  cos  ^  +  c  —  Cr^  =  Const., 
während  (14)  ungeändert  bleibt.     Aus  beiden  Gleichungen  folgt 

(17)  -^"J«.  Const; 

gleichzeitig  ergiebt  sich  eine  Beziehung  zwischen  c  und  C^.     -^  enthält 

hiemach   noch  immer  eine  willkürliche  Konstante^  die  mittels  der  Glei-- 
chungen  (3)  beseitigt  werden  mufs. 

Die  Gleichungen.  (10)  und  (ll)  werden  hier  zu 

Y%P  —  7i^  =  ö»     nP  +  ya^i  =  sin*  ^  f^i 

und  wir  berechnen  hieraus 

(    .   • 

,      N  d(p  dtp 

(18)  P'^'vidii    "i^y^^w 

Führen  wir  diese  Werte  in  die   erste  Gleichung  (3)  ein  und  beachten, 
dafs  wegen  (17)  ^ 

dt*      " 

f 

ist,  so  erhalten  wir 

.  dy^  dtp    .    f^         .V         dtp 

^  -dt  dT  +  (^  ~  ^)  ""y^  di  =  "^^'y^ 

oder,  da  analog  mit  (4) 
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dy^  dw 

ist, 

(19)  A  cos  »  (4|)*  -  Cr  ^J  +  «,.95  =  0. 

Zu   derselben   Relation   führt   die   analoge  Behandlung   der  zweiten  Glei- 
chung (3). 

flm 

Die  Gleichung  (19)  bestimmt  -,      zweideutig    durch    J,  C,  r,  O, 
m,  <7,  5,  ohne  dafs  eine  willkürliche  Konstante  hinzukäme.    Wir  berechnen 


(20)  ^V  ^^  i  V^''^*  —  A^Amgs  cos  * 

~di  YÄ  cos  & 

Bei  dem  Gyroskop  wird  der  Botationsgeschwindigkeit  r  meistens  ein 
sehr  beträchtlicher  Wert  verliehen;  der  Radikand  in  (20)  wird  dann  für 
beliebige  ^  positiv*).    Unter  Voraussetzung  eines  sehr  groisen  r  können 

wir  bei  Vernachlässigung  der  Potenzen  von  —  von  der  zweiten  an  schreiben 

r 


dq> 
HI 


n       X     ry     l/*  4  JLlflflS  C08  ^  ^        ,      ^      /  2  J-OTflS  CDU  ^\ 

Gr±Cryi ^,y,   -        Cr+Cr\l Jj^,-    ) 


(21) 


A  cos  9" 

2^  cos  t^ 

eiden  Werte 

V     dtqp             Cr 
^^     dt         A  tos 

-0- 

mgs 
Cr' 

,.     dq>         mgs 
•^     dt           Cr 

Der  erste  dieser  Werte  stimmt  bei  Vernachlässigung  des  zweiten  Gliedes 
mit  dem  in  §  60,  (32)  gefundenen  überein.  Wir  schliefsen  daher,  dafs 
bei  sehr  grofser  Drehungsgeschwindigkeit  um  die  isolierte 
Hauptachse  die  Bewegung  nahezu  geradeso  verlaufen  kann, 
wie  wenn  die  Schwerkraft  nicht  vorhanden  wäre,  während  die 
invariable  Ebene  horizontal  liegt. 

flm 

Der  zweite  Wert  für-^  ist  bei  sehr  grofsem  r  von  9'  nahezu 

unabhängig  und  r  umgekehrt  proportional;  die  Kegeldrehung 
geht  dann  stets  in  demselben  Sinne  vor  sich,  wie  die  Drehung 
um  die  Hauptachse.  Hierbei  ist  jedoch  zu  beachten,  dafs  man  zum 
Vergleich  der  beiden  Drehungsgeschwindigkeiten  die  positive  f-Achse  mit 
der  positiven  jcr- Achse  zum  Zusammenfallen  bringen  mufs.  Ist  daher  0* 
ein  stumpfer  Winkel,  liegt  also  der  Schwerpunkt  tiefer  als  der  Auf- 
hängungspunkt, so  scheint  die  Kegeldrehung  in  umgekehrtem  Sinne  vor 
sich   zu  gehen   wie   die  Achsendrehung.     Diese  zweite,  langsame  Kegel- 


*)  Für  Cr'  <  ^Amgs  cos  ^  wird  die  supponierte  Kegelbewegung  natorlich 
unmöglich;  ein  Kreisel,  dessen  Botationsgeschwindigkeit  zu  gering  wird,  vermag 
sich  bei  vorhandener  Neigung  der  Drehungsachse  nicht  mehr  aufrecht  zu  erhaltexL 
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drehung  der  Achse  ist  diejenige,  welche  man  am  Gyroskop  regelmäfsig 
beobachtet,  soweit  es  überhaupt  gelingt,  eine  reine  Kegelbewegung  zu 
erzielen. 

6«  Ohne  Schwierigkeit  läfst  sich  auch  die  Annahme  verfolgen,  dafs 
die  Rotationsachse  in  einem  Momente  festgehalten  und  dafs  dann  das 
System  sich  selbst  tiberlassen  wird.  Der  Winkel  d-  ist  dann  einer  perio- 
dischen Zu-  und  Abnahme  unterworfen,  die  jedoch  bei  grofsem  r  unbe- 
deutend ist.  Die  Bewegung  kommt  im  ganzen  der  eben  beschriebenen 
ziemlich  nahe. 

6.  Bei  schief  gestellter  Rotationsachse  wirkt  die  Schwerkraft  wie 
ein  Drehungsmoment,  welches  die  Rotationsachse  aus  ihrer  Richtung 
abzulenken  sucht.  Liegt  der  Schwerpunkt  über  dem  befestigten  Punkte, 
so  sucht  die  Schwerkraft  die  Achse  horizontal  zu  richten,  im  umgekehrten 
Falle  aber  vertikal.  Offenbar  mufs  jedes  die  Rotationsachse  angreifende 
Drehungsmoment  ganz  analog  wie  die  Schwerkraft  wirken.  Wir  können 
daher  folgenden  Satz  aussprechen,  der  freilich  nach  dem  Vorhergehenden 
nicht  gerade  strenge  richtig  ist,  aber  doch  den  Bewegungs Vorgang  nähorungs- 
weise  erklärt: 

Sucht  ein  Drehungsmoment  die  Drehungsachse  eines  frei 
rotierenden  Rotationskörpers  aus  ihrer  Richtung  abzulenken, 
so  weicht  jene  Achse  durch  eine  seitliche  Kegelbewegung  um 
die  Normale  zur  invariabeln  Ebene  aus.  Diese  Kegelbewegung, 
deren  Geschwindigkeit  mit  wachsender  Rotationsgeschwindig- 
keit abnimmt,  geht  in  dem  gleichen  Sinne  wie  die  Rotation 
vor  sich,  wenn  das'Drehungsmoment  die  Achse  von  der  Normal- 
richtung zur  invariabeln  Ebene  zu  entfernen  strebt;  im  um- 
gekehrten Falle  hat  sie  den  umgekehrten  Drehungssinn. 

7.  Die  Gleichungen  (13)  und  (14)  gehen  für  r  ==  0  bei  geeig- 
neter Änderung  der  Bezeichnung  und  Festsetzung  der  Konstanten  in  die 
Gleichungen  (ll)  und  (lO)  von  §  19  über.  Die  Bewegung  der  Haupt- 
achse des  festen  Körpers  ist  alsdann  identisch  mit  der  Bewegung  des 
Fadens  (resp.  dessen  Verlängerung  jenseit  des  Aufhängungspunktes)  eines 
konischen  Pendels  von  geeigneter  Länge.    Für  diese  Länge  findet  man 

(22)  l^-' 

^     ^  ms 
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Die  Fr&session. 

1.  Die  Erde  führt,  wenn  man  ihren  Schwerpunkt  als  relativ  fest- 
gelegt ansieht,  noch  eine  Bewegung  aus,  welche  in  einer  Rotation  um 
ihre  kleine  Achse  besteht,  während  letztere  selbst  einer  langsamen  Lagen- 
linderung ausgesetzt  ist.  Die  Bewegung  der  Erdachse  geht  im  wesent- 
lichen in    einem  Kreiskegel  vor  sich,   dessen  Achse  auf  der  Ebene  der 
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Ekliptik  senkrecht  steht;  der  Winkel  zwischen  der  Erdachse  und  der 
Normalen  zur  Ekliptik  beträgt  gegenwärtig  ca.  23^  27',  die  Drehung, 
welche  der  Dotation  um  die  Achse  entgegengesetzt  ist,  hat  eine  Periode 
von  ca.  25  795  Jahren,  Man  bezeichnet  diese  Kegelbewegung  wegen  der 
durch  sie  veranlafsten  Verschiebung  der  Tag-  und  Nachtgleichen  als 
Präzession.  Sie  wird  modifiziert  durch  eine  kleine  elliptische  Kegel- 
bewegung, die  sogenannte  Nutation,  und  geringfügigere  Störungen.  Die 
Präzessionsbewegung  ist  der  Richtung  und  Grölse  nach  von  der  Kegel- 
bewegung, welche  die  Achse  eines  Rotationskörpers  ohne  Einwirkung 
äufserer  Kräfte  ausführen  kann,  durchaus  verschieden.  Sie  mufs  vielmehr 
auf  die  Attraktion  der  Himmelskörper  zurückgeführt  werden,  von  denen 
jedoch  nur  Mond  und  Sonne  eine  hier  in  Betracht  kommende  Wirkung 
auszuüben  vermögen.  Die  Aufgabe  läfst  sich  als  Störungsproblem 
durchführen;  wir  begnügen  uns  hier  damit,  durch  gewisse  vereinfachende 
Annahmen  die  Rechnung  zu  erleichtern  und  so  eine  ausreichende  Theorie 
der  Präzession  allein,  ohne  Berücksichtigung  der  kleineren  Störungen, 
zu  geben*). 

2.  Um  die  Differentialgleichungen  der  Bewegung  eines  starren  Massen- 
systems, welches  von  einem  Massenzentrum  nach  dem  New  ton' sehen 
Gesetze  angezogen  wird,  um  seinen  Schwerpunkt  ganz  allgemein  zu  ent- 
wickeln, behalten  wir  die  früheren  Bezeichnungen  bei  und  setzen  noch 
weiter  fest,  dafs  die  Verbindungslinie  jenes  Massenzentrums  und  des 
Schwerpunktes  des  Systems  mit  den  Hauptträgheitsachsen  des  letzteren 
die  Winkel  A,  ft,  v  einschliefsen  möge;  die  Entfernung  des  Massenzentrums 
vom  Schwerpunkte  sei  ^,  von  einem  beliebigen  Punkte  ^,  iy,  ?  des  starren 
Systems  q^.  Die  Masse  des  Zentrums  sei  wij,  die  des  Elementes  §,  i?,  f  dm. 
Die  Komponenten  der  Attraktion  S^  H^  Z  auf  dm  nach  den  Achsen  der 
I,  ?y,  f  sind  dann,  wenn  f  die  Gravitationskonstante  bezeichnet, 

^        fm^  dm     Q  008  X  —  i 


(1) 


e.*  e. 


fm^dm     Q  cosfj  —  ry 
H  =  — 


Ci'  Pi 


/"»»i  d  m     Q  cos  V  —  i 

Die  in  den  Euler' sehen  Gleichungen  §  59,  (14)  auftretenden  Drehungs- 
momente sind  daher 

'm,  -^{Zn  -  m)  =  fm,;^  .  (n  CO,  r-  t  cos,)  ^,^^ 

(2)         ■  M,  =  fm.-^  ^^^"^',7^"^'^  am, 

WO  die  Summation  über  das  ganze  starre  System  auszudehnen  ist. 

*)  Eine  weitergehende  Durcbführung  b.  bei  Isradl-Uoltxwart,  Asiro- 
mechanik,  p.  141  ff. 
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Der  Cosinus  des  Winkels,  welchen  die  Verbindungslinie  des  Schwer- 
punktes mit  dem  Massenzentrum  einerseits  und  dem  Punkte  ^,  ?/,  ^ 
andrerseits  miteinander  bilden,  ist  durch 

J  CO«  l  +  rj  eoB  fi  -\-  t  008  v 

dargestellt.     Demnach  ist 

^i*  =  Q^  +  l>^  +  V^  +  i^—2Q  (1  cos  k  +  ri  cos  (i  +  ^  cos  p). 

Macht  man   nun   die  Annahme,   dafs  q   sehr  groFs  ist  gegen  die  Dimen- 
sionen des  starren  Systems,  so  kann  man  unter  Vernachlässigung  höherer 

Potenzen  von  —  setzen 

9 


(3) 
und 

(4) 


Ql  =  Q  —  (§  COS  A  +  ij  cos  fl  +  ?  COS  l') 
113 

-s  ==  -3  +  -^4  (S  COS  A  -f-  ty  cos  f*  +  f  cos  p). 


Bedenkt  man,   daCs  A,  ^,  i/  für   den  giinzen  Körper  denselben  Wert 
haben  und  dafs  nach  §  57,  3 

und,  weil  der  Nullpunkt  der  Schwerpunkt  ist, 


^S^?w 


'  ^,vdm 


.    "N^f»,!*.!    ,^ 


-^ 


^dm  =  0 


ist,  so  wird  au3  (2) 

^^^  =  iT"  COS  fl  cos  V^(lf  t^)  (Zw, 


(•■i) 


M;  =  -J^  COS  A  cos  i^yji^'  -  1^*)  dm. 


M»f  =  — ^-  cos  V  cos  A^(i;^  — 


Bemerkt  man  noch,  dafs 

(6)    ^(n^  +  n^«»-^,  2'^?'  +  S')d«-5,  ^(i,»+«»)d«-0 

ist,  worin  J.,  5,  C  die  Hauptträgheitsmomente  für  den  Schwerpunkt  be- 
zeichnen, so  gehen  die  Gleichungen  §  59,  (14)  in  , 

^       dp 

dt 


(V) 


A  -r-  ^{c-B)qr  =  »J^J^^ilH 


cos  fi  cos  V, 
-ß  -—-  +  (-4  —  C)  rj>  «I»  -»5 — ^-^8 cos  V  cos  X, 


über. 
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Es  ist  sehr  bemerkenswert,  dafs  die  Bewegimg  durch  die  spezielle 
Massenverteilung  nur  insofern  beeinflufst  wird,  als  diese  die  Hauptträgheits- 
moniente  bestimmt. 

3.  Bei  der  Erde  nehmen  wir  die  Rotationsachse  als  ^- Achse  an;  es 
ist  dann  A  =  B  und  C^  Ä.     Aus  den  Gleichungen  (7)  wird 

Ä'f:+(C^A),r=        '^^^^  -^->  cos  ^  cos  ., 


(8) 


dt     '    ^  ^^  q' 

A  ^H  -{G-A)  rp  =-  ^^«-(^-IL^  cos  v  cos  il, 


dt 

dt         ^' 


Aus  der  letzten  Gleichung  folgt 

(9)  r  =  Const. 

Die  Geschwindigkeit  der  Rotation  um  die  Hauptachse  er- 
leidet  also  durch  das  Attraktionszentrum  keine  Störung. 

Ware  auch  C  =  A^  die  Erde  also  z.  J3.  eine  aus  homogenen  Schichten 
bestehende  Kugel,  so  würde  nach  (8)  überhaupt  eine  Störung  der  Rota- 
tionsbewegung nicht  stattfinden.  Die  Abplattung  der  Erde  ist  daher 
die  Vorbedingung  der  Präzession. 

Wirken  mehrere  Zentren  attrahierend,  so  sind  auf  den  rechten  Seiten 
der  beiden  ersten  Gleichungen  (8)  analoge  Glieder  zuzufügen. 

4.  Die  wirkliche  Auswertung  der  Gleichungen  (8)  erfordert,  dafs 
die  Winkel  A,  ft,  v  durch  die  GrÖfsen,  welche  die  Lage  des  starren  Systems, 
und  diejenigen,  welche  die  Lage  des  Attraktionszentrums  als  Funktion 
der  Zeit  bestimmen,  ausgedrückt  werden.  Obgleich  es  keine  besondere 
Schwierigkeit  bietet,  die  Aufgabe  allgemeiner  zu  behandeln,  wollen  wir 
sie  doch  der  Übersichtlichkeit  halber  nur  unter  einer  vereinfachenden 
Voraussetzung  erledigen.  Wir  nehmen  die  als  fest  betrachtete  Ekliptik- 
ebene als  a;?/- Ebene,  den  fest  gedachten  Schwerpunkt  der  Erde  als  Null- 
punkt des  Systems  der  a*,  y^  z.  Das  Attraktionszentrum  möge  nun  in  der 
Ekliptikebene  mit  gleichbleibender  Geschwindigkeit  einen  Kreis  (Radius  p) 
um  den  Schwerpunkt  der  Erde  ausführen.  In  Wirklichkeit  ist  auch  die 
Neigung  der  Mondbahn  gegen  die  Erdbahn  in  Betracht  zu  ziehen. 

Zur  Zeit  ^  «=  0  möge  das  Attraktionszentrum  in  der  o;- Achse  liegen, 
in  der  Zeit  i  möge  die  Verbindungslinie  q  in  der  Richtung  von  der  posi- 
tiven o;- Halbachse  zur  positiven  y-Halbachse  den  Winkel  M  beschreiben. 
Dann  ist 

cos  X  =  cos  (9,  %)  cos  (a-,  |)  +  cos  fp,  y)  cos  (y,  |)  +  cos  (^,  £)  cos  (j?,  |) 

IL  8.  W. 

oder,  unter  Anwendung  früherer  Bezeichnungen  und  unter  Beachtung  der 
Relation 

(?,«)  =  90», 
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Icos  X  =  flfj  cos  kt  +  ßi  sin  kt^ 
cos  f*  ==  «2  ^^s  ^^^  "f"  /'jj  s^°  ^^ 
cos  V  =  «3  cos  Ä/  +  /3j  sin  A:/. 

Führt  man  nach  §  52,  (27)  die  Gröfsen  -O",  g),  if;  ein,  sp  wird  hieraus 

cos  il  =        sin  ij;  sin  (kt  —  g))  —  cos  d"  cos  t(;  cos  (kt  —  9), 
(11)    '  cos  fi  =  —  cos  if;  sin  (kt  —  g>)  —  cos  0  sin  ij;  cos  (kt  —■  9), 
cos  V  =       sin  ^  cos  (kt  —  <p). 

Der  Winkel  kt  —  <p  ist  die  Längendifferenz  zwischen  der  Projektion  der 
Erdachse  auf  die  Ekliptikebene  und  dem  Attraktionszentrum.  Die  For- 
meln sind  auch  direkt  leicht  abzuleiten. 

5.  Die  Integration  der  aufgestellten  Gleichungen  gelingt  durch  Ein- 
führung vereinfachender  Annahmen.  Die  Gleichungen  (8)  nehmen  eine 
bedeutend  einfachere  Gestalt  an,  wenn  man  sich  von  dem  variablen  Winkel 
kt  —  97  unabhängig  macht.  Da  die  Bewegung  der  Erdachse,  der  Klein- 
heit der  perturbierenden  Kräfte  halber,  ihre  Lage  nur  sehr  langsam 
ändern  kann,  also  sich  nur  unmerklich  geändert  hat,  wenn  kt  —  <p  seine 
sämtlichen  Werte  von  0  bis  27t  durchlaufen  hat,  so  kann  man  sich 
ohne  beträchtlichen  Fehler  die  Masse  des  störenden  Körpers 
gleichmäfsig  auf  seine  ganze  Bahn  verteilt  denken*). 

Nun  treten  in  (8),  nach  Einsetzung  der  Ausdrücke  (ll),  auf  der 
rechten  Seite  die  Gröfsen 


sin  (kt  —  g))  cos  (kt  —  q>)  =  \  sin  2  (kt  —  <p) 


und 


cos*  (kt  —  g>) 

auf;  wir  werden  die  Mittelwerte  derselben  zu  emiitteln  haben.  Für 
den  Sinus  ist  der  Mittelwert  gleich  Null,  während  wir  für  cos^  (kt  —  (p) 
den  Mittelwert 

* 

cos*  xds  = 


(12) 


^ß 


inj 


•1  +  C03  2.r         1 

g—    -  rfa:  --  Y 


berechnen. 

Hiemach  gehen  die  Gleichungen  (8)  über  in 


(13) 


Ä  ^ j  +(C--  Ä)qr  = "—  9  «3  "    -  sm  -^  cos  ^  sm  if;, 


-^H-«' 


29» 

..  Sfm,{C^A)    .    ^ 

A)pr=       s sm  ^  cos  -^  cos  t/;, 

y 


dr 
dt 


=  0. 


*)  Die  periodischen  Störongsglieder,  welche  hierdurch  vernachlässigt  werden, 
sind  in  der  That  ziemlich  unbedeutend.  Die  bedeutendste  Störung  der  Präzession, 
dieNntation,  rührt  von  der  Neigung  der  Mondbahn  gegen  die  Ekliptikebene  her. 
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Nimmt  man  noch  weiter  an,  dafs  d'  konstant  sei,  so  lassen  sich  die 
Gleichungen  (13)  unter  Benutzung  von  §  52,  (27)  mit  den  Gleichungen  (3) 
von  §  61  bei  geeigneter  Festsetzung  der  Konstanten  identifizieren.  Wir 
haben  nämlich 

(14)  mgs  = ^  2  -ä cos  ^ 

zu  nehmen.     Aus   der  Gleichung  §  Gl,  (21b),   die   wir  hier  recht   wohl 
anwenden  können,  folgt  dann 

ri5^  1^  -  _  ^lULLi^ZzJl  cos  ^ 

^^^)  dt~  2  6Vi^ 

Betrachten  wir  die  Erde  als  ein  homogenes,  abgeplattetes  Botations- 
ellipsoid,  dessen  grofse  und  kleine  Halbachse  a  und  c  sind,  so  vrird  nach 
§  57,  (22)  und  (22a) 

(16)  ^„«(«'i^*),      c=^', 

worin  m  die  Erdmasse  bezeichnet.     (15)  geht  hiemach  in 
d<p  ^f^f^i  Ca'  —  c*)  cos  d  S/'m,  e*co8^ 


(17) 


dt  4a*p'V  4Q^r 


über,  wenn  e  die  numerische  Exzentrizität  der  Meridianellipse  darstellt. 
Bezeichnet  ferner  g  die  Beschleunigung  der  Schwere  am  Pole  (Mafsein- 
heiten:  Meter  und  Sekunde),  so  ist 

also 

(18)  ''J »^«'if«)%*cos*. 

^      ^  dt  4t    gr  m  \  (f  / 

Nun  können  wir  setzen 

2« 


e  ^  0,0817,     g  =  9,8088,     &  =  23®  27',     r 


86  164 
ferner  für  den  Mond 

-l,      (>  =  384  415  500  m; 


VI 

1 
80' 

c 

Q 

für  die  Sonne 

• 
t 

,     :■=  322  800,       ;    =^,-,-, 
Q=  148  600  000  000  m. 

Aufserdem  wollen  wir  — ,  welches  wir  durch  Bogenlänge  und  Zeitsekunde 

ausgedrückt   erhalten,   in   Bogensekunden    und   Jahre    umrechnen,   indem 

wir  mit 

860  .  60^  60  .  31  666  927 

multiplizieren. 


§  63.  Der  Stofs  kujfelförmiger  Körper.  95 

So  berecTinen  wir  als  jährliche  Änderung  des  "Winkels  g>: 

a)  infolge  der  Attraktion  des  Mondes:    —  36,32", 

b)  infolge  der  Attraktion  der  Sonne:       —  16,07", 

so  dafs  die  ganze  jährliche  Präzession 

—  62,39" 

betragen  würde,  was  dem  wirklichen  Betrage  von  —  60,24"  ziemlich 
nahe  kommt.  Die  vorgenommenen  Vereinfachungen  erklären  die  Ab- 
weichung hinreichend. 

§63. 
Der  Stofs  kugeifönaiger  Körper. 

1*  Alle  bisher  besprochenen  Bewegimgserscheinungen  starrer  Körper 
haben  das  eine  gemein,  dafs  die  Geschwindigkeiten  der  Bewegungen  keine 
StetigkeitsTinterbrechung  erfahren.  Es  ist  aber  leicht  einzusehen, 
dafs  die  Annahme  starrer,  undurchdringlicher  Systeme  zu  einem  Falle 
des  Gegenteiles  ftthren  mufs.  Kommen  nämlich  zwei  beliebig  bewegte 
starre  Systeme  mit  ihrer  Umgrenzung  in  Berührung,  so  wird,  da  sie  sich 
nicht  durchdringen  können,  im  allgemeinen  eine  Stetigkeitsunterbrechung 
der  Geschwindigkeiten  statthaben  müssen.  Man  bezeichnet  die  Wirkung 
der  beiden  Körper  auf  ihre  beiderseitige  Bewegung  als  Stofs.  Die 
mechanische  Behandlung  des  Stofses  gab  zu  mannigfaltigen  Diskussionen 
und  sehr  divergierenden  Ansichten  Veranlassung*).  Unzweifelhaft  ist  es 
nicht  möglich,  mit  den  früheren  Prinzipien  den  Gegenstand  zu  erledigen. 
Bei  dem  Stofse  kommen  Vorgänge  in  den  kleinsten  Teilen  in  Betracht, 
welche  wir  im  einzelnen  nicht  zu  verfolgen  im  stände  sind,  deren  Gesamt- 
wirkung wir  jedoch  teils  nach  der  Erfahrung,  teils  nach  gewissen  Ana- 
logie- und  Probabilitätsschlüssen  beurteilen  können.  Um  das  Problem 
nicht  unnötig  zu  komplizieren,  wollen  wir  annehmen,  dafs  die  beiden 
zusammenstofsenden  Körper  homogen  und  kugelförmig  sind  und  sich 
lediglich  infolge  des  Beharrungsgesetzes  ohne  Botation  geradlinig  und 
mit  gleichförmiger  Geschwindigkeit  bewegen.  Zunächst  wollen  wir  weiter 
voraussetzen,  dafs  der  Stofs  ein  zentraler  ist,  d.  h.  dafs  sich  die  beiden 
Kugelmittelpunkte  vor  dem  Stofse  in  derselben  Geraden  bewegen. 

2»  Da  bei  dem  zentralen  Stofse  kein  Grund  vorhanden  ist,  dafs 
einer  der  Kugelmittelpunkte  von  der  Geraden,  in  der  sie  sich  vor  dem 
Stofse  bewegten,  nach  dem  Stofse  abweichen  sollte,  so  müssen  wir  an- 
nehmen, dafs  beide  sich  alsdann  irgendwie  auf  derselben  weiter  bewegen 
müssen.  Obgleich  wir  die  Art  der  inneren  Kräfte,  welche  bei  dem  Stofse 
thätig  werden,  nicht  zu  beurteilen  im  stände  sind,  so  werden  wir  doch 


*)   S.   hieiübcr  Dühring,    Kritische  Geschichte  der  allgemeinen 
Prinzipien  der  Mechanik,  2.  Aufl.,  p.  163  ff. 
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nicht  fehlgehen,  wenn  wir,  im  Einklänge  mit  allen  Erfahnmgsthatsachen, 
annehmen,  dafs  das  Prinzip  der  Bewegung  des  Schwerpunktes 
nach  §  24,  4  bei  ihnen  Anwendung  findet.  Der  Schwerpunkt  des 
Systems  von  zwei  Körpern  wird  also  nach  dem  Stofse  seine  geradlinige 
Bewegung  unverändert  fortsetzen.  Dagegen  sind  wir  nicht  berechtigt, 
das  Prinzip  von  der  Erhaltung  der  lebendigen  Kraft  für  die  ftufserlich 
sichtbare  Bewegung  in  Anwendung  zu  bringen.  Denn  es  kann  ein  Teil 
der  lebendigen  Kraft,  wie  auch  thatsächlich  geschieht,  in  Molekular- 
bewegung  (Wärme)  umgesetzt  werden. 

Der  Anschaulichkeit  wegen  wollen  wir  jetzt  nur  den  Fall  ins  Auge 
fassen,  dafs  der  Schwerpunkt  beider  Körper  mit  den  Massen  m^  und  m^ 
von  Anfang  an  in  Buhe  war.  Bewegen  sich  die  Mittelpunkte  auf  der 
o;- Achse,  sind  Xi  und  x^  die  örter  derselben  und  ist  der  Nullpunkt  der 
Schwerpunkt  des  Systems,  so  haben  wir  die  Beziehung 

(1)  m^Xi  +  m^x^  =  0; 

die  entgegengesetzt  gerichteten  Geschwindigkeiten  beider 
Körper  verhalten  sich  umgekehrt  wie  ihre  Massen.  Nach  dem 
Stofse  müssen  sich  beide  Kugeln  entweder  in  Buhe  befinden 
oder  sich  mit  Geschwindigkeiten,  welche  ihren  Massen  um- 
gekehrt proportional  sind,  rückwärts  bewegen,  wie  dies  das 
Beharren  des  Schwerpunktes  im  Nullpunkte  erfordert.  In  Wirklichkeit 
dürfte  meistens  der  letztere  Fall  eintreten,  wenn  auch  die  nach  dem 
Stofse  angenonamene  Geschwindigkeit  in  verschiedenen  Fällen  sehr  ver- 
schieden ausfallen  wird;  im  Maximum  wird  sie  nur  die  frühere  Ge- 
schwindigkeit erreichen  können,  da  andernfalls  eine  Vermehrung  der 
lebendigen  Kraft  stattfinden  würde,  was  wir,  wenn  nicht  etwa  chemische 
Kräfte  in  Aktion  treten,  ausschliefsen  dürfen.  Bei  der  mathematischen 
Behandlung  des  Stofses  pflegt  man  sich  nun  auf  die  beiden  extremen 
Fälle  zu  beschränken,  die  beide  in  Wirklichkeit  nahezu  erreicht  werden 
können.     Wir  betrachten  also  die  Hypothesen 

a)  dafs  nach  dem  Stofse  die  Bewegung  aufhört,  die  leben- 
dige Kraft  also  vollständig  vernichtet,  resp.  in  Molekular- 
bewegung umgesetzt  wird; 

b)  dafs  die  Geschwindigkeiten  den  vor  dem  Stofse  vor- 
handenen umgekehrt  gleich  sind,  die  lebendige  Kraft  also 
keine  Änderung  erfährt. 

Das  erstere  Verhalten  pflegt  man  einem  vollkommen  unelasti- 
schen, das  zweite  einem  vollkommen  elastischen  Körper  zuzuschreiben. 
Obgleich  wir  die  elastischen  festen  Körper  erst  im  nächsten  Abschnitte 
behandeln,  können  wir  doch  den  elastischen  Stofs  bereits  hier  erledigen, 
da  seine  Theorie  —  soweit  sie  sich  auf  keine  tiefer  liegenden  Grund- 
lagen stützt  —  mit  der  Theorie  der  Elastizität  in  keinem  Zusammen- 
hange sieht. 
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3»  Für  den  Fall  des  ruhenden  Systemschwerpunktes  ist  die  Theorie 
durch  das  Ohige  erledigt.  Hat  der  Schwerpunkt  seihst  eine  geradlinige 
Bewegung,  so  läfst  sich  das  Prohlem  infolge  der  Relativität  der  Bewegung 
auf  das  Vorhergehende  zurückführen.  Behalten  wir  die  früheren  Bezeich- 
nungen hei  und  sind  v^  und  v^^  resp.  v^  und  v^  die  Geschwindigkeiten 
vor,  resp.  nach  dem  Stofse  beider  Körper,  so  haben  wir  als  Ort  des 
Schwerpunktes 

^     ^  «Ij    -j-  ***! 

und  als  Geschwindigkeit  desselben 


(3) 


IWl©l  -f"  Wl^t?j 


m,  +  Hl, 

Bei  unelastischen  Körpern  werden  die  relativen  Geschwindig- 
keiten gegen  den  Schwerpunkt  v^  —  v  und  v^  —  v  annulliert,  so  dafs 
oeide  Körper  nach  dem  Stofse  sich  in  gegenseitiger  Berührung  mit  der 
Geschwindigkeit  (3)  weiter  bewegen.  Der  stattfindende  Verlust  an  leben- 
diger Kraft  beträgt 


(4) 


1  in,'«,* -f- m,'t?2' —  2mii»,t?it?,  1  (m, v^  —  m, t?,)' 

8  i»i  -j-  mj  2        w,  -t-  m. 


4»  Beim  elastischen  Stofse  verwandeln  sich  die  relativen  Ge- 
schwindigkeiten gegen  den  Schwerpunkt  v^  —  v  und  v^  —  v  in  ihr  Gegen- 
teil V  —  Vi  und  V  —  v^j  so  dafs 


(5) 


2  »f?jj  v.^ 


/  I  (tWj  —  Uli)  V-  -|-  2  m,  t?i 


i»i  -f  m, 
wird.     Der  Verlust  an  lebendiger  Kraft 

ist,  wie  leicht  nachzurechnen,  dem  Ausgang  der  Untersuchung  entsprecliend, 
gleich  Null. 

5«  Der  Fall  des  schiefen  Stofses,  bei  welchem  die  Kugelmittel- 
punkte sich  nicht  in  derselben  Geraden  bewegen,  ist  leicht  auf  den  vorigen 
zurückzuführen.  Im  Momente  des  Zusammenstofses  lassen  sich  die  Ge- 
schwindigkeiten beider  Kugeln  in  je  zwei  Komponenten  zerlegen,  von  denen 
das  eine  Paar  m  die  Zentrale  beider  Kugeln,  das  andere  in  die  Richtung 
der  gemeinsamen  Tangentialebene  fällt.  Die  ersteren  Komponenten  er- 
leiden die  im  Vorigen  erörterte  Umwandlung,  während  die  letzteren 
ungeändert  bleiben,  falls  das  Vorhandensein  von  Reibung  nicht  an- 
genommen Mrird.  Die  Zusanmiensetzung  der  neuen  Komponenten  liefert 
die  resultierende  Bewegung  nach  dem  Stofse. 

Uausenberger,  analyt.  Mechmnik.  U.  7 
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§  64. 
Gleichgewicht  eines  iinansdehnbaren  Fadens. 

1.  Wir  schliefsen  hier  die  üntersnchnng  eines  Systems  an,  welches 
in  mancher  Hinsicht  mit  dem  starren  Systeme  verwandt  ist.  Es  sei  ein 
unendlich  dünner,  absolut  biegsamer,  aber  nicht  ausdehnbarer 
Faden  vorgelegt,  auf  dessen  einzelne  Punkte  gegebene  Kräfte  wirken; 
für  die  Endpunkte  können  besondere  Bedingungen  gegeben  sein.  Die 
Gleichgewichtsbedingungen  für  dieses  System  sollen  aufgestellt  werden. 

Es  ist  keineswegs  zulässig,  auf  dieses  System  ohne  weiteres  das 
Prinzip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  anzuwenden.  Ändert  sich  die 
Wirkung  der  Kraft  von  einem  Punkte  des  Fadens  zu^  andern  stetig, 
so  wird  derselbe  keine  Ecken  bilden  und  die  Bedingung  wird  in  die  Form 
gekleidet  werden  können,  dafs  jedes  Fadenelement  ds  mit  der  Zeit  unver- 
änderlich ist;  alsdann  ist  die  Bedingung  durch  eine  Gleichung  gegeben 
und  daS  Prinzip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  kann  zur  Anwendung 
geb];acht  werden.  Findet  aber  jene  stetige  Änderung  der  Kraft  nicht 
statt,  so  werden  Ecken  gebildet;  an  Stelle  jener  Gleichung  tritt  eine 
Ungleichheit,  welche  besagt,  dafs  ds  einen  Maximalwert  nicht  über- 
schreiten kann.  Wirken  nur  auf  einzelne  Punkte  des  Fadens  Ej-äfte  ein, 
so  bildet  das  Fadenstück  zwischen  zwei  solchen  Punkten  eine  gerade 
Linie  (Seilpolygon).  Wir  wollen  diesen  Fall  hier  nicht  weiter  ver- 
folgen und  annehmen,  dafs  die  Kräfte  auf  alle  Punkte  des  Fadens  ein- 
wirken und  zwar  von  Punkt  zu  Punkt  sich  stetig  ändernd. 

2»  Unter  der  letzteren  Voraussetzung  wird  der  Faden  in  der  Gleich- 
gewichtslage —  falls  überhaupt  eine  solche  existiert  —  eine  stetig 
gekrümmte  Kurve  bilden,  deren  Infinitesimalteile  als  gerade 
angesehen  werden  können.  Jedes  solche  Teilchen  ds  wird  nicht  allein 
von  der  Ejraft  Pds  mit  den  Komponenten  Xds^  TdSj  Zds  affiziert*), 
sondern  auch  durch  die  Wirkung  der  beiden  Nachbarteilchen  infolge  der 
gegebenen  Bedingung.     Die  letztere  Wirkung  bezeichnet  man  als  Span- 

nung;  am  einen  Ende  von  ds  mag  sie  T,  am  anderen  T-^dT^^T-}-  ^  ds 

sein.  Die  Kraft  Pds  sucht  das  Teilchen  ds  aus  seiner  Lage  zu  ent- 
fernen, übt  aber  keine  richtende  Wirkung  aus.  Dagegen  nimmt  offenbar 
ds  eine  solche  Lage  an,  dafs  die  beiderseitigen  Spannungen  in  die  jewei- 
lige Tangentialrichtung  fallen**).    Die  Komponenten  von  T  sind  demnach 


T—       T^       T~ 
d8 '  ds^         ds'* 


diejenigen  von  T  ^  dT 


*)  Wir  machen  hiermit  die  Annahme,  dafs  die  Kräfte  auf  unendlich  kleiofm 
Räume  der  Masse,  die  im  Faden  als  stetig  veränderlich  zu  denken  ist,  propor- 
tional sind.  Diese  Annahme  wird  schon  durch  die  Voraussetzung  der  Stetigkeit 
der  Kraftänderung  notwendig  gemacht. 

**)  Wie  dies  den  Gesetzen  in  §§21  und  23  entspricht. 
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Nach  dem  Gesetze  von  Wirkung  und  Gegenwirkung  sind  die  Spannungen, 
welche  zwei  benachbarte  Teilchen  aufeinander  ausüben,  gleich  und  ent- 
gegengesetzt; sie  ändern  sich  längs  des  Fadens  kontinuierlich.  Nehmen 
wir  die  Richtung  des  Fadens,  nach  welcher  hin  T  angp*eiffc,  als  die  nega- 
tive an,  so  verlangt  das  Bestehen  des  Gleichgewichtes  die  Befriedigung 
folge nder  Bedingungen : 

dx 


—  T 


ds 


+  ^2  +  '^(^S)  +  ^'^'  =  '^ 


XL  S.   W. 


oder 


(1) 


oder 


(2) 


zds  +  rf  (r  g)  =  0, 


Xds  -\-dT^4-Td-y  =0, 
'  d»    '  d»  ' 

Yds  +  dT%^  ■\-Td^J'  =  0, 


d» 


ds 


Hierzu  treten  noch  Grenzbedingungen,  welche  sich  auf  die  beiden 
Endpunkte  des  Fadens  beziehen. 

3.  Da 

(«)■+(!!)*  +  ©'-'. 

also 

dx  j  ^^  i  ^y  j^y  i^^  j^^     (\ 

ds       ds    *    ds      d«    *    ds     ds 

d  T'      d  'ii     dz 
ist,  so  folgt  durch  Multiplikation  der  Gleichungen  (2)  mit     ,*  ,     ,    ,    ^- 

und  folgende  Addition 

(3)  Xdx  +  Ydy  +  Zdfi  =  --  dT. 

Besitzt  die  Kraft  P  eine  Kräftefunktion   Z7,  so  dafs 

.,.  ^       du       „      du       „       du 

KV 


Y        du       ^      du       „ 

C x^  cy  ' 


dz 


ist,  so  nimmt  (3)  die  einfache  Gestalt  an 
(5)  dU^  —  dT, 

woraus  durch  Integration 


7* 
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(6)  U-U^~~T^-T 

folgt.  Der  unterschied  in  der  Spannung  zweier  Punkte  des 
Fadens  ist  also  der  (negativen)  Differenz  der  Kräftefunktion 
für  beide  gleich. 

Dieser  Satz  zeigt  eine  gewisse  Analogie  mit  dem  Satze  von  der 
lebendigen  Kraft,  wie  überhaupt  das  hier  behandelte  Gleichgewichtspro- 
blem mit  den  Problemen  der  freien  Bewegung  mancherlei  Analogien 
aufweist. 

4,    Multipliziert  man    die  Gleichungen    (2)   mit  d  -r-^  ^  d    '   ^  d 
und  addiert,  so  folgt 


(') 


Nun   wird   aber  der   erste   Krümmungsradius   ^   einer   Kurve    durch   die 
Formel 

(8)  »=      , ^_ 


Vi'WM'W^^'r) 


dargestellt*),  so  dafs  (7)  in 

übergeht. 

5.  Werden  die  Gleichungen  (2)  quadriert  und  addiert,  so  folgt 
unter  Beachtung  von 

X«  +  r*  +  Z«  -=»  P2 
die  Relation 

P*ds*  ■\-  dT*  +  T*  ^  +  2dT  {Xdx  +  Ydy  +  Zde) 
oder  wegen  (3)  und  (9) 

CO)  'i + (^9'  -  ^- 

6«  Denkt  man  sich  den  Faden  in  unendlich  kleine,  als  geradlinig 
zu  betrachtende  Teile  zerlegt,  an  deren  Endpunkten  die  Kr&fbe  P  an- 
greifen, so  leuchtet  es  ein,  dafs  je  zwei  aufeinanderfolgende  Teile  und 
die  Richtung  der  zwischen  ihnen  angreifenden  Kraft  in  dieselbe  Ebene 
fallen.  Denn  andernfalls  hätte  die  Kraft  noch  das  Bestreben,  eine  seit- 
liche Ablenkung  hervorzurufen,  dem  die  Spannung  nicht  entgegenwirkt; 
es  könnte  also  kein  Gleichgewicht  stattfinden.  Die  Richtung  der  in 
einem   Punkte    des  Fadens   angreifenden   Kraft   fällt   daher  in 


*)  Vgl.  z.  B.  Joachimsthal,  a.  a.  0.  p.  16. 
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die  KrUmmungsebene  der  Fadenkurve  für  diesen  Punkt.  Der 
Satz  läfst  sich  natürlich  auch  analytisch  ableiten.  Wirken  auf  den 
Faden,  der  mit  seinen  Endpunkten  befestigt  ist,  nur  Parallel- 
kräfte ein,  so  ist  die  Fadenkurve  eine  ebene. 

7.  Wird  ein  Faden  Über  eine  feste  Fläche  durch  Zug  an  den  End- 
punkten gespannt,  ohne  dafs  weitere  Kräfte  auf  ihn  einvnrken,  so  kann 
man  annehmen,  dafs  die  Fläche  Normalkräfte  auf  ihn  ausübt,  welche 
seine  Lage  mitbestimmen.  Hieraus  folgt,  dafs  die  Flächennormalen,  welche 
in  Punkten  der  Fadenkurve  errichtet  werden,  in  die  jeweilige  KrUmmungs- 
ebene der  letzteren  fallen,  d.  h.  dafs  die  Fadenkurve  eine  geodä- 
tische Linie  der  Fläche  ist.  Nach  der  Definition  der  geodätischen 
Linien  ist  dies  auch  unmittelbar  einleuchtend. 

8.  Wird  ein  schwerer,  homogener,  unausdehnbarer,  biegsamer  Faden 
an  seinen  beiden  Enden  befestigt,  so  bildet  er  infolge  der  Schwerkraft 
im  Gleichgewichtszustande  eine  Kurve,  welche  als  Kettenlinie  bezeichnet 
wird.  Nach  6.  mufs  dieselbe  eben  sein.  Denkt  man  sich  statt  des  einen 
Endpunktes  einen  beliebigen  anderen  Punkt  der  Kurve  festgehalten,  so 
erleidet  das  Fadenstück  von  demselben  bis  zum  anderen  Endpunkte  keine 
Lagenänderung.  Man  erkennt  hieraus,  dafs  dieselbe  Kurve  entsteht,  mögen 
die  Endpunkte  in  gleicher  oder  verschiedener  Höhe  liegen.  In  ähnlicher 
Weise  erkennt  man  leicht,  dafs  alle  Kettenlinien  ähnlich  sind, 
was  übrigens  auch  aus  der  folgenden  Rechnung  hervorgeht. 

Die  positive  o*- Achse  sei  vertikal  nach  oben  gerichtet  und  die  Faden- 
kurve falle  in  die  ^rt/- Ebene.  Es  ist  dann,  wenn  die  gleichgültige  Dichtig- 
keit des  Fadens  der  Einheit  gleichgesetzt  wird, 

X«-/;,     r=o,    Z  =  0, 

und  aus  den  Gleichungen  (2)  wird 


• 

l^äs^äT'^  +  Täll 

(11) 

' 

0-äT'^  +  Tä'^. 

Da  femer 

(12) 

U  '^  — gx 

ist,  so  folgt 

aus 

(ö) 

(13)       • 

dT  =  gdx 

und  aus  (6) 

(14) 

T-T,=g{x-x^). 

Die  Unterschiede  in  der  Spannung  zweier  Fadenteile  sind  also 
ihrem  Höhenunterschiede  proportional;  mit  der  Höhe  nimmt 
die  Spannung  zu. 

Da  die   rechten  Seiten  von  (11)  vollständige  Differentiale  sind,  so 
ist  je  eine  Integration  unmittelbar  ausführbar;  es  folgt 
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T  3—  =  r/s  +  6* 

'"'    '        '  r  ^^  - «.. 

ds  *' 

worin  c  und  c,  Konstanten  bedeuten.     Die  Elimination  von  T  liefert 

/-«\                                   dx       gs    ,     c                .     c 
(16)  7—  =  —  H =  «s  H , 

worin  £  eine  neue  willkürliche  Konstante  ist. 

Wir  diflferentiieren  (16)  nach  y  und  erhalten 

Substituieren  wir 

dx 

SO  liefert  die  Gleichung 

dy  r         I    x- 


«2^  +  «I  =  log  (p  +  V"  1  +  P"") 


durch  Integration 

oder 

(18)  c'v+'»  =p  + l/T+y* 

oder 

(1^)  ^  =  ä^ 2 

Nochmalige  Integration  führt  zu  der  Gleichung  der  Kettenlinie: 

(20)  X  =  ^ ±^ +  C. 

Die  Konstanten  £,  £j,  C  können  durch  Festsetzung  der  Länge  l  des 
Fadens  und  der  Lage  der  beiden  festen  Endpunkte  bestimmt  werden, 
was  mit  Hilfe  von  (16)  auf  eine  transzendente  Gleichung  führt. 

Um  die  Gleichung  zu  vereinfachen,  wollen  wir  den  tiefsten  Punkt 
der  Kurve  zum  Nullpunkte  des  Koordinatensystems  wählen.  Es  muls 
dann  zunächst  für  o?  =  0  auch  ^  =  0  werden,  woraus 

(21)  C ''''  +  '" 


-— »1 


2£ 


dx 
folgt.     Fehler  mufs    für  ^  =  0  auch  j—  ■=  0  werden,    was    nach   (19) 

die  Bedingung 

e'»  —  1, 
also 

ei  =0 

liefert.     Hiemach  geht  (20)  über  in 
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eine  Gleichung,  die  durch  Verlegung  des  Nullpunktes  in  vertikaler  Eich- 
tung  um  —    nach  unten  in 

(23)  .  ==  ^-±f- 

transformiert  werden  kann. 

Die  Kurve  ist  gegen  die  a:- Achse  symmetrisch.  Da  ihre  Gleichung 
nur  von  einer  Konstanten  c  abhängt,  die  mit  x  und  y  multipliziert  ist, 
so  sind  alle  Kettenlinien  ähnlich.  Die  Kettenlinie  sieht  einer  Parabel 
nicht  unähnlich,  wie  durch  Reihenentwicklung  der  rechten  Seite  von  (22) 
bei  Vernachlässigung  höherer  Glieder  nachweisbar  ist,  und  sie  wurde  von 
Galilei  fQ.r  diese  Kurve  genommen.  Jac.  Bernoulli  löste  zuerst  das 
Problem  der  Kettenlinie  in  exakter  Weise. 


Sechster  Abschnitt. 
Mechanik  der  elastisch  festen  K5rper. 

§  66. 
Die  homogene  Deformation. 

1«  Der  Mechanik  aller  derjenigen  Körper,  deren  Punkte  keine 
unveränderlich  feste  Lage  gegeneinander  haben,  schicken  wir  wieder  eine 
rein  geometrische  Untersuchung  über  die  Bewegung  solcher  Systeme  vorher. 
Man  bezeichnet  eine  Änderung  in  der  gegenseitigen  Lage  der  Punkte 
eines  Systems  im  Gegensatz  zu  einer  Ortsverftnderung  des  ganzen,  unver- 
änderten Systems  als  eine  Deformation  desselben.  Wir  wollen  zunächst 
eine  ganz  spezielle  Änderung  des  Systems  betrachten  und  auf  diese  dann 
eine  sehr  allgemeine  Untersuchung  basieren. 

2.  Es  sei  ein  beliebiges  räumliches  Punktesystem  vorgelegt,  welches 
unbegrenzt  gedacht  werden  kann.  Ein  Punkt  desselben  im  Anfangs- 
zustande habe  in  einem  willkürlichen  rechtwinkligen  Koordinatensysteme 
die  Koordinaten  rr,  y^  z^  nach  Ausführung  einer  Bewegung  die  Koordi- 
naten I,  t},  i.  Wir  uoitersuchen  nun  die  Änderung,  welche  das  System 
durch  diese  Bewegung  erfährt,  falls  die  alten  und  neuen  Koordinaten  der 
Systempunkte  durch  Gleichungen 

(1)  y~b+  M  +  6,i?  +  63f, 

^  =  c+  c,|  +  c^ti  +  c,? 

verbunden  sind;  die  Koeffizienten  derselben  sollen  keinerlei  Bedingungen 
unterworfen  sein,  anfser  dafs  sie  als  endlich  vorausgesetzt  werden. 
Die  hierdurch  hervorgerufene  Deformation  des  Systems  wollen  wir  mit 
Thomson  und  Tait  als  eine  homogene  bezeichnen. 

Lrgend  eine  algebraische  Fläche  des  ursprünglichen  Systems  S  wird 
in  dem  deformierten  Systeme  Z  noch  eine  algebraische  Fläche  desselben 
Grades  sein,  da  die  lineare  Transformation  (l)  keine  Gradänderung  nach 
sich  zieht.  Einer  Ebene  von  S  entspricht  insbesondere  eine  Ebene  von  £ 
und  daher  einer  Geraden  in  S,  der  Durchschnittslinie  zweier  Ebenen, 
auch  eine  Gerade  in  £.    Man  nennt  bekanntlich  zwei  räumliche  Systeme, 
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welche  einander  so  zugeordnet  sind,  dafs  jedem  Punkte,  jeder  Geraden 
und  jeder  Ebene  des  einen  resp.  ein  Punkt,  eine  Gerade  und  eine  Ebene 
des  anderen  entspricht,  kollinear.  Sund  Z  sind  kollineare  Systeme; 
doch  stellen  die  Gleichungen  (l)  keineswegs  die  allgemeinste  kollineare 
Zuordnung  dar*). 

Offenbar  entspricht  einem  im  Endlichen  gelegenen  Punkte  von  S  ein 
ebensolcher  in  2^,  einem  unendlich  fernen  Punkte  von  S  ein  unendlich 
femer  Punkt  in  Z  und  umgekehrt,  wie  aus  (l)  unmittelbar  hervorgeht. 
Zwei  parallelen  Geraden  von  S^  d.  h.  zwei  Geraden,  welche  sich  in  einem 
unendlich  fernen  Punkte  schneiden,  müssen  daher  in  Z  zwei  Parallele 
entsprechen.  Einer  unendlich  fernen  Geraden  von  S  entspricht  eine 
unendlich  ferne  Gerade  von  Z.  Mithin  sind  zwei  parallelen  Ebenen  von  5 
(zwei  Ebenen,  welche  sich  in  einer  unendlich  fernen  Geraden  schneiden) 
zwei  parallele  Ebenen  in  Z  zugeordnet.  Der  Abstand  der  parallelen 
Geraden  und  Ebenen  sowie  ihre  Richtung  im  Baume  kann  sich  jedoch 
nach  der  Ortsänderung  geändert  haben.  Man  bezeichnet  zwei  kollineare 
Systeme,  in  denen  unendlich  ferne  Punkte  wieder  unendlich  fernen  Punkten 
entsprechen,  als  affin.  Durch  die  homogene  Deformation  wird 
also  das  System  S  in  ein  affines  Z  verwandelt.  Es  liefse  sich 
auch  zeigen,  dafs  auf  diese  Weise  die  allgemeinste  affine  Zuordnung 
hergestellt  werden  kann,  doch  ist  dies  für  unsere  Untersuchung  unnötig. 

Die  homogene  Deformation  ist  keine  blos  fingierte;  sie  kann  bei 
elastischen  Körpern  mit  grofser  Annäherung  wirklich  vorkommen. 

3«  Durch  die  homogene  Deformation  transformiren  wir  eine  Kugel 
von  S  in  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  von  Z  und  zwar,  da  kein  Punkt 
der  im  Endlichen  gelegenen  Kugelfläche  ins  Unendliche  verschoben  wird, 
in  ein  Ellipsoid.  Sehen  wir  hier,  wo  es  sich  nur  um  die  gegenseitige 
Lagenänderung  der  Systempunkte  handelt,  von  einer  Verschiebung  des 
Nullpunktes  von  S  ab,  setzen  also  einfacher 

(2)  y=&iS  +  M  +  Z^3?, 

z  =  CiS  +  c^n  +  ^3?, 

so  geht  die  um  den  Nullpunkt  beschriebene  Kugelfläche 

(3)  ^  +  3,»  +  «»  =  ,» 

von  S  in  das  Ellipsoid 

von  Z  über,  welches  gleichfalls  den  Nullpunkt  zum  Mittelpunkte  hat. 
Dasselbe  heifst  das  der  Kugel  entsprechende  Deformationsellipsoid 
oder  Dilatationsellipsoid. 


^  Auch  wenn  die  Ausdrücke  auf  den  rechten  Seiten  von  (1)  denselben 
linearen  Nenner  d-fdif-f^^  +  ^S  hätten,  wäre  die  Zuordnung  eine  kol« 
lineare. 
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4,     Soll    das  EUipsoid   (4)  wieder    eine  Kugel  mit  dem  Radius  r 
sein,  so  mofs 

V  +  V  +  ci*  =  i, 

a,*  +  V  +  c,»  =  l, 
V  +  V  +  c»*  =  1, 

«S«!  +  hW  +  CsCj  =  0, 

Oj  Oj  -|-  &j  6j  -{"  Cj  Cj  =  0 


(5) 


sein,  d.  h.  die  Veränderung  des  Systems  darf  nur  in  einer  Drehung 
ohne  Deformation  bestehen.  Die  Gleichungen  (5)  sind  nämlich  die  in 
§  52,  (3)  und  (4)  aufgestellten  Bedingungen  dafür,  dafs  die  Transforma- 
tion (2)  eine  Drehung  um  den  Nullpunkt  repräsentiert. 

Es  existiert  also  keine  homogene  Deformation,  durch 
welche  eine  Änderung  in  der  gegenseitigen  Lage  der  System- 
punkte herbeigeführt  wird,  ohne  dafs  zugleich  eine  nm  den 
Nullpunkt  beschriebene  Kugel  in  ein  von  ihr  verschiedenes 
EUipsoid  umgewandelt  wird. 

6,  Wendet  man  mehrmals  Transformationen  von  der  Form  (2)  an, 
so  setzen  sie  sich  zu  einer  derselben  Art  zusammen;  selbstverständlich 
trägt  auch  die  ümkehrung  von  (2)  denselben  Charakter.  Es  wird  immer 
möglich  sein,  eine  vorgelegte  Transformation  (2)  aus  einer  beliebigen 
andern  und  einer  hierdurch  bestimmten  dritten  zusammenzusetzen.  Um 
diese  dritte  zu  £nden,  braucht  man  nur  die  Ümkehrung  der  zweiten  mit 
der  ersten  zu  kombinieren.  Dabei  ist  wohl  darauf  zu  achten,  dafs  die 
Reihenfolge,  in  welcher  zwei  Transformationen  (2)  angewandt  werden, 
im  allgemeinen  nicht  gleichgültig  ist. 

Wir  wollen  nun  annehmen,  dafs  das  Koordinatensystem  so  gewählt 
sei,  dafs  die  Hauptachsen  des  Deformationsellipsoids  mit  den  Koordi- 
natenachsen zusammenfallen;  dann  nimmt  (4)  die  einfache  Gestalt  an 

(6)  i;+?:+s=i.  - 

worin  a,  &,  c  die  Hälften  der  Hauptachsen  des  Ellipsoids  sind.  Dieses 
EUipsoid  kann  man  sich  aber  durch  die  Substitution 

(')         —'i »--?.  '-^^ 

aus  einer  Kugel  (3)  hergeleitet  denken,  wobei  die  Hauptachsen  des 
Ellipsoids  aus  denjenigen  Durchmessern  der  Kugel  hervorgehen,  mit 
welchen  sie  der  Lage  nach  zusammenfallen.  Die  Transformation,  welche 
mit  (7)  zusammengesetzt  werden  mufs,  um  (2)  zu  erzeugen,  kann  nur 
eine  Drehung  darstellen;  denn  nach  der  vorigen  Nummer  führt  nur 
eine  solche  eine  Kugel  in  eine  andere  mit  gleichem  Halbmesser  über. 
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Es  existieren  also  immer  drei  aufeinander  senkrechte  Rich- 
tungen im  Körper,  welche  nach  der  Deformation  noch  auf- 
einander senkrecht  bleiben;  dieselben  bilden  im  Doformationsellipsoid 
die  Hauptachsen  (die  Hauptdilatationsachsen),  umgekehrt  zeigt  auch 
die  Transformation  (7),  dafs,  wenn  drei  aufeinander  senkrechte 
Durchmesser  nach  der  Deformation  zueinander  senkrecht 
bleiben*),  sie  zu  Hauptachsen  des  Ellipsoids  werden.  Wenn  also 
nicht  zwei  oder  drei  dieser  Hauptachsen  gleich  werden,  so  existieren  nur 
drei  Gerade  mit  der  angegebenen  Eigenschaft. 

Die  Transformationsgleichungen  (2)  enthalten  neun  willkürliche  Kon- 
stanten, während  in  den  speziellen  Gleichungen,  welche  eine  Drehung 
darstellen,  nur  drei  unabhängige  Konstanten  enthalten  sind.  Die  durch  (2) 
repräsentierte  Umwandlung  kann  man  sich  nun  folgendermafsen  vorstellen. 
Zuerst  wird  der  Körper  so  gedreht,  dafs  die  Geraden,  welche  Haupt- 
achsen des  Deformationsellipsoids  werden  sollen,  mit  den  Koordinaten- 
achsen zusammenfallen.  Hierauf  wird  die  durch  (7)  repräsentierte  De- 
formation vorgenommen  und  dann  der  Körper  abermals  so  gedreht,  dafs 
die  Hauptachsen  die  ihnen  zukommende  Lage  annehmen.  Beide  Drehungen 
lassen  sich  nicht  durch  eine  einzige  ersetzen.  Die  beiden  Drehungen 
hängen  von  sechs,  die  eigentliche  Deformation  hängt  nur  von  drei 
Konstanten  ab. 

Der  Charakter  der  Deformation  (7)  leuchtet  unmittelbar  ein.  Der 
Körper  erfährt  in  drei  aufeinander  senkrechten  Richtungen  (den  Koor- 
dinatenachsen) Zusammendrückungen,  resp.  Ausdehnungen,  so  dafs  alle 
Strecken,  welche  in  diesen  Richtungen  laufen,  resp.  in  den  Verhältnissen 

a  :  r ,       h  :  r ^       c:  r 

verlängert  oder  verkürzt  werden.  Gerade,  welche  in  diesen  Richtungen 
laufen,  erfahren  keine  Richtungsänderung;  alle  übrigen  ändern  bei  der 
Deformation  ihre  Richtung. 

6.  Aufser  dem  besprochenen  (ersten)  Dilatationsellipsoide  führt 
man  noch  ein  zweites  Dilatationsellipsoid  ein,  dessen  Hauptachsen 
der  Richtung  nach  mit  denen  des  ersten  zusammenfallen.  Seine  Halb- 
achsen sind  die  geometrischen  Mittel  zwischen  den  entsprechen- 
den des  ersten  Ellipsoids  und  dem  Radius  der  ursprünglichen 
Kugel,  also  gleich 

|/a7,        j/ftT,        V^; 
die  Gleichung  des  Ellipsoids  lautet  demnach 


I'"  ,  v'  .  r 


(8)  -  +  l-  +  -  = 

^  ^  ar    *     or    *    er 


1. 


Dasselbe  wird  benutzt,  um  die  Lage  des  Kugelradius  zu  bestimmen, 
welcher  durch  die  Deformation  in  einen  bestimmten  Radius  des  ersten 
Dilatationsellipsoids  übergeht. 


*)  Man  braucht  sie  nur  zu  Koordinatenachsen  zu  wählen. 
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Sind  er,  /?,   y  die   Bichtungskosinus   jenes    Radius  ^   des  Ellipsoids, 
a',  /^,  /  die  entsprechenden  des  Kugelradius,  so  ist 

Mittels  (7)  folgt  weiter 

(10)         «'=A_if[,    ^=1  =  ^,    /=l  =  ^i:. 

Da  femer 

a»    "^    6«     "^     c«    ""  ^ ' 
also 

(11) 


,2 


^2  -r  5«  T  g. 


ist,  so  hat  es  keine  Schwierigkeit,  die  Gröfsen  a\  /^,  /  durch  a,  ß^  y 
auszudrücken. 

Die  Gleichung  einer  im  Punkte  |',  iy',  f  an  das  zweite  Ellipsoid 
gelegten  Tangentialebene,  deren  laufende  Koordinaten  J",  r{\  f"  sind, 
lautet 

%■*  Uff  '  _//  fcf   «," 

(12)  li_  +  ll.  +  ef  =  , 

Wahlen  wir  den  Punkt  ^',  ij',  J'  des  zweiten  Ellipsoids  so,  dafs  er  auf 
dem  betrachteten  Radius  des  ersten  Ellipsoids  liegt,  so  ist  (unter  Be- 
nutzung von  (9)  und  (10)) 

l':  r{:  ?'=  $:'»?:ä:*=of:/3:y  =  au\  bß':  cy\ 

so  dafs  aus  (12) 

(13)  «'r+  ^1?"+  /r=  r 

wird.  Dies  ist  aber  die  Gleichung  einer  Ebene,  deren  Normale  die  Richtungs- 
kosinus a ,  /?',  /  besitzt.  Der  gesuchte  Kugelradius  steht  also  auf 
dieser  Tangentialebene  senkrecht. 

Hiemach  ergiebt  sich  folgende  Konstruktion: 

um  den  Kugelradius  zu  finden,  welcher  in  einen  bestimmten 
Radius  des  ersten  Dilatationsellipsoids  nach  der  Deformation 
(7)  übergeht,  lege  man  durch  den  Schnittpunkt  dieses  Radius 
mit  dem  zweiten  Dilatationsellipsoide  eine  Tangentialebene 
an  letzteres;  das  vom  Mittelpunkte  auf  diese  Ebene  gefällte 
Perpendikel  ist  der  gesuchte  Kugelradius.  Die  umgekehrte  Auf- 
gabe läfst  sich  in  analoger  Weise  lösen. 

7.  Die  Volumftnderung,  welche  ein  Teil  des  deformierten  Körpers 
durch  die  Transformation  (7)  erleidet,  kann  durch  Inhaltsyergleichung 
der  ursprünglichen  Kugel  mit  dem  daraus  hervorgehenden  Ellipsoid  oder 
noch  einfacher  eines  Würfels,  dessen  Kanten  ==  r  den  Koordinatenachsen 
parallel  sind,  »mit  dem  daraus  hervorgehenden  rechtwinkligen  Parallel- 
epipedon  ei-mittelt  werden.     Es  wird  im  ersten  Falle  aus 
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4r'«  ^aben 


3  3       ' 

im  zweiten  ans 

r^         abc^ 

so  dafs  aus  der  Völumeinheit  durch  die  Deformation 

abc 


r» 


wird.     Die  Gröfse 


(14)  ^  -  1 

giebt  also  die  Vergröfserung  der  Volumeinheit,  die  sogenannte  räum- 
liche Dilatation,  an. 

8.  Wir  wollen  jetzt  noch  weiter  untersuchen,  in  welcher  Form  sich 
die  Richtungskosinus  der  drei  Hauptachsen  des  ersten  Dilatationsellipsoids 
darstellen,  falls  die  Transformationsgleichungen  in  der  allgemeinen  Form  (2) 
vorliegen,  die  Gleichung  des  Ellipsoids  also  in  der  Form  (4)  gegeben  ist. 
7tu  diesem  Zwecke  suchen  wir  die  Lage  der  Hauptachsen  des  Ellipsoids, 
dessen  Mittelpunktsgleichung 

(15)  .4^*+  -Bij*+  Of«+  2Dnt+2EU  +  ^F^ri  =  r« 

lautet.  Ist  Q  irgend  ein  Radius  dieses  Ellipsoids  und  sind  a,  j3,  y  die 
Kosinus  seiner  Winkel  mit  den  Koordinatenachsen,  ist  also 

(15a)  I  =  pa,     V  =  Qß9     ?  =  QY^ 

so  folgt  aus  (15)  durch  Einsetzen  dieser  Oröfsen 

(16)  ~  =  Aa^+  B^  +C/+  2Dßy  +  2Eyci  +  2Faß  =  V. 

Nehmen  wir  q  zur  gröfsten  oder  kleinsten  Hauptachse  des  Ellipsoids, 

r" 
so  ist  Q  ein  Maximum  oder  Minimum,  -j  also  ein  Minimum  oder  Maximum. 

Bilden  wir  also  die  Gleichungen,  welche  die  Werte  von  a,  jJ,  y  liefern, 
fdr  welche  die  rechte  Seite  von  (16)  ein  Maximum  oder  Minimum  wird, 
so  werden  zwei  Lösungsgruppen  jener  gröfsten  und  kleinsten  Halbachse 
entsprechen;  als  dntte  Lösungsgruppe  ergeben  sich  die  Werte  a,  ^,  y 
für  die  mittlere  Hauptachse,  welche  allerdings  weder  Maximum  noch 
Minimum  ist*). 

Aus  der  Beziehung  zwischen  a,  /?,  / 

(17)  /«.i  — ««-/3* 
folgt 

*)  Dafs  auch  die  Richtnngskosinns  der  mittleren  Haaptachse  derselben 
Relation  Genfige  leisten,  erklärt  sich  daraus,  dafs  der  Wert  von  d^  beim  Durch- 
gang von  Q  dnrch  diese  Achse  in  beliebiger  Drehungsrichtang  verschwindet. 
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Daher  müssen  wir  die  beiden  Gleichungen 

dV    .     dV  Cy         dV  a   dV 


CCt 

*     Cy    Cct           oa           y     cy 

cV         ß  dV 

dp          y    dy        " 

befriedigen,  die  zusammen  auch  in  die  Form 

(19) 

\  dv      \  dv       i  dv 

a   (  a          ß   cß           y    ^Y 

gesetzt  werden   können.     Die   wirkliche   Ausführung   der   Di£ferentiation 
liefert 

(20)        ^^  +  ^P  +  ^y  =  Fa  +  Bß  +  Dy  _  Ea  +  Dß  +  Cy 
V      /  a  ß  y 

Aus  (17)  und  (20)  lassen  sich  die  Werte  or,  j3,  y  berechnen,  welche  den 
drei  Hauptachsen  zukommen. 

Für  Ay  B^  C^  I)j  E^  F  sind  die  betreflFenden  Qröfsen  aus  (4)  einzu- 
setzen, um  die  allgemeine  Untersuchung  auf  unseren  Fall  anzuwenden. 
Wir  finden  so 


(21) 


^  (a,  Oi  +  b^b^  +  c^  c^)a  +  ((h*  +  bj*  +  Ci^)ß  +  ((h<h  +b^b^  +  c^c^)y 

ß 

y 

Dafs  den  Qleichungen  (17)  und  (21)  thatsüchlich  nur  drei  Lösungs- 
paare  zukommen,  läfst  sich  auch  ohne  Durchführung  der  Rechnung  aus 
der  Natur  der  Sache  schliefsen. 

9«  Diese  Gleichungen  vereinfachen  sich  wesentlich,  wenn  die  Trans- 
formation (2)  lediglich  eine  Deformation  ohne  Drehung  der  Haupt- 
achsen  darstellt.  Man  erhält  die  allgemeinsten  reinen  Deformations- 
gleichungen, wenn  man  in  (7)  eine  Transformation  des  Koordinatensystems 
vornimmt.     Wir  setzen  daher  in  (7)  an  Stelle  von  rr,  |  u.  s.  w. 

worin  a^  u.  s.  w.  ihre  frühere  Bedeutung  (§  52)  haben.     Dies  giebt  die 
Gleichungen 

» 

fta'  +  Ay  +  ft«  =  T  (AI  +  ßiV  +  ßit). 

Die  Berechnung  von  x^  y,  z  aus  diesen   Gleichungen  ist  leicht  aus- 


(22) 
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zuführen,  indem  man  resp.  mit  cr^,  ß^^  y^]  a^,  /Sj)  /2)  ^s>  ßij  Y^  mnltipli- 
ziert  und  addiert.     Man  fii)det 


ra. 


rß. 


^Yi 


^=^(«iS+«2i?+«8?)H--r(Aa+fti?+ftt)+^(y.S  +  y2i?  +  y3f) 


u.  s.  w. 


oder 


(23) 


+  ^f(V  +  ¥  +  ^> 

Vergleicht  man  diese  Transformationsgleichungen  mit  den  Gleichungen  (2), 
so  ergiebt  sich,  dafs  letztere,  um  eine  reine  Deformation  ohne  Drehung 
darzustellen,  den  Bedingungen 

(24)  ö«  *=  ^ ,     ^8  =  ^?     «3  =  ^1 

entsprechen  müssen.  Dies  ist  aber  auch  ausreichend;  denn  die  Glei- 
chungen (21)  enthalten  dann  noch  sechs  willkürliche  Gröfsen,  ebenso  wie 
die  Gleichungen  (23),  in  welchen  a,  &,  c  und  drei  der  Richtungskosinus 
willkürlich  sind. 

10.    Wir    behaupten    nun,    dafs    bei   Voraussetzung    von   (24)    die 
Gleichungen  (21)  durch  die  einfacheren 

(25^        Oitt  +  giP  +  gsy  ^  ^A+At+M  ^  Ctg  +  c^ß  +  c^y 

^       '  a  ß  y 

ersetzt  werden  können.    Statt  (21)  kann  man  nämlich  zunächst  schreiben 
n,  iaicc  +  fl,  jj-f  03/)+  61  (fti«  +  h^ß  +  b^y)  +  c,  (c,«  +  c,  jJ  +  c^y) 


(26) 


a 


_  o«  («i_5  +_a«J_+  «8y)jf  ^  (^1«  +  &j15+  &8  y)  +  c»  (Ci «  +  c, jJ  +  Cjy) 

^  «8  («t «  +  g«  P  +  «8  y)  +  ^  (^  tf  +  ^»  P  4-  &3  y)  +  c»  (ci «  +  c,  p  +  Cs  y)  ^ 

y 


Da  es  in  diesen  Gleichungen  nur  auf  die  Verhältnisse 

ankommt,  welche  unter  Voraussetzung  von  (25) 

a  :  ß  :  y 
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sind,  so  wollen  wir  jene  Klammem  durch  die  letzteren  Gröfsen  ersetzen; 
dann  geht  aber  bei  Beachtung  von  (24)  einfach  (26)  in  (25)  über.  Da 
femer  (25)  und  (21)  in  Bezug  auf  or,  /?,  y  dieselbe  Form  haben,  so  folgt 
hieraus  die  vollständige  Äquivalenz  dieser  Qleichungspaare. 

§  66. 
Die  allgemeine  infinitesimale  Deformation. 

1«  Finden  in  einem  Körper  Deformationen  statt,  die  sich  mit  der 
Lage  des  Punktes  im  Körper  stetig  ändern,  im  übrigen  aber  ganz  will- 
kürlich sind,  so  lassen  sich  über  diese  ganz  allgemeine  Sätze  aussprechen, 
welche  mit  denen  über  stetige  Flächen  vollkommen  analog  sind.  Gerade 
so  wie  eine  Ebene,  welche  zu  einer  Tangentialebene  einer  solchen  Fläche 
parallel  und  ihr  unendlich  benachbart  ist,  aus  der  Fläche  einen  Kegel- 
schnitt ausschneidet,  so  wird  auch  bei  einer  Deformation  der  angegebenen 
Art  eine  Kugel  von  unendlicher  Kleinheit  in  ein  Ellipsoid  transformiert. 
Insbesondere  haben  wir  Deformationen  ins  Auge  zu  fassen,  bei  denen 
benachbarte  Punkte  nur  sehr  kleine  relative  Verschiebungen  erfahren 
(infinitesimale  Deformationen). 

Seien  x^y^  z  die  Koordinaten  eines  bestimmten  Punktes  des  Körpers 
vor,  ic  +  w,  y  '\-  v^  z  -\-  w  diejenigen  nach  der  Deformation,  so  dafs 
tt,  t;,  w  die  Komponenten  der  Änderung  darstellen;  u^v^w  mögen  stetige 
Pimktionen  von  a;,  y,  z  sein.  Femer  sei  x  +  ^ä,  y  +  ^V^  z  -^  Jz  &m 
Punkt  in  unendlicher  Nähe  von  x^  y^  z\  die  Verschiebung,  welche  er  durch 
die  Deformation  erleidet,  möge  durch  die  Komponenten  u  +  -^w,  t;  +  ^^S 
w  -|-  ^w   dargestellt   sein.      Weim   sich   nun   die   partiellen   Differential- 

quotienten,  wie  ö—  u.  s.  w.,  auf  die  Änderung  beziehen,  welche  u  u.  s.  w. 

o  X 

erleiden,  wenn  man  auf  der  o;- Achse  u.  s.  w.  von  einem  Punkte  zum 
andern  geht,  so  wird  man  infolge  der  stetigen  Änderung  der  Verschie- 
bungen mit  den  Koordinaten  folgende  Entwicklung  nach  dem  Taylor 'sehen 
Satze  vornehmen  können: 

u  +  Ju  =  u+^Jx  +  ^Jy  +  -^Jz  +  ^>. 

u.  s.  w. 

Wegen  der  vorausgesetzten  Kleinheit  von  Jx^  Ay^  Az  dürfen  wir  die 
höheren  Potenzen  dieser  Gröfsen  vernachlässigen  und  schreiben 


(1) 


^fi  =  5—  //a;  +  5—  //y  +  ^-  Az. 
ox  *    oy     ^    *    dz       ' 

.  dv    .      X    dv    .      \    dv    . 

Av  =  ö—  Ax  +  K—  Ay  +  -^  Az. 
ox  *    oy     ^    *    dz       ' 

.  dw    .      f    dfjD    .     .   dw    . 

Aw  =  ö-  Ax  +  ■^-  Ay  +  ^-  Az. 


dx"'^^  dy     ^^  dz 

Wir  wollen   nun   nicht  die   absoluten,    im   allgemeinen   endlichen 
Verschiebungen  eines  Punktes  betrachten,  sondern  nur  die   relativen 
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_  • 

Verscldebangen  benachbarter  Punkte  gegeneinander.     Zu  diesem  Zwecke 

denken  wir  uns  jetzt  den  Punkt  rr,  ^,  z  als  festliegend  und  zum  Null- 
punkte eines  neuen  Koordinatensystems  gemacht,  dessen  Achsen  den  alten 
parallel  sind.  Die  Koordinaten  des  früheren  Punktes  x  -f-  Jx^  y  -\-  Jy^ 
e  -{-  Jz  sind  jetzt  Jx^  jdy^  /iz^  wahrend  ihm  nach  der  Verschiebung 
(bei  der  ti,  t?,  t&  in  Abzug  gebracht  werden)  die  Koordinaten 

(2)  .Jn-^y  +  ^v=llJx  +  {l  +  l''^^ly+^^Jz, 

Ji^Jz  +  Jw^y'-Jx  +  ^f^Jy+(l  +  yi)jz 

zukommen. 

Die  neuen  Koordinaten  drücken  sich  also  durch  die  alten  linear 
aus,  und  ebenso  die  alten  durch  die  neuen.  Wir  haben  daher  auf 
einem  unendlich  kleinen  Baume  dieselben  Beziehungen,  welche 
bei  der  homogenen  Deformation  für  den  ganzen  Körper  gelten; 
wir  können  also  die  Untersuchungen  von  §  65  unmittelbar  auf  die 
Änderungen  anwenden,  welche  ein  unendlich  kleiner  Teil  des  Körpers 
durch  eine  beliebige  stetige  Deformation  erleidet. 

2.  Denken  wir  uns  um  den  Punkt  x^  y^  z  im  ursprünglichen  Zu- 
stande eine  unendlich  kleine  Kugel  beschrieben,  so  geht  dieselbe  durch  die 
Deformation  in  ein  unendlich  kleines  Ellipsoid,  das  erste  Dilatations- 
eil ipso  id,  über.  Alle  Sätze,  welche  wir  über  dieses  und  das  zweite 
Dilatationsellipsoid  dort  aussprachen,  kommen  hier  zur  Anwendung.  Nur 
ein  Punkt  verlangt  eine  weitere  Untersuchung;  wir  können  hier  nämlich 
leichter  als  im  allgemeinen  Falle  die  Drehung  absondern,  welche  die 
drei  Geraden,  die  im  Ellipsoide  zu  den  Hauptachsen  werden,  erfahren 
haben,  und  so  in  den  Formeln  allein  die  Ausdrücke  für  die  eigentliche 
Deformation  übrig  lassen. 

Wenn  die  relativen  Verschiebungen  auch  gegen  die  Dimensionen  des 
betrachteten  Körpexteilchens  noch  verschwindend  klein  sind,  so  wird  auch 
diese  Drehung  gegen  Jx^  /iy^  Az  infinitesimal  sein.  Nach  den  Unter- 
suchungen von  §§51  und  52  kann  diese  Drehung  des  Teilchens  durch 
drei  Drehimgskomponenten  nach  den  Koordinatenachsen,  deren  Gröfse  man 
durch  Projektion  der  Gesamtdrehung  auf  diese  Achsen  erhält,  dargestellt 
werden.  Bildet  die  Drehungsachse  also  mit  den  Koordinatenachsen  die 
Winkel  A,  fA,  v  und  ist  c  der  unendlich  kleine  Drehungswinkel,  so  sind 
jene  Drehungskomponenten 

(3)  t  cos  X,     t  cos  ^f     €  cos  V, 

Die  Komponenten  der  Lagenänderung,  welche  der  Punkt  x  -f-  Ax^  y  -f'  ^y^ 
'  z -\- Az   durch   diese    Drehung    erleidet,    wollen   wir   mit   Al^^^  An^^^  A^^ 
bezeichnen;  nach  §  52,  (13)  u.  s.  w.  sind  dieselben 

Bauaenberger,  analyt.  Ifeohanik.   II.  8 
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/i^i  ==  —  e  {Jy  cos  V  —  Jz  cos  i»), 

(4)  \  Jtji  =  —  s  (^^z  cos  l  —  Jx  cos  v), 

z/fi  =  —  f  (i^a;  cos  ^  —  jdy  cos  A). 

Man  kann  hiemach  eine  in  (2)  enthaltene  Drehung  dadurch  besei- 
tigen, dafs  man  Ausdrücke  von  der  Form  (4)  auf  den  rechten  Seiten 
subtrahiert.     Wir  können  aber  (2)  in  die  Form  setzen 

,  ri /a«  ,  Sw\  ,   1 /a«      iv>w 
'^l'^Xdz  "•"  dx)  "•"  2  \a«  ~  aJJ'^*' 


(5) 


^^=H(a^+i?)+i(S-a:)]^-+(i+i;)^-^ 

'^l^Kdy^  dz)         2  Vay         dzll"^^' 


,   ri  (dw    ,    atj\    ,.    1  (dw         dvV\    .      ,    /.     ,    «^wX    . 


und  überblicken  dann  leicht,  dafs  die  Gröfsen 


(6) 


•'^  2  L\rt/  a;E;/  \aa: 

.,  1  r/au      aw\  ^       /atu 

l^f.  =  -  2  LVä^-  -  ä^;  ^^ ""  lä^  -- 

in  die  Ausdrücke  (4)  übergehen,  wenn  man 

/  ,         1  (dw         dv\ 

£COSX  =  y(^-   -    ^j, 

jj_  /a tt ._  d_w\ 
'  2  väjf    "  a.r/' 


a«? 

ä 


j)^-]. 


dv 

bz 


)-A 


m 


e  cos^ 


£  cos  V 


2  \dx        dy) 


setzt,  was  möglich  ist. 

Lassen  wir  demnach  in  (5)  auf  den  rechten  Seiten  die  Gröfsen  (6) 
weg,  so  drücken  sie  noch  dieselbe  Deformation  aus,  das  Resultat  ist 
nur  um  eine  Drehung  vom  Früheren  verschieden.  Wir  erhalten  so  die 
neuen  Verrückungen  z/J',  ^7i\  ^t' 


(«) 


.  ,       \  (dv  ,   dv\    .      ,   (.    ,dv\    .     ,     \  (dw  .    dv\    . 
...      1  Idu  ,  ()w\    .     ,    i  (dw  .    dv\    .     .   (^    \dy\   . 
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Diese  neuen  Transformationsgleichungen  befriedigen  die  Bedingung  (24) 
in  §  65;  eine  Drehung  der  Hauptachsen  findet  also  jetzt  nicht  mehr  statt. 
Die  Gleichungen  (8)  stellen  also  dieselbe  Deformation  wie  die 
ursprünglichen  Gleichungen  (2)  dar,  jedoch  befreit  von  einer 
Drehung  der  Hauptachsen. 

3.  Sind  die  Koordinatenachsen  so  gewählt,  dafs  sie  mit  den  Haupt- 
achsen des  Dilatationsellipsoids  zusammenfallen,  so  reduzieren  sich  die 
Gleichungen  (6)  bei  nicht  vorhandener  Drehung  auf  (vgl.  §  65,  (7)) 

d 


(9) 


^1  -  (i  + 
/ii  =  (i  + 


— )  Jx, 


d 


Jzl 


Jz, 


Es  ist  daher  für  dieses  Koordinatensystem 


(10) 


bz'^  dy 


dw    ,    du 

"^  Tz 


du    .    dv        ^ 
+  ^^  =  ^' 


dx   ^    dz        dy       dx 

Die  räumliche  Dilatation  6  der  Umgebung  des  Punktes  x^  y,  z 
stellt  sich  nach  §  65,  (14)  und  (7)  in  diesem  Falle  durch 

dar.     Da  aber  ö—  u.  s.  w.,  wenn  m,  f?,  «'  als  unendlich  klein  angenommen 

werden,  ebenfalls  unendlich  kleine  Gröfsen  sind,  so  brauchen  wir  sie  dann 
nur  in  der  ersten  Dimension  zu  berücksichtigen-,  die  Gleichung  geht  für 
infinitesimale  Deformationen  in  den  einfachen  Ausdruck^) 


du    , 

*  =  ä^  + 


dv  j    dw 

dy  "■    dz 


(11) 

über. 

Aber  auch  wenn  dieKoordinatenachsen  nicht  mitden  Haupt- 
achsen des  Dilatationsellipsoids  zusammenfallen,  drückt  (ll) 
die  räumliche  Dilatation  aus.  Um  dies  nachzuweisen,  transformieren 
wir  das  Koordinatensystem  durch  eine  beliebige  Drehung  um  den  Null- 
punkt.    Wir  setzen  also  bei  bekannter  Bezeichnungsweise 

IX  =  a^x'  +  a^y'  +  a^z\ 

also 

x^a^x  +  ß^y  +  y^z, 

(13)  y'=  a^x  +  ß^y  +  y^z, 

\z' =^  aj^x  +  ß^y  +  yj^z 
und  ebenso 


*)  6  ist  eine  reine  Zahl. 


8 
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Iu  =  a^u  +  «jt;'  +  «3«^', 

U.   8.   W. 

Dabei  wollen  wir  annehmen,  dafs  die  Achsen  der  x\y\z'  mit  den  Achsen 
des  Hauptdilatationsellipsoids  zusammenfallen. 
Dann  ist 

du du'  _.         dv  ^^       dto 

r^t*'  dx     ,    du*  dy'    ,    du^  dz'l    , 

*  Ldx'  dx     '    dy'  dx     '     dz'   dxJ    ' 


dy'  dx 
(     du     ,        du'    ,     V  du'\ 

-=  «1  1«!  äP  +  «.  ä7  +  «»    dz') 

,        /     3t>'    ,        dv'    ,        8e'\ 
,        /     dw    ,        ^w'    ,         du>\ 


u.  s.  w. 
oder  mit  Berücksichtigung  von  (10) 


(15) 


du  2  du'  j^     g  dv*  j^     2  ^*''' 

äS""*«  ä^''^""«  äF"*""»  ^» 

dy~^^   dx"^^^   dy*^^^    dz*' 
dw  2  ^**'  _i_     2  ^^'    i_     a  ^*^' 


Addiert  man  diese  Gleichungen,  so  erhält  man 

/^^v  du    .     dv    .    dw  du'    ,    dv*    ,    ^w' 

^     ^  dx  "^  dy  "^  dz         dx'     '    dy'    '     Ö;^' 

Der  Ausdruck  (ll)  für  die  räumliche  Dilatation  ist  also 
von  der  Lage  der  Koordinatenachsen  zu  den  Hauptachsen  des 
Ellipsoids  unabhängig. 

4.  Es  ist  auch  ohne  weitere  analytische  Begründung  einleuchtend, 
dafs  durch  eine  homogene  Deformation  ein  Punkt  der  Obe];fläche 
eines  beliebig  abgegrenzten  Körperteils  nicht  aus  der  Oberfläche  entfernt 
wird.  Da  jede  stetige  Deformation  in  den  kleinsten  Teilen  als  homogen 
anzusehen  ist,  so  wird  auch  nach  ihr  jedes  Teilchen  einer  Oberfläche  auf 
dieser  verbleiben.  Diese  Betrachtung  gilt  insbesondere  auch  fUr  die  Ober- 
fläche des  ganzen  Körpers. 

Wenn  im  allgemeinen  die  Deformation  stetig  ist,  längs  einer  zu- 
sammenhängenden Fläche  jedoch  nicht,  so  pflegt  man  letztere  als  die 
Grenzfläche  zweier  verschiedenen  Körper  zu  betrachten.  Nimmt 
man  an,  dafs  zwei  Körper  auf  einer  Fläche  fortwährend  in  Kontakt 
bleiben,  sonst  sich  aber  willkürlich  bewegen,  so  wird  die  Verschiebungs- 
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komponente  an  der  Grenzfläche,  welche  in  die  Normale  der  letzteren 
föUt,  für  aneinanderstofsende  Teilchen  beider  Körper  die  gleiche  sein 
müssen;  die  EomponenteQ,  welche  in  die  Tangentialebene  der  Grenzfläche 
fallen,  sind  voneinander  unabhängig.  Sind  Uj,  Vj,  to^  und  ti^,  v^y  to^  die 
Geschwindigkeitskomponenten  zweier  solchen  benachbarten  Teilchen  beider 
Körper,  genommen  nach  den  Koordinatenachsen^  nnd  bezeichnet  n  die 
Richtung  der  Normalen  der  Grenzfläche  nach  einem  bestimmten  der  Körper 
zu,  so  mufs  demnach 

f      «1  cos  (fi,  x)  -f  üj  cos  («,  y)  +  w^  cos  («,  i) 

[  SS  t*2  cos  («,  x)  +  v^  COS  ('«,  y)  +  M?^  cos  (w,  z) 
sein. 

§  67. 
Die  Dmokkrälte. 

1.  Die  Kräfte,  welche  wir  bisher  behandelten,  waren  meistens  derart, 
dafs  ein  materieller  Punkt  auf  den  anderen  eine  Femwirkung  ausübte. 
Eine  konsequent  durchgeführte  atomistische  Auffassung  der  Natur  mufs 
darauf  ausgehen,  überhaupt  alle  Bewegungsvorgänge  auf  solche  Kräfte, 
in  Verbindung  mit  dem  Behammgsgesetze,  zurückzuführen.  Thatsächlich 
ist  bis  jetzt  eine  solche  Theorie  noch  nicht  soweit  ausgebildet,  dafs  sie 
zur  Grundlage  der  Entwicklung  der  Bewegungsvorgänge  in  den  ver- 
schiedenen Körpern  dienen  könnte*);  auch  wird  gerade  die  Femwirkung 
von  vielen  Seiten  her  entschieden  bekämpft.  Ohne  uns  auf  Kontroversen 
dieser  Art  hier  einzulassen,  müssen  wir  uns  mit  der  Erklärung  begnügen, 
dafs  zur  Zeit  eine  genügende  rein  theoretische  Entwicklung 
der  Bewegungsvorgänge  in  den  zusammenhängenden  Körpern 
nicht  möglich  ist.  Die  Mechanik  derselben  soll  daher  unter 
grundsätzlicher  Vermeidung  vager  und  ungenügend  fundamen- 
tierter  Hypothesen  atU  rein  empirischer  Grundlage  aufgebaut 
werden.  Wir  betrachten  die  Körper  so,  wie  sie  uns  die  Anschauung 
bietet:  als  kontinuierlich  zusammenhängend  und  kontinuierlich 
bewegt.  Eine  tiefer  gehende  Entwicklung  mufs  der  Zukunft  vorbehalten 
bleiben. 

2.  Die  einzelnen  Teilchen  eines  zusammenhängenden  Körpers  stehen 
erfahrungsmäfsig  unter  der  Wirkung  von  zwei  Arten  von  Ejräften.  Die 
erste  Gattung  sind  die  femwirkenden  Kräfte,  wie  die  Schwere,  welche 
die  materiellen  Punkte  angreifen.  Aufserdem  findet  aber  eine  Einwirkung 
jedes  Teiles  des  Körpers  auf  jeden  direkt  angrenzenden  statt.  Man  be- 
zeichnet die  Kräfte,  durch  welche  sich  diese  Einwirkung  ersetzen  läfst, 
als   Druckkräfte**).     Denkt  man  sich  einen  beliebigen,   kleinen  Teil 


*)  Auch  die  kinetische  Gastheorie  giebt  noch  zn  mancherlei  Bedenken 
Veranlassung. 

**)  Der  gewöhnliche  Sprachgebrauch  begrenzt  die  Bedeutung  dieses  Wortes 
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des  Köq)en>  abgegrenzt,  so  wird  angenommen,  dafs  auf  die  Oberfl&cbe 
dieses  Teiles  von  der  ümgebiing  Dmckkräfbe  ausgeübt  werden.  Die 
Gröfse  eines  Druckes  erscheint  nicht  proportional  der  Masse,  auf  welchen 
er  ausgeübt  wird,  sondern  der  Fläche,  auf  welche  er  wirkt. 

Als  Einheit  des  Druckes  können  wir  denjenigen  Druck  definieren, 
der  auf  die  Flächeneinheit  ausgeübt  der  Einheit  der  Masse 
die  Einheit  der  Beschleunigung  erteilt.  Der  Druck  stellt  sich 
demnach  als  der  Quotient  einer  gewöhnlichen  Kraft  und  einer  Flächen- 
gröfse  dar,  so  dafs  seine  Dimension 

ist. 

Im  übrigen  werden  den  Druckkräften  dieselben  Eigenschaften  bei- 
gelegt wie  den  übrigen  Kräften.  Jedem  Druck  kommt  eine  bestimmte 
Bichtimg  zu.  Drucke,  welche  auf  denselben  Punkt  einer  Fläche  ein- 
wirken, können  nach  dem  Parallelogramm  der  Kräfte  zusammengesetzt 
und  zerlegt  werden.  Namentlich  gilt  auch  das  Gesetz  von  Wirkung  und 
Gegenwirkung,  und  zwar  fdr  die  kleinsten  Teile  des  Körpers. 

Bildet  ein  unendlich  kleines  Flächenstück  einen  Teil  der  Grenze 
zweier  (willkürlich  angenommener)  Körperteile  I  und  11,  so  ist  der  Druck, 
welcher  von  I  auf  II  in  diesem  Flächenstücke  ausgeübt  wird,  dem  von 
II  auf  I  ausgeübten  umgekehrt  gleich.  Man  erkennt  leicht,  dafs  im  ent- 
gegengesetzten Falle  durch  die  inneren  Druckkräfte  der  Schwerpunkt  des 
ganzen  Körpers  in  beschleimigte  Bewegung  gesetzt  werden  könnte,  was 
der  Erfahrung  durchaus  entgegenläuft. 

3«  Die  Wirkung  der  Druckkräfte  auf  ein  Teilchen  eines  veränder- 
lichen Körpers  ist  eiue  doppelte:  sie  bringen  erstens  eine  Deformation 
und  zweitens  eine  Verschiebung  und  Drehung  des  Teilchens  zuwege. 
Die  Art  der  Deformation  hängt  von  der  speziellen  Natur  des  Körpers 
ab;  wir  werden  sie  für  die  verschiedenen  Körper  eingehend  zu  unter- 
suchen haben.  Da  bei  einer  stetigen  Bewegung  diese  Deformation  inner- 
halb einer  unendlich  kurzen  Zeit  inmier  infinitesimal  ist>  so  dürfen  wir 
in  jedem  Momente  das  Teilchen  in  Beziehung  auf  Verschie- 
bung und  Drehung  wie  einen  festen  Körper  behandeln.  Dieser 
zweite  Teil  der  Bewegung  wird  daher  durch  sechs  Gleichungen  bestimmt, 
von  denen  drei  die  Verschiebung  des  Schwerpunktes  und  drei  die  Drehung 
um  denselben  festsetzen. 

4«  Die  Druckkraft,  welche  auf  ein  infinitesimales  Flächenstück  der 
Umgrenzung  eines  Körperteilchens  einwirkt,  braucht  auf  dem  Flftchen- 
stücke  keineswegs  senkrecht  zu  stehen,  sie  kann  vielmehr  zu  ihm  eine 
beliebige  Richtung  haben.    Die  Druckkraft  kann  dann  in  eine  zur  Fläche 

etwu8  enger;  er  geht  davon  aus,  dafs  ein  Druck  das  Bestreben  habe,  einen 
Körperteil  zu  komprimieren,  während  eine  umgekehrt  wirkende  Kraft  aU  Zug 
bezeichnet  wird.  Selbstverständlich  behandeln  wir  den  Zng  durchgehends  als 
einen  negativen  Druck. 
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normale  Komponente  und  eine,  eventuell  weiter  zu  zerlegende,  in  die 
Tangentialebene  der  Fläche  fallende  Komponente  zerlegt  werden;  die 
letztere  ist  bestrebt,  eine  seitliche  Verschiebung  des  Flächenteils  zuwege 
zu  bringen. 

Es  seien  durch  den  Punkt  o?,  j/,  z  Flächenelemente  gelegt,  welche 
resp.  auf  der  x,  y^  jer- Achse  senkrecht  stehen.  Die  Druckkräfte,  welche 
auf  diese  Flächen  wirken,  mögen  (reduziert  auf  die  Flächeneinheit) 

P     P     P 

sein.  Jede  dieser  drei  Kräfte  möge  in  di*ei  Komponenten  nach  den  Koor- 
dinatenachsen zerlegt  werden,  welche  wir  durch 


P«: 

x,, 

Yr, 

z., 

P,  : 

-Xy, 

Y„ 

Zy, 

P.  : 

^., 

Y., 

z. 

bezeichnen.  Die  Buchstaben  X,  Y,  Z  deuten  also  die  Bichtung  der  Kom- 
ponente, die  Buchstaben  x^  y^  z  aber  die  Fläche  an,  auf  welche  die  Kom- 
ponente einwirkt.  X;^,  Fy,  Z«  sind  dann  normale,  die  übrigen  Kom- 
ponenten seitliche  Druckkräfte.  Die  Komponenten  mögen  als  positiv 
gerechnet  werden,  wenn  sie  die  betreffende  Koordinate  zu  vermindern 
streben. 

5«  Unsere  nächste  Aufgabe  ist  es,  die  Beschleunigungen  zu  unter- 
suchen, welche  einem  Körperelemente  durch  die  Druckkomponenten  erteilt 
werden.  Wenn  nicht  die  ganze  Theorie  des  Druckes  hinfällig  sein  soll,  so 
mufs  die  Gestalt  dieses  Elementes  gleichgültig  sein.  Wir  nehmen  als 
solches  ein  unendlich  kleines  rechtwinkliges  Parallelepipedon,  dessen 
Seiten  den  Koordinatenachsen  parallel  laufen  und  die  Längen  dx^  dy^  dz 
besitzen  und  dessen  Mittelpunkt  der  Pimkt  x^  y^  z  ist.  Die  sechs  Seiten- 
flächen des  ParaUelepipedons  bezeichnen  wir  mit 

i+x),    (-X),    (+y),    (-y),     (+^),    (-.), 

wobei  der  eingeklammerte  Buchstabe  die  Koordinatenachse  bezeichnet,  auf 
welcher  die  Fläche  senkrecht  steht,  während  das  vorgesetzte  Zeichen  an- 
giebt,  ob  die  Fläche  auf  der  positiven  oder  negativen  Seite  von  x,  y,  ^, 
gerechnet  in  der  betreffenden  Koordinatenrichtung,  gelegen  ist. 

Wir  machen  nun  die  Voraussetzung,  dafs  die  Druckkräfte  stetige 
Funktionen  des  Ortes  sind.  Der  Druck,  welcher  z.  B.  auf  {-\-  x)  von 
auisen  her  ausgeübt  wird,  ist  dann  von  demjenigen,  welchen  das  Element 
selbst  in  ( —  x)  auf  das  angrenzende  Element  ausübt,  also  vom  Nega- 
tiven desjenigen,  welchen  das  Nachbarelement  hier  auf  das  betrachtete 
ausübt,  nur  unendlich  wenig  verschieden.  Femer  denken  wir  uns  das 
Element  fUr  einen  Zeitmoment  unveränderlich  und,  indem  wir  noch  die 
Dichtigkeit  des  Körpers  als  stetig  voraussetzen,  wegen  seiner  Klein- 
heit als  homogen,  so  dafs  sein  Schwerpunkt  mit  seinem  Mittelpunkte 
zusammenfällt;  seine  Dichtigkeit  sei  e.     Die  Kräfte,  welche  auf  die  ein- 
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zelnen  Flächen  einwirken,  sind  dann,  da  sie  durch  Multiplikation  des 
betreffenden  Druckes  mit  dem  Inhalte  des  zugehörigen  Flachenelementes 
erhalten  werden: 

(  t^^x\ 

und  analog  für  die  übrigen  Flächen. 

Die  Normaldrucke  können  wir  uns  ohne  weiteres  in  den  Schwer- 
punkt verlegt  denken.  In  der  Bichtung  der  o;- Achse  wirkt  also  hier 
zunächst  die  Kraft 

1  d^^  l  dX 

Xx  dydz  +  —  -j^  dx  dy  dz  —  X^dydz  +  —  -g —  dx  dy  dz 

und  analoge  Kräfte  wirken  in  den  beiden  andern  Koordinatenrichtungen. 
Den   beiden    auf  (+  ^)    und    ( —  x)   in    der  y- Richtung  wirkenden 

Kräften  setzen   wir  die  Kraft  —  — -^ — dxdydz  zu,  die  wir  durch  die 

£     O  X 

doppelte  im  Schwerpunkte  mit  entgegengesetzter  Richtung  angebrachte 
Kraft  kompensieren  (nach  §  53,  4). 

V'  +  Y~di^^)^y^'     ^d     ^(Y^^--^dx)dydz 
werden  so  ersetzt  durch  die  im  Schwerpunkte   angreifende  Einzelkraft 

-j~  dxdydz, 

welche  der  Richtung  der  positiven  ^- Achse  entgegenwirkt,  und  das 
Kräftepaar 

Yx  dy  dz,     —  Fa.  dy  dz, 

dessen  Hebelarm  dx  ist  und  welches  daher  bei  Berücksichtigimg  der 
Drehungsrichtung*)  das  Drehungsmoment 

—  Y:^  dxdydz 

liefert;  die  Achse  des  letzteren  ist  die  je;- Achse.  Setzt  man  abkürzungs- 
weise 


*)  Die  Drehung  g^ht  n&mlich  (bei  positivem  Y^\  von  der  positiven  x-Bich- 
tong  nach  der  negativen  y-Richtong. 
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(l)  dx  =^  dxdydz 

und  bezeichnet  die  infolge  des  Druckes  auf  den  Schwerpunkt  einwirken- 
den Eraftkomponenten  mit*) 

X|dT,     Yidxj     Z^dt^ 

die  sich  ergebenden  Drehungsmomente  in  Bezug  auf  die  a;,  ^,  ^r- Achse 
mit  Mxdvy  Mydx^  M,dxy  so  erhalten  wir  durch  Summation  der  einzelnen 
Bestandtteile 


(2) 


-^1 


—  y.  — 


—  z. 


dx, 

dx 


ex 


dx 


+ 


+ 


dX. 


y 


^y 


dY, 


V 


Sy 


+ 


+ 


dZ. 


+  ^  + 


dx, 

de 

dY. 

02 

dZ^ 
dz 


und,  wenn  wir  beachten,  dafs  z.  B.  Xy  imd  Yx  entgegengesetzten  Drehungs- 
sinn besitzen, 


(3) 


My 


Zx  —   ^»J 


6.  Nehmen  wir  an,  dafs  aufser  den  Druckkräften  auf  das  Massen- 
teilchen noch  eine  der  Masse  proportional  wirkende  Kraft  ausgeübt  wird, 
deren  Komponenten**) 

Xedr,     Yedt,     Zedx 

sind,  so  erhalten  wir  als  Bewegungsgleichungen  des  Punktes  x^  y^  z 


W 


dt^ 

d^v 
dt* 

dt^ 


dx 

dy           dz 

^Y, 
dx 

dY^      ar, 

dy           dz 

dZ^        dz. 

dx 


dy 


CZ 


Die  linken  Seiten  dieser  Gleichungen  sind  unter  der  Voraussetzung  ge- 
bildet, dafs  die  Koordinaten  eines  Punktes,  welche  ursprünglich  x^  y^  z 
sind,  im  Laufe  der  Zeit  x  -{-  Uy  y  -{-  v,  z  -\'  w  werden,  worin  nur  w,  t;,  w, 
nicht  aber  x^  y^  z  als  mit  der  Zeit  veränderlich  anzusehen  sind.    Wegen 


*)  X^ ,  Y, ,  Zj  sind  daher  Quotienten  einer  Krafb  und  eines  Bauminbaltes, 
also  von  der  Dimension  V*i~^my  was  mit  der  Dimension  der  Differentialqoo- 
tienten  der  Dmckkomponeuten  übereinstimmt^  die  in  l  um  1  niedriger  als  die- 
jenige der  Dnickkomponenten  selbst  sein  mufs. 

**)  X,  Y,  Z  sind  also  die  Komponenten  der  Kraft,  welche  anf  die  Massen- 
einheit  ausgeübt  werden.  Man  beachte,  dafs  X,  F,  Z  sowie  Jtf^,  Jlf  ,  M^  in 
anderer  Bedeutung  wie  früher  gebraucht  werden. 
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der  vorausgesetzten  Kleinheit  von  u^  v,  w  dürfen  wir  rechts  überaU  x, «/,  2 
statt  X  •\-  11^  y  -{-  v^  z  •■{-  w  setzen. 

Diese  Gleichungen  bestimmen  bei  gegebenen  Anfangslagen  und  An- 
fangsgeschwindigkeiten die  Bewegung  der  einzelnen  Punkte  des  veränder- 
lichen Systems  vollständig  und  hiermit  die  Bewegung  des  ganzen  Systems; 
die  wirkliche  Durchführung  verlangt  nur  noch,  die  Abhängigkeit  der 
Druckkräfte  von  den  sie  bestimmenden  Faktoren,  namentlich  auch  den 
Dilatationen  festzusetzen.  Gerade  diese  Beziehungen  charakterisieren 
die  verschiedenen  Arten  veränderlicher  Körper. 

7.  Es  mufs  auffallen,  dafs  bei  den  vollständigen  Bewegungs- 
gleichungen (4)  die  Drehungsmomente  gar  nicht  in  Betracht  kamen; 
welche  Bewandtnis  hat  es  mit  denselben?  Nehmen  wir  an,  dafs  die 
äufseren  Kräfte  sich  im  allgemeinen  stetig  von  Punkt  zu  Puukt  des 
Körpers  ändern  und  dafs  nur  in  einzelnen  Punkten  Kräfte  angreifen, 
welche  hiervon  eine  Ausnahme  machen,  so  leuchtet  es  ein,  dafs  dieselben 
im  allgemeinen  in  Bezug  auf  einzelne  infinitesimale  Teile  des  Körpers 
kein  Drehungsmoment  hervorrufen  können,  welches  gegen  die  Momente 
gemäfs  (3)  in  Betracht  käme.  Denn  in  Bezug  auf  jenes  Element  können, 
einzelne  Stellen  ausgenommen,  die  äufseren  Kräfte  als  Parallelkräfte  an- 
gesehen werden,  die  in  Bezug  auf  den  Schwerpunkt  kein  Drehungsmoment 
hervorrufen.  Die  hierbei  vernachlässigten  Gröfsen  sind  unendlich  klein 
von  höherer  Ordnung.  Die  Drehungsmomente  von  (3)  können  daher 
durch  äufsere  Kräfte,  einzelne  Elemente  etwa  ausgenommen,  nicht  kom- 
pensiert werden.  Wenn  aber  die  einzelnen  Elemente  des  Systems  Drehungs- 
momenten ausgesetzt  sind,  so  müssen  sie,  einzeln  betrachtet,  in  Rotation 
versetzt  werden.  Es  leuchtet  aber  ein,  dafs  ein  solches  Rotieren  der 
einzelnen  Elemente  (die  immer  noch  beliebig  weiter  zerlegt  werden  können), 
das  bei  benachbarten  Elementen  in  demselben  Sinne  vor  sich  gehen  müfste, 
mit  der  Natur  eines  stetig  zusammenhängenden  Körpers  und  einer  stetigen 
Bewegung  desselben  in  unlösbarem  Widerspruche  steht.  Der  Körper 
würde  i^ich  in  eine  unendliche  Zahl  diskreter  Teile  auflösen,  die  infolge 
ihrer  Rotation  gegeneinander  eine  diskontinuierliche  Bewegung  besäfsen;  man 
tiberzeugt  sich  nämlich  durch  den  Augenschein,  dafs  zwei  unendlich  benach- 
barte im  gleichen  Sinne  rotierende  Elemente  unmöglich  in  stetigem  Konnexe 
bleiben  können.     Wir  müssen  daher  bei  den  wirklich  existierenden  Kor- 

m 

pem  die  Annahme  machen,  dafs  die  Gröfsen  (3)  identisch  verschwinden, 
d.  h.  dafs  zwischen   den   seitlichen  Druckkräften  die  wichtige  Beziehung 

(5)  Ym    S=   Zy,  Zx    «=    Z,,  Zy    =     Fas 

besteht.     In  Worten  ausgedrückt  lautet  dieses  Resultat: 

Der  Wert  einer  seitlichen  Druckkomponente  bleibt  ungeäu- 

dert,  wenn  man  ihre  Richtung  mit  der  Richtung  der  Normalen 

auf  der  Ebene,  auf  welche  sie  wirkt,  vertauscht. 

8«  Wir  wollen  nun  weiter  zeigen,  dafs  man  aus  den  gegebenen 

Druckkomponenten 
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r.  =  Z. 


/«    —    i«j 


X  =  r. 


Fig.  12. 


für  einen  Punkt  jc,  y,  ;2?,   welche   sich   auf  Normalebenen  zu  den 
Koordinatenachsen  beziehen,  die  Druckkomponenten 

(7)         -     *  .       X,,    r„   z. 

für    eine    beliebig^    andere,    durch    denselben   Punkt    gehende 
Ebene  berechnen  kann. 

Zu  diesem  Zwecke  denken  wir  uns  (Fig.  12)  ein  unendlich  kleines 
Tetraeder  konstruiert,  dessen  eine  Ecke  der  Punkt  x^  y^  z  ist;  die  drei 
Kanten,  welche  in  demselben  zusanunenstofsen,  mögen 
in  der  Richtung  der  positiven  x^  y^  ;&:- Achse  laufen  und 
resp.  die  Länge  a^h^  c  besitzen.  Die  Flächeninhalte  der 
in  X,  y^  z  zusammenstofsenden  Tetraederflächen  sind 

(8)  ^6c,     ^ca,     ^aft; 

die  vierte  Fläche  besitze  den  Flächeninhalt  oo.  Die  von 
X,  y^  z  auf  die  letztere  Fläche  gefällte  Normale  heifse  s\ 
auf  diese  Fläche  mögen  sich  die  Druckkomponenten  (7) 
beziehen,  falls  sich  das  Tetraeder,  immer  sich  selbst 
ähnlich  bleibend,  in  den  Punkte  x,  y^  s  zusammenzieht. 
Wegen  der  schliefslich  vei*schwindenden  Kleinheit  des 
Tetraeders  brauchen  wir  hier  keine  Bücksicht  auf  etwaige  Änderungen 
der  Komponenten  für  verschiedene  Teile  desselben  zu  nehmen;  ebenso 
können  wir  alle  Punkte  des  Tetraeders  mit  seinem  Schwerpunkte  iden- 
tifizieren. 

Sollen  die  Drucke  (6)  und  (7)  äquivalent  sein,  so  brauchen  wir 
nur  die  Bedingungen  dafür  aufzustellen,  dafs  die  Drucke  (6)  und  die 
negativ  genommenen  Drucke  (7),  immer  bezogen  auf  die  entsprechenden 
Flächen  des  Tetraeders,  ihre  Wirkung  gegenseitig  aufheben.  So  erhalten 
wir  z.  B.  für  die  Komponenten,  welche  das  Tetraeder  in  der  Bichtung 
der  positiven  a:-Achse  zu  verschieben  streben, 

(9)  —  i  hcX^  —  ^  caXj,  —  ^  abX,  +  ©X,  =  0. 

Da  aber  die  Projektion  eines  ebenen  Flächenstückes  auf  eine  Ebene 
den  Flächeninhalt  jenes  Stückes,  multipliziert  mit  dem  Kosinus  des 
Neigungswinkels  beider  Ebenen,  zum  Flächeninhalte  hat,  so  ist 

ICD  cos  (5,  a?)  =  -J-  hCj 
CO  cos  (5,  y)  =  i  ca, 
09  cos  (5,  ^)  ■■  i  aft, 
und  aus  der  Gleichung  (9)  und  den  beiden  analogen  wird 

X,  =  Xa;  cos  (5,  a?)  +  ^  cos  (5,  y)  +  ^»  cos  (s,  5), 

(11)  {  r,  =  r,  cos  (5,  x)  +  Fy  cos  (5,  y)  +  Y,  cos  (5,  z)^ 

Zg  =  Zx  cos  («,  x)  -|-  Zy  cos  (s,  y)  -{-  Zg  cos  (5,  z). 
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Diese  drei  Komponenten  lassen  sich  nach  bekannter  Regel  zu  einer  ein- 
zigen Druckkraft  P«  von  bestimmter  Richtung  vereinigen. 

9.  Denken  wir  uns  durch  den  Punkt  x^  y^  z  beliebig  viele  Ebenen 
gelegt,  so  gehört  zu  jeder  derselben  eine  Druckkraft  P«  von  bestimmter 
Gröfse  und  bestimmter  Richtung;  für  verschieden*^  Ebenen  ist  GrÖfse  und 
Richtung  von  P,  im  aUgemeinen  verschieden.  Etf  wird  sich  im  Laufe 
der  Untersuchung  herausstellen,  dafs  man  umgekehrt  die  Richtung  von  P« 
beliebig  annehmen,  dann  aber  ihre  Gröfse  und  die  Ebene,  auf  welche  sie 
wirkt,  eindeutig  bestimmen  kann.  Um  uns  ein  klares  Bild  von  der  Lage 
und  Gröfse  dieser  verschiedenen,  in  demselben  Punkte  a;,  y^  z  angreifenden 
Druckkräfte  zu  machen,  denken  wir  uns  von  x^  y^  z  aus  nach  allen 
Richtungen  hin  Strahlen  gezogen  und  auf  diesen  Strecken  abgetragen, 
welche  der  Gröfse  der  Druckkräfte,  die  in  dieser  Richtung  wirken,  pro- 
portional sind.  Die  Endpunkte  dieser  Strecken  bilden  dann  eine  Fläche, 
deren  Koordinaten  wir  bestimmen  wollen.  Wir  fähren  zu  diesem  Zwecke 
ein  Koordinatensystem  |,  y},  ^  ein,  welches  dem  alten  parallel  ist,  dessen 
Nullpunkt  aber  der  Punkt  x^  y^  z  ist. 

Ist  jetzt  I,  17,  i^  der  Punkt  der  gesuchten  Oberfläche,  durch  welchen 
die  Richtimgslinie  von  P«  hindurchgeht,  so  muCs  nach  den  gemachten 
Festsetzungen 

(12)  A|  =  X,     Xi|—  r„     U=^, 

sein;  den  willkürlichen  Faktor  l  können  wir  gleich  1  setzen. 

Schreiben  wir  femer  für  die  Richtungskosinus  der  Normalen  s 

cos  (5,  x)  =  a,     cos  (5,  y)  =  |5,     cos  (5,  x)  =  y^ 

so  haben  wir  nach  (11) 

I  —  X^a  -|-  Xyß  -f-  ^*y» 

(13)  ^-r,«+r,i5+r,y, 

Diese  Gleichungen,  welche  £,  17,  {^  durch  a^  ß^  y  ausdrücken,  haben 
wegen  (5)  denselben  Charakter  wie  die  Gleichungen  (23),  resp.  (2)  und  (24), 
in  §  6ö.    Die  ümkehrung  von  (13)  liefert  Gleichungen  von  der  Form 

worin  gleichfalls 

(lö)  o^  =  Ojj,     Oji  =  ai3,     a,2  —  Oji 

ist.  Durch  direktes  Nachrechnen,  resp.  Bildimg  der  entscheidenden  ünter- 
determinanten,  ist  die  letzte  Beziehimg  leicht  zu  bewahrheiten.  Setzt  man 
nun  in  der  bekannten  Relation  zwischen  a,  |3,  7: 

(16)  «"  +  /»»  +  /-! 

die  Werte  (14)  ein,  so  erhält  man  für  jene  Oberfläche  die  Gleichung 


(17) 
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(oiifi  +  «12^  +  «laf)*  +  («21^  +  «22^  +  (H$iy 


+  («31  S  +  082^  +  «88?)*  "  1  • 

Die  Oberfläche  ist  ein  Ellipsoid,  weil  nach  (11)  die  Druckkräfte  sämt- 
lich endlich  sind,  wenn  dies  mit  den  Xx  u.  s.  w.  der  Fall  ist,  kein  Radius 
der  Fläche  sich  also  ins  unendliche  erstrecken  kann.  Die  Fläche  heifst 
das  erste  Druckellipsoid. 

Wenn  also  die  Druckkräfte  in  einem  Körper  sich  stetig 
von  Punkt  zu  Punkt  ändern,  im  übrigen  aber  ganz  willkürlich 
sind,  so  gruppieren  sich  die  Druckkräfte  für  denselben  Punkt 
symmetrisch  zu  drei  aufeinander  senkrechten  Achsen,  den 
Hauptachsen  des  ersten  Druckellipsoids.  Für  die  gröfste  und 
kleinste  dieser  Achsen  ist  der  Druck  ein  Maximum  und  Minimum. 

10.  Wir  untersuchen,  wann  die  Druckrichtung  auf  ihrer  Ebene 
senkrecht  steht.  Sei  die  tr-Achse,  welche  ja  ganz  beliebig  gelegt 
werden  kann,  die  Richtung  des  Druckes;  die  Ebene,  auf  welche  derselbe 
wirkt,  sei  die  ye -Ebene.  Die  seitlichen  Druckkomponenten,  welche  auf 
diese  Ebene  wirken,  müssen  danm  verschwinden,  d.  h.  es  muTs 

(18)  Yx  =  Zx  =  0 

sein.     Die  Gleichungen  (13)  nehmen  jetzt  die  Gestalt  an 

(19)  n=Yvß+Y.Y, 

Berechnet  man  hieraus  a^  ß^  y  und  setzt  sie  in  (16)  ein,  so  kommt  in 
der  so  vereinfachten  Gleichung  (17)  |  nur  als  Quadrat  vor,  das  Ellipsoid 
liegt  also  zu  der  ^ij-Ebene  symmetrisch,  d.  h.  die  |-Achse  ist  eine 
Hauptachse. 

Wir  erhalten  so  das  wichtige  Resultat: 

Die  Druckrichtung  steht  dann  und  nmr  dann  auf  der  dem 
Drucke  ausgesetzten  Ebene  senkrecht,  wenn  sie  in  eine  Haupt- 
achse  des  ersten  Druckellipsoids  fällt. 

Machen  wir  daher  die  Hauptachsen  zu  Koordinatenachsen,   so   wird 

(20)  r,  =  Z,  =  Zy  —  0. 

Hat  das  Druckellipsoid  zwei  gleiche  Hauptachsen,  so  haben  alle  in 
der  Ebene  der  letzteren  gelegenen  Druckrichtungen  die  verlangte  Eigen- 
schaft. Wenn  das  Ellipsoid  eine  Kugel  ist  —  und  nur  dann  —  stehen 
alle  Drucke  auf  ihren  Ebenen  senkrecht.  Dies  giebt  das  bemerkenswerte, 
für  die  Hydromechanik  fundamentale  Resultat: 

Wenn  die  Drucke  in  einem  Punkte  nach  allen  Richtungen 
gleich  sind,  so  stehen  sie  alle  auf  ihren  Ebenen  senkrecht,  die 
seitlichen  Druckkomponenten  verschwinden  also  durchgehends; 
und  umgekehrt  bedingt  das  allseitige  Verschwinden  der  seit- 
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liehen    Druckkomponenten    die    Gleichheit    des    Druckes    nach 
allen  Richtungen. 

Läfst    man    die    Koordinatenachsen    mit    den    Hauptdruckachsen    zu- 
sammenfallen, so  wird  aus  (13) 

(21)  S  =  ^.«,     ^=  ^yß^     t  =  Z.y', 

femer  folgt  durch  Vergleich  mit  (14) 


(22) 


l_  J^  1 

^11  —   X   '       ^2  "^^   J^  »       ^8 ^  ? 


X  y 

^23  =  «3,  ==  a^a  =  0. 
Die  Gleichung  (17)  nimmt  also  die  Gestalt  an: 

(23)  -y-2  +  Y^  +  "^  '^^  !• 

*  y  z 

Die  Hauptachsen  des  Ellipsoids  sind,  wie  selbstverständlich, 

^x »        ^yi       Zg. 

Die  Berechnung  der  Hauptdruckachsen  und  ihrer  Lage  im  allgemeinen 
Falle  wird  nach  der  Theorie  der  Flächen  zweiter  Ordnung  ausgeführt; 
sie  verlangt  die  Lösung  einer  Gleichung  dritten  Grades. 

11.  Die  Lage  der  Ebene,  auf  welche  ein  Druck  wirkt,  ist  ein- 
deutig bestinmit,  wenn  die  Richtung  des  letzteren  bekannt  ist.  Dies  ist 
aus  (14)  unmittelbar  ersichtlich;  diese  Gleichungen  liefern  direkt  die 
Richtungswinkel.  Um  eine  geometrische  Herleitung  der  Lage  der  Ebene 
zu  geben,  verfahren  wir  analog  wie  bei  den  entsprechenden  Unter- 
suchungen über  Dilatationen.  Wir  konstruieren  ein  zweites  Druck- 
ellipsoid,  dessen  Hauptachsen*)  die  Quadratwurzeln  aus  den  GrÖfsen 
der  Achsen  des  ersten  sind  und  in  der  Richtung  mit  diesen  zusammen- 
fallen. Fallen  wieder  die  Koordinatenachsen  in  diese  Hauptachsen,  so 
lautet  die  Gleichung  des  zweiten  Ellipsoids**) 

t't         ^'«         *.'» 

(24)  ,^  +  ^  +  ^==1. 

X  y  z 

Legt  man  an  diese  Fläche  in  dem  Punkte  |',  i^',  f,  welcher  in  der 
Druckrichtung  liegt,  eine  Tangentialebene,  so  ist  ihre  Gleichung 

y'   uff  f        ff  ^/  ^f 

(25)  y-  +  5^  +  yi»i, 

X  y  z 

worin  ^',  ff\  f"  die  laufenden  Koordinaten  vorstellen.  Weiter  ist,  wenn 
§,  Y},  ^  den  Punkt  darstellt,  in  welchem .  die  Druckrichtung  das  erste 
Druckellipsoid  schneidet, 

(26)  l'='^5,     V—^^jf'^f*?) 

*)  Natürlich  nnr,  wenn  in  (12)  X  ^^  1  genommen  wird;  es  handelt  sich  aoch 
hier  um  die  Bestimmung  des  geometrischen  Mittels  swischen  Ewei  linearen 
Gbröfsen.  —  Die  Ungenanigkeit  des  Ansdracks  Ellipsoid  wird  weiter  unten 
besprochen. 

**)  Genaueres  über  das  Vorzeichen  der  rechten  Seite  folgt  weiter  nnten. 
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worin  ft  so  zu  bestimmen  ist,  dafs  der  Gleichung  (24)  gentige  geschieht. 
Die  Richtungskosinus  der  Normalen  dieser  Tangentialebene  verhalten  sich  wie 

^as       -^y        ^9 

und  sind  daher  mit  a,  |3,  y^  welche  nach  (21)  dasselbe  Verhältnis  be- 
sitzen,  identisch. 

Dies  giebt  folgende  Konstruktion  der  Ebene,  auf  welche  ein  Druck 
von  gegebener  Richtung  in  einem  gegebenen  Punkte  wirkt: 

Man  konstruiere  um  den  gegebenen  Punkt  das  zweite 
Druckellipsoid,  lege  an  dasselbe  in  dem  Punkte,  in  welchem 
es  von  der  Druckrichtung  geschnitten  wird,  eine  Tangential- 
ebene und  durch  den  gegebenen  Punkt  zu  dieser  eine  Parallel- 
ebene.    Die  letztere  ist  die  gesuchte  Ebene. 

Der  Gang  der  umgekehrten  Konstruktion  ist  ebenfalls  leicht  zu  ver- 
folgen. 

12.  Die  Fläche  zweiter  Ordnung,  welcher  wir  den  Namen  „zweites 
Druckellipsoid"  beilegten,  verdient  denselben  nicht  immer.  Die  Druck- 
kräfte Xr,  Fy,  Z,  können  auch  negativ  sein;  da  die  Nenner  von  (24) 
als  Quadratwurzeln  von  Xx^  F/,  Z?  zu  betrachte^  sind,  so  kann  die 
rechte  Seite  sowohl  als  positiv  wie  als  negativ  angenommen  werden 
Haben  X^,  Fy,  Z»  alle  dasselbe  Zeichen,  so  ist,  um  eine  reelle  Fläche 
zu  erhalten,  rechts  das  gleiche  Zeichen  zu  wählen.  Die  Fläche  ist  dann 
wirklich  ein  Ellipsoid.  Haben  dagegen  die  drei  Hauptdrucke  nicht  alle 
gleiches  Zeichen,  so  sind  rechts  beide  Zeichen  zulässig;  wir  erhalten  in 
jedem  Falle  zwei  Hyperboloide,  ein  einschaliges  und  ein  zweischaliges, 
welche  denselben  Asjmptotenkegel  besifj^en.  Beide  sind  bei  der  obigen 
Konstruktion  zu  benutzen,  da  dieselbe  sonst  für  einen  Teil  der  Druck- 
richtungen nicht  ausfahrbar  wäre.  Wird  die  zu  konstruierende  Tangential- 
ebene eine  Tangentialebene  des  Asymptotenkegels,  so  fällt  die  Druck- 
richtung gerade  in  die  Ebene,  auf  welche  der  Druck  wirkt. 

13.  Eine  besondere  Untersuchung  erfordert  der  Fall,  dafs  eine  oder 
zwei  Hauptachsen  des  ersten  (also  auch  des  zweiten)  Druckellipsoids  der 
Null  gleich  sind;  das  Ellipsoid  geht  hier  in  eine  elliptische  Scheibe 
oder  eine  begrenzte  Gerade  über.  Die  Gröfse  der  Druckkräfte  für  die 
verschiedenen  Richtungen  und  die  Lage  der  Ebenen,  auf  welche  sie  ein- 
vrirken,  läfst  sich  dann  durch  einen  Grenzübergang  oder  durch  eine 
direkte  Untersuchung  bestimmen. 

Legen  wir  wieder  die  Koordinatenachsen  in  die  Hauptdruckachsen 
und  ist  dann 

Z,  =  0, 

so  haben  wir  an  Stelle  von  (2l) 

(27)  5  =  X:,a,     i|«=ry/3,     ?  =  Z,y  — 0, 
also 

(28)  ^  =  T" '    i^  =  Y  '    y  ^eUebig. 

X  y 
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Durch  Einsetzen  in  (16)  folgt 

(29)  ^^   +   ^,=    l_y«. 

X  y 

Die  Drucke  fallen  alle  in  die  Ebene  der  Scheibe;  die  Lage 
der  Druckebene  ist  nicht  durch  die  Richtung  des  Druckes 
allein  bestimmt,  sondern  hängt  auch  von  der  Oröfse  desselben, 
die  für  die  gleiche  Richtung  verschieden  sein  kann,  ab.  Die 
Gröfsen  der  Drucke  stellen  sich  nämlich  als  Radien  eines  (nach 
aufsen  hin  begrenzten)  Systems  ähnlicher  und  ähnlich  liegen- 
der Ellipsen  dar,  deren  Achsen  sich  proportional  zu  dem  Sinus 
des  Winkels  ändern,  welche  die  Normale  zur  Druckebene  mit 
der  5'Achse  bildet. 

An  Stelle  des  zweiten  Dmckellipsoids  tritt  der  Kegelschnitt 

(30)  _^'.  +  .j'_=v'r=7. 

X  y 

Wie  in  11.  findet  man,  dafs  die  Gerade,  in  welcher  eine  Druck- 
ebene die  2:2/ 'Ebene  schneidet,  der  Tangente  an  diesen  Kegelschnitt  in 
dem  Punkte,  in  welchem  er  von  der  Druckrichtung  geschnitten  wird, 
parallel  ist.  Die  Richtung  der  Normalen  der  Druckebene  hängt  in  der 
oben  angegebenen  Weise  mit  der  Richtung  des  Druckes  zusammen. 

14.  Ist 

ry  =  z,  =  o, 

so  ist 

also 

a  «a:  — -  j     ß  beliebig,     y  beliebig. 
* 

Die  Druckrichtung  fällt  hier  immer  in  die  a;-Achse.    Die  Gr5fse  | 

des  Druckes  ist  dem  Kosinus  des  Winkels  proportional,  welchen 

die  Normale  der  Druckebene  mit  der  o^-Achse  bildet.     Zu  einem 

bestimmten  Drucke    gehören  unendlich  viele,   gegen  die  o;- Achse  gleich 

geneigte  Ebenen. 

15.  Die  bisherigen  Untersuchungen  bezogen  sich  auf  die  Drucke, 
welche  im  Innern  eines  Körpers  statthaben.  Aber  auch  an  der  Ober- 
fläche können,  etwa  von  einem  andern  Körper  ausgehend,  Drucke  vor- 
handen sein.  Da  auch  hier  die  Gleichheit  von  Wirkung  und  (Jegenwirkung 
gewahrt  bleiben  mufs,  so  wird  an  jeder  Stelle  der  Oberfläche  der  g^^^ 
sie  gerichtete  innere  Druck  dem  auf  sie  ausgeübten  äufseren  gleich  und 
entgegengesetzt  sein.  Bezeichnet  n  die  nach  aufsen  gehende  Nonnale 
einer  Stelle  der  Körperoberfläche,  P«  den  inneren  Druck  mit  den  Kom- 
ponenten Zu,  Z«,  Zn\  P'  den  äufseren  Druck  mit  den  Komponenten 
X\  Y\  Z\  so  ist 

(31)  z,  +  x'=o,    r„  +  r=o,   z«  +  z'=o 

oder,  wenn  der  innere  Druck  nach  (ll')  zerlegt  wird, 
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X'+  Jig  cos  (w,  x)  +  Xy  cos  (w,  y)  +  -^c  cos  (w, ;?)  =  0 , 
(32)       {  y'+  Tx  cos  (w,  x)  +  Yy  cos  (w,  2^)  +  T,  cos  (w,  ^er)  =  0 , 

Z'-f-  Ze   cos  (fl,  flj)  +  Zy  cos  (w,  y)  +  ^*  cos  (w,  ;?)  =  0. 

§  68. 
Die  Bewegongsgleichungen  der  elastisch  festen  Korper. 

1.    In   §  G7,  (4)   fanden   wir  als  Bewegnngsgleichungen   des  stetig 
yeränderlichen  Systems 


(1) 


d^w 
dt* 


sZ  — 


dK 

dx^ 

dX, 

dx 

dy 

dz 

dY, 

dY^ 

dY, 

dx 

dy 

dz 

d^r 

dZ^ 

dz. 

8  X 

dy 

'dz 

bX--^^  —  -^^ 


=  er  — 


Relationen,  die  durch  geeignete  Anfangs-  und  Grenzbedingungen  zu  ver- 
Yollständigen  sind.  Sollen  die  Gleichungen  (l)  nun  auf  einen  stetig 
veränderlichen  Körper  von  bestimmter  Beschaffenheit  angewandt  werden, 
so  müssen  die  Druckkr&fte,  die  ja,  aufser  etwa  an.  den  Grenzen,  nicht 
unmittelbar  gegeben  sind,  eliminiert  werden.  Zu  diesem  Zwecke  müssen 
diese  Druckkräfte  durch  andere  Gröfsen,  z.  B.  durch  die  Veränderungen 
welche  sie  im  Körper  hervorrufen,  ausgedrückt  werden.  Wir  werden  diese 
Beziehungen  für  die  wichtigsten  in  der  Natur  vorkommenden  Köi-per  auf- 
stellen; in  diesem  Abschnitte  sollen  xms  insbesondere  die  elastisch  festen 
Körper  beschäftigen. 

2,  Die  elastisch  festen  Körper  —  und  kein  fester  Körper  entbehrt 
der  Elastizität  vollständig  —  haben  die  charakteristische  Eigenschaft,  dafs 
je  zwei  benachbarte  Teilchen  ihre  Entfernung  nur  sehr  wenig  zu  ändern 
im  stände  sind  und  dafs  durch  jede  solche  Entfern  ungsänderung  Druck- 
kräfte erregt  werden,  welche  die  urspi*üngliche  Entfernung  wiederherzu- 
stellen bestrebt  sind.  Werden  zwei  Teilchen  gewalti^am  über  eine  gewisse 
Grenze  voneinander  entfernt  oder  einander  genähert,  so  wird  der  Körper 
zerrissen,  resp.  zerdrückt,  oder  doch  so  in  seinen  Eigenschaften  verändert, 
dafs  die  Gesetze  der  Elastizität  ihre  Gültigkeit  verlieren. 

In  welcher  Beziehung  stehen  nun  bei  einem  Teilchen  eines 
elastisch  festen  Körpers  die  erlittene  Deformation  und  die 
durch  sie  in  Aktion  versetzten  oder  umgekehrt  sie  hervor- 
rufenden Druckkräfte?  Na  vier,  der  Begründer  der  Elastizitätstheorie, 
Poisson  und  Cauchy  gehen  bei  ihren  Untersuchungen  von  gewissen 
sehr  unbestimmten  Voraussetzungen  über  die  Wirkungsweise  der  Moleküle 
aus  und  leiten  daraus  jene  Beziehungen  ab.  Wir  glauben  mit  Kirch- 
hoff  derartige  mangelhaft  fundamentierte  Hypothesen,  deren  Resultate 
auch  mit  der  Wirklichkeit  unvollkommen  übereinstimmen,  verwerfen  und 

BüQBGnbergcr,  analyt.  Mechanik.  II.  9 
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an  ihre  Stelle  lieber  die  rein  experimentelle  Erfahrung  setzen  zu 
sollen.  Es  handelt  sich  also  darum,  durch  ein  möglichst  einfaches  Experi- 
ment die  Beziehung  zwischen  Druck  und  Deformation  aufzufinden.  Dabei 
soll  vorläufig  vorausgesetzt  werden,  dafs  der  Körper  sich  nach  allen  Rich- 
tungen hin  gegen  Druck  gleichartig  verhält,  dafs  er  isotrop  ist.  Diese 
Voraussetzung  trifft  nicht  zu  bei  krystallinischen  Körpern;  auch  un- 
krystallinische  können  anisotrop  sein,  wenn  sie  bei  ihrer  Herstellung  nach 
verschiedenen  Eichtungen  hin  ungleichartig  behandelt  wurden,  wie  dies 
z.  B.  beim  Ausziehen  eines  Drahtes  der  Fall  ist. 

3.  Ein  gerader,  prismatischer  (cylindrischer)  Körper  sei  mit  seiner 
oberen  Grundfläche  so  befestigt,  dafs  seine  Längsachse  die  vertikale  Rich- 
tung einnimmt*).  An  seiner  unteren  Grundfläche  werde  ein  Gewicht  so 
befestigt,  dafs  sich  sein  Zug  auf  die  einzelnen  Teile  der  Grundfläche 
gleichmäfsig  verteilt.  Am  nächsten  kommt  man  diesen  Bedingungen,  wenn 
man  den  Querschnitt  des  Prismas  sehr  klein  annimmt,  also  etwa  einen 
dünnen  Draht  aus  der  zu  untersuchenden  Substanz,  welche  jedoch  voll- 
kommen isotrop  sein  mufs,  verwendet.  Wenn  das  Gewicht  des  Drahtes 
gegen  das  belastende  Gewicht  verschwindend  klein  ist,  so  erfährt  jeder 
Teil  des  Prismas  den  gleichen  Zug,  die  hervorgerufene  Deformation  wird 
also  homogen  sein  und  wir  werden  aus  der  gesamten  Gestaltänderung 
des  Prismas  auf  diejenige  in  einem  infinitesimalen  Teile  schliefsen  dürfen. 

Genaue  Messungen,  wie  sie  besonders  Wertheim  anstellte,  ergaben, 
dafs  der  Stab  infolge  des  Zuges  eine  Verlängerung  erfährt, 
welche  dem  angehängten  Gewichte,  also  dem  Zuge,  direkt 
proportional  ist,  falls  letzterer  nicht  über  ein  zulässiges  Maximum 
hinausging,  die  Ausdehnung  also  nicht  die  Elastizitätsgrenze  überschritt. 
Bei  verschiedenen  Stäben  derselben  Substanz  ist  die  Ausdehnung  der 
Länge  direkt,  dem  Querschnitt  umgekehrt  proportional,  wie  dies  als 
selbstverständlich  anzusehen  ist.  Bei  Stäben  aus  verschiedener  Substanz 
ist  unter  sonst  gleichen  Verhältnissen  die  Ausdehnung  eine  verschiedene. 
Die  Art,  wie  die  Substanz  bei  Herstellung  des  Stabes  behandelt  wurde 
(gezogene  und  gegossene,  resp.  angelassene  Stäbe  und  Drähte),  ist  von 
beträchtlichem  Einflufs.  Die  Längenausdehnung  durch  Zug  hängt  also 
von  einer  Konstanten  ab,  welche  je  nach  der  Natur  des  Stoffes  ver- 
schieden ist.  Mafi  versteht  unter  dem  Elastizitätsmodul  E  einer 
Substanz  den  Zahlenwert  des  Gewichtes,  welches  bei  einem  Stabe 
aus  dieser  Substanz  mit  einem  der  Flächeneinheit  gleichen 
Querschnitte  nötig  wäre,  um  seine  Länge  auf  das  Doppelte 
auszudehnen,  vorausgesetzt  natürlich,  dafs  alsdann  noch  dieselben  Ge- 
setze Anwendung  fänden  wie  bei  zulässigen  Ausdehnungen.  Den  reciproken 
Wert  n  von  E  nennt  man  auch  den  Elastizitätskoeffizienten;   doch 


*)  Genau  genommen  mufs  in  den  Grenzflächen  eine  seitliche  Verschiebnn^ 
möglich  sein;  bei  einem  dünnen  Drahte  fällt  jedoch  dieser  Umstand  wenig  ins 
Gewicht. 
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wird  diese  Bezeichnung  auch  mit  dem  ElastizitUtsmodulus  als  gleich- 
bedeutend gebraucht. 

Das  Gewicht,  welches  den  Stab  dehnt,  erscheint  hier  nicht  als  eine 
Masse,  sondern  als  eine  Kraft,  welche  auf  den  Stab  einwirkt.  Die 
Wirkung  ist  daher  genau  genommen  von  dem  lokalen  Werte  der  Be- 
schleunigung g  durch  die  Schwere  abhängig;  man  kann  etwa  den  Wert 
von  g  in  Paris  zu  Grunde  legen.  Die  Dimension  des  ElastiziUlts* 
moduls  bestimmt  sich  durch  die  Bemerkung,  dafs  er  als  Quotient  einer 
Kraft  und  eines  Flächeninhaltes  erscheint;  wir  finden  so  für  die  Dimension 
von  El 

während  n  die  Dimension 

besitzt.    Die  Dimension  von  E  stimmt  mit  der  des  Drucks  überein. 

Die  Länge  Zj,  zu  welcher  ein  Stab  von  der  Länge  /  und  dem  Quer- 
schnitte q  durch  ein  Gewicht  p  ausgedehnt  wird,  ist 

Die  Gröfse  w  *=  -r^  giebt  an,  um  wieviel  ein  Stab  von  der  Länge  1  und 

dem  Querschnitte  1  durch  die  Gewichtseinheit  verlängert  wird.  Nimmt 
man,  wie  gebräuchlich*),  als  Einheit  des  Querschnittes  den  Quadratmilli- 
meter und  als  Einheit  des  Gewichtes  das  Kilogi*amm,  so  beträgt  E  bei 
einer  Temperatur  von  15® — 20*^  für 

Blei,  gezogen  1883 

Blei,  angelassen  1727 

Gold,  gezogen  8131 

Gold,  angelassen  5584 

Kupfer,  gezogen  12449 

Kupfer,  angelassen  10519 

Eisen,  gezogen  20869 

Eisen,  angelassen  20794 

Spiegelglas  701 5. 

4*  Die  Längenausdohnung  ist  nicht  die  einzige  Wirkung  des  Zuges; 
vielmehr  hat  er  gleichzeitig  in  allen  Richtungen,  welche  zur  Zugrichtung 
senkrecht  stehen,  eine  gleichmäfsige  Kontraktion  zur  Folge.  Während 
die  Längenausdehnung  leicht  direkt  gemessen  werden  kann,  läfst  sich  die 
Querkontraktion  nur  in  besonderen  Fällen,  z.  B.  bei  einem  dicken  Kaut- 


*}  Will  man  an  Stelle  des  angegebenen  traditionellen  Mafssystems,  dessen 
Inkonsequenzen  auf  der  Hand  liegen,  ein  konsequentes  absolutes  Maissystem 
setzen,  dessen  Einheiten  etwa  Meter,  Sekunde  und  Kilogrammmasse  sind,  so 
mnfs  man  die  Schwerkraft  durch  eine  Kraft  ersetzen,  welche  der  Masseneinheit 
in  der  Sekunde  eine  Beschlennigung  von  einem  Meter  erteilt,  während  der 
Querschnitt  nach  Quadratmetern  zu  messen  ist.  Die  obigen  Zahlenwerte  werden 
durch  Multiplikation  mit  1  000  000  g  in  das  absolute  Mafüsystem  umgorechnct. 

9* 
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schakstabe  direkt  beobachten.  Sonst  rnnfs  man  den  Stab  in  einer  Flfissig- 
keit  ausdehnen  und  ans  der  beobachteten  Volnmänderung  und  der  ge- 
messenen Längenänderung  auf  die  Veränderung  in  der  Dicke  schliefsen. 
Diese  Methode  ist  begreiflicherweise  wenig  genau,  weshalb  auch  gegen- 
wärtig noch  die  Untersuchungen  über  diesen  wichtigen  Gegenstand  nicht 
abgeschlossen  sind.  Jedenfalls  kann  man  behaupten,  dafs  die  Quer- 
kontraktion der  Längenausdehnung  proportional  ist  Wir  be- 
zeichnen ihr  Verhältnis  zur  Längenausdehnung  mit  ft*). 

Ist  b  die  Länge  irgend  einer  Sehne  des  Querschnittes  im  ursprAnglichen 
Zustande,  so  wird  sie  bei  dem  Zuge  zu 

(2)  6,=6(i_^)=6(l_^,), 

wenn  die  Längenausdehnung  der  Längeneinheit  =  ö  gesetzt  wird.  Aus 
dem  Querschnitte  q  wird 

g,  =  9(1  -  ^d)» 

oder,  wenn  Potenzen  der  sehr  kleinen  Gröfse  ö  vernachlässigt  werden, 

(3)  q,  =  ^(1  -  2(id). 

Der  Rauminhalt  J  des  Stabes  wird  zu 

jr,  =J{1  +d)(l  —  2^Ä) 
oder  bei  derselben  Vernachlässigung 

(4)  J,  =  J[l  +  S{1  -  2^)]. 

Wenn  jt*  <  ^  ist,  findet  also  eine  Vergröfserung  des  Volums  statt;  in 
der  Wirklichkeit  ist  dies  inmier  der  Fall. 

Für  fi=^  ^  würde  eine  Änderung  des  Volums  überhaupt  nicht  statt- 
finden; der  Körper  könnte  in  diesem  Sinne,  obgleich  sich  die  einzelnen 
Dimensionen  ändern,  als  inkompressibel  bezeichnet  werden.  Wir  werden 
auf  diese  bei  keinem  festen  Körper  zutreffende  Annahme  bei  der  Theorie 
der  Lichtwellen  zurückkommen. 

5.  Die  fundamentale,  noch  nicht  hinreichend  beantwortete  Frage  der 
Elastizitätstheorie  ist  diese:  Besitzt  fi  einen  von  der  Natur  der  Sub- 
stanz unabhängigen  Wert,  existiert  also  nur  eine  Elastizitäts- 
konstante, oder  ist  fi  für  verschiedene  Substanzen  verschieden, 
existieren  also  zwei  unabhängige  Konstanten  E  und  fi?  Kavier 
und  Poisson  glaubten  aus  ihren  theoretischen,  nicht  genügend  begrün- 
deten Untersuchungen  schliefsen  zu  können,  dafs  immer 

(5)  ^  =  i 

sei.  In  der  That  liefern  die  Experimente  bei  manchen  Substanzen  hierzn 
recht  gut  stimmende  Werte.  Wertheim's  Untersuchungen  wiesen  da- 
gegen mehr  auf  den  Wert  f^  =  }  hin.     Als  Resultat  zahlreicher  neueren 


*)  (i  ist  natürlich  eine  reine  Zahl;    dasselbe  gilt  von  der  sogleich  ein- 
Euführenden  GrÖfse  d. 
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Messungen,  bei  denen  der  Spielraum  der  Beobachtongsfehler  freilich  immer 
ein  sehr  weiter  ist,  ergiebt  sich  mit  grofser  Wahrscheinlichkeit,  dafs  ju 
für  verschiedene  Substanzen  verschiedene  Werte  annimmt, 
dafs  also  zwei  Elastizitätskonstanten  festzuhalten  sind*). 

6.  Da  bei  dem  besprochenen  Experimente  der  Zug  ein  einseitiger 
ist,  so  degeneriert  das  Druckellipsoid  für  jeden  Punkt  in  eine  zur 
Zugrichtung  parallele,  begrenzte  Gerade.  Das  Dilatationsellipsoid  ist 
ein  längliches  Rotationsellipsoid,  dessen  Botationsachse  in  die  Zug- 
richtung  fällt.  Die  deformierte  Kugel  ist  nach  dieser  Richtung  hin  aus- 
gedehnt, nach  den  dazu  senkrechten  Richtungen  verkürzt  worden. 

Falls  Druck  statt  Zug  angewandt  wird,  ergeben  sich  nach  anderen 
Experimenten  analoge  Resultate;  die  Konstanten  bleiben  dieselben  und  es 
ist  nur  das  Vorzeichen  der  Dilatation  umzukehren.  Das  Dilatations- 
ellipsoid ist  hier  ein  abgeplattetes  Rotationsellipsoid.  Das  degene- 
rierte Druckellipsoid  bleibt  das  gleiche. 

7.  Wir  wollen  jetzt  ein  rechtwinkliges  Parallelepipedon  aus  isotroper 
Substanz  ins  Auge  fassen,  welches  in  den  Richtungen  seiner  Seitenlinien 
die  auf  die  betreffenden  Flächen  gleichmäfsig  verteilten  Drucke  j),,  2>2»  Ps 
(reduziert  auf  die  Flächeneinheit)  erleidet.  Jeder  dieser  Drucke  bringt 
für  sich  allein  eine  Deformation  hervor,  welche  der  soeben  behandelten 
analog  ist.  Wirken  die  drei  Drucke  zusammen,  so  werden  wir  die 
Längenänderungen,  welche  sie  in  den  drei  Hauptrichtungen  bewirken, 
wegen  ihrer  Kleinheit  einfach  addieren  dürfen**).  Die  Längeneinheit  er- 
fährt demnach  in  jeder  der  drei  Hauptrichtungen  die  folgende  Änderung***): 

(6)  — jtCjPi— fi(p8+i?jj)],— ^[pj— f*(P8+Pi)],  — i;03— ^(Pi+i>«)]- 

Das  Druckellipsoid  ist  hier  im  allgemeinen  dreiachsig;  seine  Haupt- 
achsen laufen  den  Kanten  des  Parallelepipedons  parallel.  Das  Dilatations- 
ellipsoid ist  für  jeden  Punkt  —  auch  diese  Deformation  ist  eine  homogene 
—  das  gleiche;  seine  Hauptachsen  fallen,  wie  schon  aus  der  Symmetrie 
hervorgeht,  der  Richtung  nach  mit  denjenigen  des  Druckellipsoids  zu- 
sammen und  sind  durch  die  Gröfsen  (6)  zu  bestimmen. 

8.  Wir  sahen  in  §  67,  10,  dafs  bei  sonst  beliebigen  Druck- 
verhältnissen in  den  Richtungen  der  Hauptachsen  des  Druckellipsoides 
nur  Normaldrucke  stattfinden.  Nehmen  wir  daher  unser  Parallel- 
epipedon als  unendlich  klein  an,   so  können  wir  seine  Kantenrichtungen 


*)  Über  den  experimentellen  Teil  der  Uotersuchuiig  findet  man  eingehende 
Angaben  bei  WuUner,  Lehrbuch  der  Experimentalphysik,  Bd.  I,  S.  196 ff. 
**)  Im  allgemeinen  ist  nicht  der  Schlufs  znlässig,  dafii  die  gleichzeitige 
Wirkung  mehrerer  Ursachen  der  Summe  der  Wirkungen  der  einzelnen  gleich  ist. 
***)  Die  Kinheit  des  Drucks  mufs  den  bei  der  Bestimmung  von  E  zu  Grunde 
gelegten  Einheiten  entsprechend  gewählt  werden.  Diese  Einheit  wäre  demnacli 
der  Druck,  welchen  die  Kilogramm masse  (etwa  bei  der  Gröfse  der  Schwerkraft, 
wie  sie  in  Paris  herrscht)  auf  einen  Quadratmillimeter  ausübt. 
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mit  den  Achsenrichtungen  des  Di-uckellipsoids  identifizieren*).  Wir  ge- 
langen so  zu  dem  wichtigen  Resultate,  dafs  in  jedem  Falle  das  Druck- 
ellipsoid  und  das  Dilatationsellipsoid  die  gleichen  Achsea- 
richtungen  besitzen. 

Sind  Piy  jjg,  i>j  die  Hauptdrucke,  so  werden  die  Achsen   des  Dila- 
tationsellipsoides,  falls  es  aus  einer  Kugel  vom  Radius  r  hervorgeht,  nach  (6) 


(7) 


a  =  r  [l  —  -^  O^i  —  f*(i^2  +  JP»))]  > 
^  =  r[l  -  ^{Pi  —  f*(i>3  +  i>i))], 
c  =  r  [l  —  -^  {p^  -  fi(j)^  +  p^))\ . 


Lassen  wir  die  Koordinatenachsen  mit  den  Hauptachsen  beider  Ellipsoide 
zusammenfallen,  so  ist  nach  §  66,  (9)  und  §  65,  (7) 


(8) 


Aus  (7)  und  (8)  folgt 

du 

dx 

dv 


m 


1=  -^    K   IPl    -  f*(P2  +1^3)]» 


^y    =   -~  J,J  [Pi  —   ^(/^3  +  Pl)]  ) 


oder 


(10) 


(  u 


|~  =  —  i;  1(1  +  f*)/^2  —  f*  (Pi  +  Ih  +  i^a)]  1 

7^  =  -  ^'  [(1  +  ^)i^3  —  f*(Pi  +  1^2  +1'3)]- 
Setzen  wir  nach  §  66,  (ll) 


(11) 


du    ,    dv    ,    dto 
cx    *    dy    * 


dz 


*)  Die  folgenden  Untersuchungen  beruhen  alle  auf  der  Voraussetzung,  dafe 
die  Deformationen  des  elastisohen  Körpers  gegen  seine  Dimen- 
sionen unendlich  klein  sind.  Bei  den  zunächst  zu  betrachtenden  Beispielen 
kommt  diese  Annahme  der  Wirklichkeit  so  nahe,  dafs  keine  bedeutenden  Fehler 
durch  ihr  unvollkommenes  Zutreffen  zu  besorgen  sind.  Fälle,  wo  diese  Annahme 
nicht  zulässig  ist,  müssen  in  besonderer  Weise  behandelt  werden,  wie  weittT 
unten  geschehen  wird. 
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wo  ö  die  räumliche  Dilatation  bedeutet,  so  folgt  aus  den  Gleichungen 
(10)  durch  Additioi^ 

(12)  .^,  +  ^,+^3  =  -^ 

und  durch  Zusammenstellung  von  (12)  mit  den  einzelnen  Gleichungen  (10) 

03)  'W  +  >^)r^--4ry  +  r^A 

Setzen  wir  mit  Kirchhoff*) 
(14)  A-  =  2K, 


l  +  ft 
so  erhalten  wir  schliefslich 


1  —  2)1 


» 


(15) 


9.  Die  Gleichungen  (15)  gelten  für  ein  Koordinatensystem,  dessen 
Achsen  mit  den  jeweiligen  Hauptachsen  des  Dilatationsellipsoides  zusammen- 
fallen; wir  wollen  in  der  Folge,  im  Gegensatze  zu  den  willkürlich  ge- 
legten Koordinaten  a:,  y,  z^  diese  besonderen  Koordinaten  mit  x,  y\  z 
bezeichnen  und  dementsprechend  auch  u\v\w  gebrauchen.  In  (15)  sind 
diese  gestrichenen  Buchstaben  eingesetzt  zu  denken;  bei  der  Gröfse  6  ist 
es  nach  §  66,  3  gleichgiltig,  welche  Koordinaten  angewandt  werden. 
Es  handelt  sich  nun  darum,  an  Stelle  der  speziellen  Koordinaten  die 
allgemeinen  einzuführen,  was,  da  eine  Parallelverschiebung  des  Koordi- 
natensystems hier  irrelevant  ist,  mittels  der  Gleichungen 

^  =  «1  ^'+  «2  2/'+  «J^'i 

(16)  y  =  ßx^'+ß2y  +  h^\ 

geschehen  mag,  worin  die  or,  |?,  y  die  oft  gebrauchte  Bedeutung  haben  und 
den  bekannten  Bclationen  unterworfen  sind. 

Um  zun  liehst  die  Druckkomponenten  im  neuen  System 

durch  j^j,  7)2»  Ih   auszudrücken,   benutzen  wir  §  67,  (ll).     Da   die   seit- 
lichen Druckkomponenten   bei  den  Drucken   in   der  Richtung  der  Uaupt- 


*)  K  bat  dieselbe  P]m)nBion  wie  E^  9  ist  wie  ft  eine  reine  Zahl. 
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achsen  verschwinden,  so  finden  wir  als  Komponenten  des  Druckes  auf  eine 
Ebene  mit  der  Normalen  5,  bezogen  auf  das  System  x^  y\  z\ 

IX*=JPiC0s(5,  a?'), 
Y';=i?2Cos(5,/), 
^»  =2^3  cos(s,  /). 

Weiter   finden   wir  für   die  Komponente  dieses    Druckes,    welche   in    die 
Richtung  der  Normalen  fUllt, 

St  ==  X  cos (5,  x^  +  Y't  cos (5,  y)  +  Z'i  cos(ä,  /) 

oder  nach  (17) 

(18)  iS;  =  i\  cos^(,«,  a;')  +  p^  cos*  (5, 2/')  + 1?3  cos*(s,  z) 

und  fQr  die  seitliche  Komponente,  welche  in  die  Richtung  einer  Geraden  r 
jener  Druckelene  fällt, 

B,  =  X  cos(r,  a;')  -j-    Y,'  cos(r,  y)  +  Z[  cos(r,  /) 
oder 

(19)  lli  =Pi  cos  (5,  /)  cos  (r,  a;') + p^  cos  (.«?,?/' )  cos  (r,  ?/')  +1^3  cos  (5,  £;')  cos  (r,  /). 

Identifizieren  wir  die  Richtungen  5,  dann  5  und  r  mit  den  Koordinaten- 
richtungen a?,  «/,  ;8f  und  beachten  die  Bedeutung  der  Koeffizienten  «j  n.  s.  w^ 
so  erhalten  wir 

X^  =  ai*i>i  +  ct^'^Pi  +  «3*1)3, 

z>  =  yi*  i^i  +  y«*  i's  +  ys*  Ps  > 

^*  =  ^y  =  i^iyii'i  +  ßiViPi  +  ß^7^Pz  > 

Z,  =  X,  =  y^a^Pi  +  y2«2i'»  +  ys««!^»» 

Setzen  wir  hierin  die  Werte  für  x\^  jjg,  p^  aus  (15)  ein,  so  erhalten  wir 
bei  Beachtung  bekannter  Relationen  und  der  geänderten  Bezeichnung 


(20) 


(21) 


»    dy 


2    ^  *^        I  2 


+  *«). 

Z,  =  -  2£:(y,^  _   +  y,2  +  y,»  ^  +  Otf), 


X,  =  -2i.(^.*|J  +  ft«|f  +  ft*|j 


r,  =  -  2ir  (ft y,  ^  +  ftyg  -^  +  fty,  -^) , 
Z,  =  -  2ir  ^yi«,  -j-r  +  y,«,  g^  +  ys«j  -gy^j , 
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Nach  §  66,  (15),  wo  dieselbe  BezeichnuDgsweise  angewandt  wurde, 
sind  in  den  drei  ersten  Gleichungen  (21) 

du        dv       dw 
dx  ^     dy  '*     dz 

unmittelbar  einzuführen.    Aus  §  66,  (14)  und  (13)   folgt  weiter  in  ähn- 
licher Weise,  wie  die  Relationen  §  66,  (15)  abgeleitet  wurden, 


dv    I    dw  ^    du     ,    ^    dv    _i    a  ^^' 

~dz  "^  dy  —  ^^  "^^  "r  r«  p  ,   "r  P3 


dz 


'«  dz 


,        du     ,         dv      , 

+  yi  TT  +  72  -p^  +  ys 


dy 


dy 


dz 

dw 
dy 


f.  (     du   _.        du    ',        du\ 

=  ^i  V^  d^  +  y^  di  +  ^3  ä^j  +  •  •  • 

+  yi  (ft  |J  +  ^»  Ij  +  ^3  If )  +  •  •  • 

oder  mit  Beachtung  von  §  66,  (10) 


u.  s.  w. 


(23) 


So  wird  schliefslich  aus  (21) 

Die  drei  ersten  dieser  Gleichungen  stimmen  mit  (15)  vollkommen 
überein;  die  rechten  Seiten  der  drei  letzten  verschwinden,  wenn  die 
Koordinatenachsen  mit  den  Hauptachsen  des  Dilatationsellipsoides  zu- 
sammenfallen. 

10,  Um  die  fertigen  Bewegungsgleichungen  für  elastisch  feste  Körper 
zu  erhalten,  müssen  wir  die  Werte  (23)  in  die  Gleichungen  §  67,  (4) 
eintragen;  wir  erhalten  so 


(24) 


*  dF="*^+^lj^  +  äF  +  äF  +  (^  +  2»)g-J, 

^'"^  r^      I        rr   r^'W        I        d'^W       ,       d^W       ,       /.        ,       „^v^ffl 
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Aufser  diesen  Hauptgleichungen  kommen  noch  Grenzbedingungen  fär 
die  Grenzen  des  elastischen  Körpers  in  Betracht.  Die  Gleichangen  §  67,  (32) 
müssen  jedenfalls  erfüllt  sein.  Ist  die  Oberfläche  eine  freie,  d.  h«  grenzt  sie 
an  den  leeren  Baum  und  erleidet  sie  keinen  äufseren  Druck,  so  ist  hierin 

(25)  x'=r=z'=o 

zu  setzen.  Sind  dagegen  in  einer  Grenzfläche  zwei  elastische  Köq^er 
verbunden,  so  dafs  die  Teilchen  an  der  Fläche  in  Berührung  bleiben, 
während  die  Gleichungen  (24)  infolge  verschiedener  Elastizitätskonstanten 
verschieden  ausfallen,  so  können  X',  Y\  Z'  ftLr  den  zweiten  Körper 
ebenso  zerlegt  werden,  wie  die  entsprechenden  Gröfsen  für  den  ersten. 
Wir  erhalten,  wenn  wir  beachten,  dafs  diö  nach  aufsen  gerichtete  Normale 
auf  der  Grenzfläche  für  beide  Körper  entgegengesetzte  Richtung  hat, 

I(Xa.  —  Xi)cos(w,ic)  +  (Xy  —  Xy)cos  (t?,y)  +  (X,  —  Xi)cos  (w,xr)  =  0, 
(y^-  Y;)cos(w,a;)  +  (ry  -  1^)cos(w,3^)  +  (Y,—  Y:)cos(w,xr)==0, 
(Z,  -  z;)cos(«,a:)  +  (Zy  -  Z;)cos(w,y)+  (Z,  -Z;)cos(«,^)  =  0. 

Die  ungestrichenen  Gröfsen  beziehen  sich  auf  den  ersten,  die  gestrichenen 
auf  den  zweiten  Körper;  die  Normalrichtung  n  kann  beliebig  nach  der 
einen  oder  der  andern  Seite  genommen  werden. 

Die  Gemeinschaftlichkeit  der  Bewegung  auf  beiden  Seiten  der  Grenz- 
fläche bedingt  ferner  die  Gleichungen  (mit  entsprechender  Bezeichnung) 

(27)  u  =  tt',     £;  =  «;',     w  =  w. 

In  (26)  können  noch  die  Druckkomponenten  nach  (23)  durch  die  Ver- 
rückungen ersetzt  werden. 

11,  Wir  wollen  die  Gleichung  von  der  Erhaltung  der  lebendigen 
Kraft  für  den  elastischen  Körper  bilden.  Sowohl  die  Kraft  X,  Y,  Z, 
als  auch  die  auf  ein  Teilchen  der  Oberfläche  einwirkende  Kraft  X',  Y',  Z' 
mögen  Kraft efunktionen  U  und  U'  besitzen.  An  Stelle  der  Glei- 
chungen   (24)    betrachten    wir    zuerst    die    ursprünglichen    in    §  67,  (4). 

Wir  multiplizieren  dieselben  mit  yr-,  -,-,    ,-    und  addieren  sie;  da  «,  «S  if 

die  Änderungen  von  x^  f/,  s  zur  Zeit  /,  im  Vergleich  zur  Zeit  i  =  0,  vor- 
stellen, so  können  wir,  wo  es  zweckmäfsig  erscheint,  statt  du,  df,  d%c 
auch  dx^  dffy  dz  setzen.     So  erhalten  wir 

2   ^dtl\dtJ    ^  \dt/    ^  \dt/ J  dt 

^ /ax,     ax^     ax, \  d^  _  ^^^ 

\dx  "^  dy   "^    dz  J  dt        \dx  '^  dy  ~^   dz  ) dt 


/dz^  .  dz.,  .  az. 


"^  dy  '^   dz  J  dt' 


Wir  multiplizieren  diese  Gleichung  mit  dx  dy  dz  =  dz  und  integrieren 
über  den  ganzen  Körper.  Die  rechte  Seite,  mit  Ausnahme  des  ersten 
Gliedes,    läfst   partielle  Integrationen    zu,    die    wir   in  bekannter  Weise 


§  68.  Die  Bcwegungsgleicbaogen  der  elastiscb  festen  Körper. 


139 


(28) 


(vgl.  §  43,  1, 2)  ausführen;  wir  bezeichnen  hierbei  ein  Element  der  Körper- 
oberfläche mit  d  09  und  denken  uns  die  Integrale,  welche  das  Difi'erential  d  m 
enthalten,    über  die  ganze  Körperobei'fläche  ausgedehnt.     So   finden   wir 

/*       f  du 

—  I  ^^\ [^  cos  (n,  x)  +  ^y  cos(w,  y)  +  X,  cos (w,  z)]  -^ 

+  [y^  cos(«,  or)  +  Yy  cos(w,  tj)  +  T,  cos(«,  e)]  -^ 
+  [Z,  cos  (w,  x)  +  Zy  cos(«,  f/)  +  Z,  cos(«,  £?)]  -j^j 


aa:d( 


+  5^» 


dydt 


dzdt 


+  ^'  di  1^7  +  ä^y  +  "^^  di  lä^  +  ä7/  +  ^i'  57  V^i/  +  ä^>'  j ' 

Wenden  wir  statt  (26)  wieder  die  ursprünglichen  Gleichungen  §  67, 
(32)  an,  so  sind  wir  im  stände,  mittels  dieser  für  die  Obei'fläche  gelten- 
den Relationen  die  rechts  auftretenden  Flächen  integrale  wesentlich  zu 
vereinfachen;  es  ist  nämUch 

Xx  cos(n,  x)  -\-  Xy  cos(w,  y)  +  X  cos(«,  2?)  =  —  X' 

u.  s.  w. 

zu  setzen.    Substituieren  wir  femer 


r 


dx 


r= 


dy   ' 


Z'  = 


dz' 


so  nimmt  (28)  die  Gestalt  an 

+ ^Ju',.  +ß,  ( X. ,;:«,-  +  y.  ,^j  +  z.  i 

,    ^   d  (dv  j^  dw\  _x    ^    d  (dw    .    du\    .     ^  ^  ß^    i    ^\\ 

"T"  ^'  dt  Vä7  ■<"  ay/  "^  ^' dt  \dx  "■■  6?^/  ■*"  ^^y  rf^e^y  "*"  a  J j  * 


(29) 


^zdt 


Fügt  man  endlich  noch  für  die  Druckkomponenten  die  Werte  (23) 
ein,  so  erkennt  man  leicht,  dafs  beide  Seiten  der  Gleichung  vollständige 
Diflferentialquotienten  nach  t  werden;  durch  Ausführung  der  Integration 
nach  dt  erhält  man 


(30) 


+  2  \dz  "*"  ay/    •   2  \ai  "'"  äJ  "^  "2  vaj/  "^  aJ  J 

+  Const. 


0) 


140  Sechster  AbgchoiU. 

Dies  ist  der  Ausdruck  für  das  Prinzip  der  Erhaltung  der 
lebendigen  Kraft,  angewandt  auf  einen  elastisch  festen  Körper  Da 
das  dritte  Integral  auf  der  rechten  Seite  nur  positive  Glieder  enthält, 
so  folgt,  dafs  die  lebendige  Kraft  durch  die  eingetretenen  Ver- 
rückungen eine  Verminderung  erfährt. 

Das  dritte  Integral  auf  der  rechten  Seite  hat  die  bemerkenswerte 
Eigenschaft,    dafs    seine    partiellen   Differentialquotienten    nach 

du      dv       dw       dv  ^^  dto       dto  j,    du       du    ^^  dv 
dx^     dy'     ä7'     äT'äy'     dx'^de^     dy'^Fx 

die  GrÖfsen 

sind,  wovon  man  sich  durch  Ausführung  der  Differentiation  leicht  über- 
zeugt. Da  die  übrigen  Gröfsen,  welche  in  (30)  auftreten,  ihrer  Natur 
nach  von  ddr  Lage  des  Koordinatensystems  unabhängig  sind,  so  mnfs  es 
auch  das  letzte  Integral  sein.  Vergleicht  man  (30)  mit  dem  allgemeineii 
Prinzipe  der  lebendigen  Kraft,  so  erkennt  man  in  der  linken  Seite  die 
lebendige  Kraft  des  Systems,  in  den  beiden  ersten  Gliedern  der  rechten 
Seite  aber  die  Gesamtpotentiale  der  äufseren  Kräfte,  welche  teils  auf  die 
einzelnen  materiellen  Punkte,  teils  auf  die  Oberfläche  wirken.  Das  dritte 
Integral  mufs  daher  als  das  Potential  derjenigen  Kräfte  angesehen  werden, 
welche  durch  die  Verrückungen  im  Innern  des  Körpers  erzeugt  werden. 
12.  An  die  soeben  vollendete  Rechnung  läfst  sich  leicht  der  Beweis 
anschliefsen ,  dafs  durch  die  Gleichungen  (24),  die  Grenzbedin- 
gungen   (26)    und    diejenigen    Angaben,    welche    für    t  =  /^   die 

i^    ,.  p  du    dv     dw       1       Ti      1  X'  j         ijr         TA 

Gröfsen  m,  t?,  tv^  Ti^  li''  dt  Funktionen    der    Koordinaten 

festsetzen,    die    Bewegung    des    elastischen    Körpers    eindeutig 
bestimmt  ist. 


Es  sei  für  t  =  i 


0 


l  u  =(p^{x,y,  z),       V  =  92 (^)  y^f^)^       ^  =  93 (xy  y,  ^), 

(31)  \du  f  ^       dv         .    ,  ^       dw        ,    ,  . 

Falls  nun  das  angegebene  Gleichungssystem  zwei  Lösungssysteme  tt„  »,,  w, 
und  u^,  V21  tv^  zuläfst,  so  wollen  wir 

(32)  t«8  =  «*i  —  Wj{ ,     t^j  =  «^1  —  «^2  »     ^3='^i^  «^2 

setzen.    Aus    den    Gleichungen  §  67,  (4),    welche    wir    wieder   vorläufig 
statt  (24)  anwenden,  folgt  dann 

d'u. 


(33) 


dX, 

dX^ 

dx. 

dx 

dy 

dz 

SYr. 

^^v 

ar. 

dx 

Sy 

dz 

s^. 

dz^ 

dZ, 

"  dt« 

d^_ 
d*w^   

^  ~dY  ~        dsc  dy  dz 
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worin  jedoch  X^  u.  s.  w.  Gröfsen  hedeuten,  welche  durch  die  Gleichungen 
(23)  definiert  sind,  falls  man  in  ihnen  w,  v,  w  durch  Wg,  Vg,  to^  ersetzt. 
Aus  den  Grenzbedingungen  §  67,  (32)  folgt  bei  der  gleichen  Festsetzung 

Xjc  co8(«,  x)  +  Xy  cos(w,  y)  +  X,  cos(w,  ß)  =  0, 

(34)  Yx  cos(w,  x)  +  Yy  cos(«,  y)  +  F,  cos(w,  z)  =  0, 

Zjg  cos(n,  x)  +  Zy  cos(m,  y)  +  Z,  cos(w,  e)  «=  o. 

Mit  (33)  nehmen  wir  jetzt  dieselben  Operationen  vor,  wie  vorher 
mit  §  67,  (4),  als  wir  das  Prinzip  der  lebendigen  Kraft  herleiteten;  die 
Integration  nach  dt  erstrecken  wir  von  Iq  bis  /.     Da  hier 

zu  setzen  ist  und  wegen  (31)  für  ^  =  /q 

/oif\  r.      du^         dv,         duj«         ^      ^tt«        ^ 

(35)  «,«t.,=»s  =  0,    -^-=-^-.^=0,    ^«0   U.S.W. 

wird,  so  fallen  in  der  (30)  entsprechenden  Gleichung  rechts  die  beiden 
ersten  Glieder  und  die  Konstante  weg.  Wir  erhalten,  wenn  auch  in  a 
die  Gröfsen  «3,  Vj,  w^  eingeffthrt  werden, 

(86)  i + Kß,  [('-)■ + i^y  +  i^y +.c'+i{^+ 7^)' 

,   i_(dw,     du^y  ■,    1  (du,    .   dv^yi  _ 

^^  2   \dx  ^  dz  J    ^2  \dy~  ^   dxJJ'^^' 

Da  die  Konstanten  K  und  &  positiv   sind,   so   ist  die   linke   Seite  von 

(36)  eine  Summe  von  unendlich  vielen  positiven  Gliedern;  soll  eine 
solche  verschwinden,  so  mufs  jedes  einzelne  Glied  verschwinden.  Mithin 
ist  für  jeden  Punkt  des  Körpers 

/n„\  du«         _        dVo         ^        dtc«        ^ 

(37)  -jf-O,     -^;=0,      ^  =  0       n.  s.w.; 

«3,^3,  Wq  sind  daher  von  der  Zeit  unabhängig,  also  wegen  (35)  der  Null 
gleich.  Die  Differenzen  der  beiden  supponierten  verschiedenen  Lösungs- 
reihen verschwinden  also,  d.  h.  es  existiert  nur  ein  einziges  System  von 
Lösungen. 

13.  Die  Theorie  der  Elastizität  gestaltet  sich  bei  anisotropen 
(krystallinischen)  Körpern  wesentlich  komplizierter  als  bei  isotropen 
Substanzen.  Der  Elastizitätsmodulus  E  nimmt  verschiedene  Werte  an, 
je  nach  der  Bichtung,  in  welcher  ein  Zug  oder  Druck  auf  den  Körper 
ausgeübt  wird.  Die  Hauptachsen  des  Druckellipsoides  brauchen  mit  den- 
jenigen des  Dilatationsellipsoides  nicht  mehr  zusammenzufallen. 

Jedenfalls  werden  wir  nicht  fehlgehen,  wenn  wir  annehmen,  dafs  die 
Druckkomponenten  nur  von  denjenigen  Gröfsen  abhängen,  welche  die 
relative  Verschiebung  eines  Teilchens  gegen  ein  anderes  der  Gröfse  und 
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Richtung    nach    bestimmen.     Dies    sind    aber    nach    §  66,  (8)    die    sechs 

Gröfsen 

/'^ft^  ^^      —       ^^      ^^   i_  ^^      dw  _.    du      du    .    cv 

^     ^  bx^    dy^    dz  ^    dz*dy^    dx*dz^    öy'^cx 

Da  bei  unkry stallin ischen  Körpern  die  Kraftkomponent^n  lineare  Funk- 
tionen dieser  Gröfsen  sind,  so  müssen  wir  bei  kry stall inischen  die  gleiche 
Annahme  machen.  Bei  einer  Entwicklung  der  Kraftkomponenten  nach 
den  sechs  Gröfsen  (38)  kommt  wegen  der  Kleinheit  der  letzteren  immer 
nur  die  niedrigste  Potenz  von  ihnen  in  Betracht.  Dafs  dies  die  erste 
Potenz  sein  mufs,  läfst  sich  a  priori  nicht  schliefsen;  da  indessen  das 
isotrope  Medium  nur  ein  Grenzfall  des  anisotropen  ist,  für  jenen  Grenz- 
fall aber  nur  erste  Potenzen  der  Gröfsen  (38)  auftreten,  so  haben  wir 
die  gröfste  Wahrscheinlichkeit  für  uns,  wenn  wir  die  sechs  Druckkom- 
ponenten als  lineare  Funktionen  der  sechs  Gröfsen  (38)  ansehen.  In 
der  That  stimmen  die  so  berechneten  Resultate  mit  den  Beobachtungen. 
Wir  haben  also  zu  setzen 

|,r  du    ,    .  dv     ,      dw 

u.  s.  w. 

In  diesen  Gleichungen  treten  36  Konstanten  auf,  deren  Anzahl  sieb 
jedoch  gemüfs  einer  andern  Betrachtungsweise  im  allgemeinen  Falle  auf  21, 
im  speziellen  aber  auf  geringere  Zahlen  reduziert.  In  (30)  lernten  wir 
das  dritte  Integral  der  rechten  Seite,  welche  ein  Ausdruck  zweiten  Grades 
in  den  Gröfsen 

/     V        '      du      dv      CIO      dv    ,    die      dw    .    du      du  ^^  dt 
^     ^  dx^    dy^     dz^    dz"^  dy'*    dx*dz^    dy'^dx 

ist,  als  Potential  der  inneren  Kräfte  für  den  Fall  eines  isotropen 
Körpers  kennen.  Es  ist  wahrscheinlich,  dafs  auch  für  die  krystallin ischen 
Köq)or  ein  solches  Potential  existiert.  Dasselbe  wäre  im  allgemeinsten 
Falle  der  allgemeinste  homogene  Ausdruck  zweiten  Grades  in  jenen  sechs 
Gröfsen,  und  ein  solcher  enthält  nur  21  Konstanten.  Durch  Differentia- 
tion nach  den  Gröfsen  (40)  erhält  man  dann  die  Kraftkomponenten,  und 
es  ist  hieraus  leicht  ersichtlich,  welche  von  den  36  Konstanten  in  (30) 
einander  gleich  werden  müssen. 

Wir  gehen  im  folgenden  auf  die  weitläufige  Theorie  der  Elastizität 
bei  anisotrojicn  Substanzen  nicht  weiter  ein. 

§  69. 

Gleichgewicht  einer  elastischen  Eogelschale  bei  anfserem  und 

innerem  Druck. 

1.  Die  Integration  der  Bewegungsgleichungen  der  elastisch  festen 
Körper  gelingt  nur  in  verhältnismäfsig  wenigen  Fällen;  die  Schwierigkeit 
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besteht,  wie  bei  vielen  ähnlichen  Aufgaben,  in  der  Einführung  der  Grenz- 
bedingungen.  Wir  wollen  uns  zunächst  mit  einigen  der  wichtigsten 
Gleichgewichtsprobleme  beschäftigen,  welche  der  mathematischen 
Behandlung  zugänglich  sind. 

Es  sei  eine  homogene  elastische  Hohlkugel  mit  dem  grofsen 
und  kleinen  Radius  R  und  r  gegeben,  auf  deren  innere  und  äufsere 
Oberfläche  die  gleichmäfsigen  Normaldrucke  P  und  p,  bezogen  auf  die 
Flächeneinheit,  einwirken;  beide  sollen  als  positiv  gerechnet  werden,  wenn 
sie  in  der  Richtung  des  wachsenden  Radius  wirken;  P  mufs  dann  negativ 
sein,  um  einen  Druck  im  engeren  Sinne  zu  repräsentieren.  Von  äufseren 
Kräften,  welche  auf  die  inneren  Teile  des  Körpers  einwirken,  m<1ge  ab- 
gesehen werden. 

Setzen  wir  zur  Abkürzung  wieder 

so  nehmen  die  Ilauptgleichungen  §  68,  (24)  im  Falle  des  Gleichgewichtes 
die  einfache  Form  an 

da 


(2) 


i^u  +  (1  +  2^)  1^  =  0, 
Jv  +  {1  +  2&)  1^  =  0, 
^«^+(1  +  20)4^  =  0. 


dz 

Es  ist  bei  der  symmetrischen  Anordnung  der  Kräfte  einleuchtend, 
dafs  irgend  ein  Körperelement  nur  in  der  Richtung  des  Radius  verschoben 
wird.  Setzen  wir  für  einen  Punkt  des  Körpers,  dessen  Mittelpunkt  der 
Anfangspunkt  der  Koordinaten  sei, 

(3)  p«  =  :,2  _,_  ^2  _,_  ^B^ 

und  bezeichnen   wir  die   Verschiebung   eines   Teilchens   in   radialer  Rich- 
tung, bezogen  auf  den  Radius  1,  mit  r,  so  ist 

(4)  '     w  =  ra:,     v  =  t^,     w  =  re. 

Hieraus  folgt  z.  B. 

du  ,         dr  .         dt  dg  .     x*  dr 

ex  '         ex  '  dg  dx  *      g    dg^ 

also 

(•^)  "^tx  +  Iy  +  l-z^^'  +  ^dl' 

femer 

... ,  .  4x  dt    ,        d'^T 

(6)  ju  ==  -  ~^^  +  X  j-,     U.S.  w., 

/_v  da        ix  dt    ,        d^T 

(7)  7,     =  ,    +  ir    ,  „      u.  s.  w. 
^  ^                                       ex          Q    dg    *         dg^ 
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Durch   EiBsetzen   dieser   Werte   gehen   die   drei   Qleichungen  (2)  in 
die  einzige*) 

über,  welche  mittels  der  Substitution 

dt 

leicht  zu  integrieren  ist.     Man  erhält  n&mlich 

±«  +  -^5  =  0     oder     1^  +  ^  =  0 

und  hieraus 

4  log  Q  +  log  q  =  Const. 
oder 

log  (^*g)  *=  Const. 
oder 

qg^  i=s  Const. 

Durch  nochmalige  Integration  erhalten  wir 

(9)  t  =  A<,-'  +  B, 

worin  Ä  und  B  noch  zu  bestimmende  Konstanten  bedeuten. 

Die  drei  Oberflächenbedingungen  §  68,  (26)  können  wir  durch  eine 
einzige  äquivalente  ersetzen,  welche  besagt,  dafs  der  innere  Normaldmck 
an  der  Oberfläche  —  eine  seitliche  Komponente  ist  nicht  vorhanden  — 
dem  äufseren  Normaldrucke  das  Gleichgewicht  hält.  Der  innere  Normal- 
druck, welcher  an  allen  Stellen,  einerseits  der  äufseren  und  andrerseits 
der  inneren  Oberfläche,  der  gleiche  ist,  wird  aus  §  68,  (23)  erhalten, 
wenn  man  *die  Normalrichtung  z.  B.  mit  der  a:- Achse  identifiziert.    Man  hat 

oder  bei  Benutzung  von  (9) 

(10)  X,  =  2K  [2Aq-^  —  J?  (1  +  3^)]. 
Wir  erhalten  hiernach  die  Oberflächengleichungen 

—  P=  2K[2AR''^  —  B{i  +  3^)], 
p  =  2K[2Är-^    —i?  (1+3-^)1 

und  berechnen  hieraus 


(11) 


{p  +  P)  Ä  V 
(12)  {  PR^  +  pr'' 


Die  Gleichungen  (9)  und  (12)  bestimmen  jetzt  die  Verschiebung  eines 


*)  Da  1  -|-  '^  nicht  veiscb windet;  nach  §  68,  (14)  murale  sonst  fi  >»  1  sein, 
was  niemals  zntriift. 
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jeden  Teilchens  vollständig.     Für  die  räumliche  Dilatation  (negative 
Kompression)  erhalten  wir 

(13)  iS^SB ^(1  +  3^)  (22»  -  r»)  ^ 

dieselbe  enthält  nicht  die  Variable  p,  ist  also  für  jedes  Körper- 
element die  gleiche.     Aus  (10)  wird  noch 

(14)  X,  =  ^j-^  [(j,  +  P)  iJ»r»^-»  +  PR^  +  Pf']. 

2.  Besonders  bemerkenswert  ist  der  Fall,  wo 

P p<:o 

ist,    d.  h.  wo    auf    die    innere    und    äufsere    Seite    der    Hohlkugel    der 

gleiche,  gegen  die  Körpermasse  gerichtete  Druck  vorhanden  ist.   In  diesem 

Falle  wird 

P 


0,     B 


2K{1  +  3^)' 
SP 


also 

p 

Die  verhältnismäfsige  lineare  Verschiebung  wie  die  räumliche 
Kontraktion  sind  hier  von  den  beiden  Eadien  ganz  unabhängig 
und  dem  Drucke  proportional.  ' 

Auch  wenn  wir  r  =  0  nehmen,  die  Hohlkugel  also  in  eine  Voll- 
kugel übergehen  lassen*),  bleiben  die  Verhältnisse  dieselben.  Eine  Hohl- 
kugel wird  also  durch  einen  gleichen  inneren  und  äufseren 
Druck  genau  ebenso  deformiert,  wie  der  entsprechende  Teil 
einer  Vollkugel,  auf  welche  von  aufsen  her  derselbe  Druck 
einwirkt. 

Sind  P  und  — p  verschieden,  so  bleibt  zwar  die  räumliche  Kom- 
pression an  allen  Stellen  die  gleiche,  aber  nicht  die  verhältnismäfsige 
li«e.are  Verschiebung.     Auch  ändert  sich  der  Druck  gemäfs  (14). 

Das  allgemeine  Problem  der  Deformation  einer  elastischen  Hohlkugel, 
auf  d?eren  beide  Oberflächen  beliebig  gerichtete  und  beliebig  verteilte 
Drucke  wirken,  läfst  sich  mit  Hilfe  von  Kugelfunktionen  lösen.  Man 
sehe  hierüber  Thomson  und  Tait,  Handbuch  der  theoretischen 
Physik,  T.  H,  deutsche  Übersetzung,  p.  272flfl 

§  70. 

tIntidrBUOhtmgen  über  das  Gleiohgewioht  eines  elastisohen  prisma- 
Üsohen  Stabes:  das  de  St.  Vönant'soho  Problem. 

1.  Die  Aufgabe,  Gleichgewicht  und  Bewegung  eines  elastischen 
Körpers   für  gegebene   äufsere  Kräfte  und  Oberflächenbedingungen  durch 

*)  Der  auf  die  innere,  verschwindende  Fläche  ausgeübte  Druck  wird 
dann  irrelevant. 

Baaienbergcr,  analyt.  Mechanik.   IL  10 
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Integration  der  allgemeinen  Elastizitätsgleichungen  zu  bestidimen,  ftthrt 
schon  bei  einfachen  Fällen  auf  die  gröfsten  Schwierigkeiten.  Andrerseits 
ist  es  höchst  wünschenswert,  dafs  solche  Probleme  mit  Benutzung  jener 
Elastizitätsgleichungen  gelöst  werden,  da  die  gewöhnlichen  Lösungen, 
welche  auf  elementaren,  näherungs weisen  Betrachtungen  beruhen,  nicht 
immer  mit  den  theoretisch  strengen  übereinstimmen.  De  St.  Yenanf^) 
suchte  den  Schwierigkeiten  durch  ein  umgekehrtes  Verfahren  zu  begegnen; 
er  ging  von  gewissen  vorgelegten  Gleichgewichtszuständen  aus  und  suchte 
die  Kräfte  zu  bestimmen,  welche  zur  Herstellung  derselben  notwendig 
sind.  Auf  diese  Weise  gelingt  es  in  der  That,  einige  praktisch  wichtige 
Probleme  zu  erledigen. 

Der  zu  untersuchende  Körper  sei  homogen;  er  bilde  im  ursprüng- 
lichen Zustande  ein  gerades  Prisma  (resp.  einen  geraden  Gjlinder),  dessen 
Grundflächen  ganz  willkürlich  seien.  Auf  die  Punkte  im  Innern  des 
Körpers  sollen  keine  äufseren  Kräfte  wirken,  insbesondere  soll  die  Schwere 
nicht  in  Betracht  gezogen  werden.  Von  den  begrenzenden  Flächen  sollen 
nur  die  beiden  Grundflächen  der  Wirkung  äufserer  Kräfte  unterworfen 
sein;  an  den  Seitenflächen  soll  also  immer  der  Normaldruck  Null  herrschen. 
Aufserdem  soll  der  Körper  in  einem  Punkte  der  einen  Grundfläche  so 
befestigt  sein,  dafs  das  Körperelement,  welches  diesen  Punkt  umgiebt, 
weder  eine  Verschiebung  noch  eine  Drehung  erleiden  kann.  Dies  ist 
erreicht,  wenn  die  Lage  dieses  Punktes,  eines  durch  denselben  gehenden 
Linienelementes  und  eines  das  letztere  in  sich  fassenden  Flächenelementes 
fest  gegeben  ist. 

Wir  denken  uns  den  Körper  im  ursprünglichen  Zustande  in  unendlich 
viele  Elementarprismen  (Fasern)  zerlegt,  deren  Seitenkanten  denen  des 
ganzen  Prismas  parallel  laufen.  Das  de  St.  V6n  an  tische  Problem 
lautet  nun: 

Ein  Prisma  von  den  beschriebenen  Eigenschaften  und  der 
angegebenen  Befestigung  möge  sich  in  einem  Gleichgewichts- 
zustande befinden,  bei  welchem  zwischen  zwei  benachbarten 
Fasern  nirgends  ein  Druck  statthat**).  Wie  müssen  die  an 
den  Grundflächen  angreifenden  Druckkräfte  beschaffen  sein, 
damit  sie  ein  derartiges  Gleichgewicht  herstellen? 

Ein  spezielles  Beispiel  dieser  Art  lernten  wir  in  §  68,  3  kennen. 
Wenn  ein  prismatischer  Körper  in  der  einen  Grundfläche  passend  befestigt, 
also  mit  einem  gleichmäfsigen  Gegendruck  gegen  den  inneren  Druck  ver- 
sehen, an  der  anderen  aber  einem  gleichmäfsigen  Druck  (Zug)  ausgesetzt 
wird,  so  ist  die  Deformation  im  Gleichgewichtszustande  eine  derartige, 
dafs  nur  in  der  Längsrichtung  Druckkräfte  wirken,  zwischen  zwei  Längs- 

*)  Mem.  8.  1.  toFBion  des  prismes,  1856;  M.  8.  1.  flexion  des  pris- 
mes,  1856;  Lioav.  Journ.  (2),  B.  1.  Vgl.  mit  dem  Folgenden  die  Darstellong 
bei  Clcbsch,  Theorie  der  Elastizität  fester  Körper,  Leipzig  1862. 

**)  Es  sei  nochmals  daran  erinnert,  dafti  die  Deformation  in  ihrer  Gesamt- 
heit nur  sehr  kleine  Dimensionen  haben  darf. 
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fasern   also   kein   Druck   stattfindet.     Wir  werden  diesen  Gleichgewichts- 
zustand als  Spezialfall  des  allgemeinen  Problems  wieder  antreffen. 

2«  Der  befestigte  Punkt  der  einen  Grundfläche  werde  als  Nullpunkt 
des  Koordinatensystems,  die  Richtung  des  befestigten  Linienelementes  als 
2*- Achse  angenommen;  die  x*- Achse  laufe  den  Kanten  des  Prismas  parallel 
und  ihre  nach  der  andern  Grundfläche  gehende  Hälfte  werde  als  die 
positive  angesehen.  Voraussetzungsmäfsig  müssen  dann  für  rr  =  0,  y  =  0, 
5  =  0  auch  die  Komponenten  u,  t?,  «7  der  Verrückung  verschwinden.  Die 
Komponenten  der  Verschiebung  eines  benachbarten  Punktes  der  Grundfläche 
nach  der  x^  y^  ^-Richtung  sind,  da  hier  dz  ^=^  0  zu  nehmen  ist, 


y 

Da  kein  Pnnkt  des  Flächenelementes,  welches  den  Nullponkt  tungiebt, 
eine  Verschiebung  in  der  r- Richtung  erfahren  soll,  so  mufs  die  letzte 
Komponente  verschwinden,  d.  h.  es  mufs 


\dxJo  '      \dy/o 


sein.  Da  das  in  die  or- Achse  fallende  benachbarte  Linionelement  nicht 
gedreht  werden  soll,  so  mufs  die  zweite  Komponente  für  einen  Punkt 
dieses  Elementes,  d.  h.  für  dy  «=  0  verschwinden,  es  mufs  also 


\d  x/o 


sein.     Es   sind    daher   für    ir  =  0,   y  =  0,   z  =  0   die   Bedingungen    zu 
erfüllen: 


(i) 


M  =  0,         i;  =  0,         w  =  0, 

c  X  '       cx  '       0  y 


Die  Gronzbedingungen  §  ^^^  (26)  können  wir  nicht  nur  auf  die 
Grenzflächen  des  Prismas,  sondern  auch  auf  die  Seitenflächen  der 
einzelnen  Vasern  anwenden.  Für  die  Seitenflächen  dieser  Fasern  wie 
des  Prismas  müssen  die  Normaldrucke  verschwinden.  Die  (nach  aufsen 
gehende)  Normale  n  steht  alsdann  immer, '  von  infinitesimalen  Unter- 
schieden in  der  Richtung  abgesehen,  auf  der  r-Achso  senkrecht,  während 

cos  (w,  x)  =  sin  (w,  ?/) 
ist.     Setzen  wir 

(2)  («,ar)  =  i, 

SO  haben  wir  für  jene  Seitenflächen 

10* 
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Xjc  cos  A  +  ^y  sin  A  =  0, 

(3)  r^  cos  X  +  Ty  sin  A  =  0, 

Zg  cos  A  4"  ^y  sin  X  =  0 . 

3.   Den  beiden  ersten  der  Gleichungen  (3)  wird  durch  die  Annahnte 

(4)  X,  =  Zy  =  Yy  =  0 

genügt.  Dieselbe  sagt  aus,  dafs  zwei  auf  einem  Querschnitte  des 
Prismas  gelegene  Teilchen  überhaupt  keinen  Druck,  weder 
einen  normalen  (X^^,  Yy)  noch  einen  seitlichen  {Xy)  aufeinander 
ausüben,  unter  dieser  Annahme  wollen < wir  allein  das  Problem  weiter 
behandeln. 

Fügt  man  die  Eelationen  (4)  in  §  GS^  (23)  ein,  so  erhält  man 


{«) 


lU  +  oir^  +  ll  +  'i)-"' 


dv 
dy 

du 


+ 


dv 


0. 


dy    '    dx 

Aus  den  beiden  ersten  dieser  Gleichungen  folgt  weiter  durch  Subti*aktioD 

du,         dv 


(6) 

und  durch  Addition 


dx        dy 


oder  infolge  von  (6) 


(7) 

oder  nach  §  6?^,  (14) 

(8) 


du 
dx 


dv 
Ty 


^       dw 


cu 

dx 


1  +  2-^  a^r 

dv dw 

dy  ^  de' 


Die  dritte  Gleichung  von  §  68,  (23)  liefert  dann  weiter 

(9)Z.  =  -2;r|j(l  +  ^)--2i.(l  +  ,)U Bl%- 

Die  sehr  einfachen  Eelationen  (8)  und  (9)  hätten  auch  unmittelbar 
hingeschrieben  werden  können.  Da  eine  Normaldruckkraft  nur  in  der 
Richtung  der  ;c'-Achse  wirksam  ist,  so  können  die  Dilatationen  nur  §  6^. 
3  und  4  entsprechend  beschaffen  sein. 

Aus  (8)  folgt 
(10)  dw..        ^   .        dw        1 


Aus  der  dritten  Gleichung  (5)  und  (6)  folgern  wir  weiter  durch  Differen- 
tiation 
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(11) 


dxdy  dx^'        dy^  dxdy' 

^ic*        dxdy^  dxdy        dy^"* 


also  auch 

c^)  S +  &-<•.  S +  !;?.-<•■ 

Aus    den   Elastizitätsgleichungen    §  68,  (24)    wird   daher   im   Falle   des 
Gleichgewichtes 

^ä"    '    cxdz  ' 


(13) 


dx^     '     ^y*     '        ^-e;' 

Von  den  Grenzbedingungen  (3)  bleibt  nur  die  dritte  zu  befriedigen, 
die  nach  §  68,  (23)  in 

übergebt.     Zu   (13)  und  (14)  treten   noch  die  Gleichungen  (8)  und   die 
letzte  Gleichung  (5),  die  wir  hier  nochmals  hersetzen: 

(tr\  du  dv cw  du  j^   dv 

^^  dx~'d^~        ^Tz'         äy"+"ä^""^' 

Die  Gleichungen  (13)  und  (15)  überschreiten  an  Zahl  bereits  die 
gesuchten  Gröfsen  «,  v^  w\  das  Problem  ist  also  überbestimmt,  und 
seine  thatsächlicbe  Lösbarkeit  mufs  der  Besonderheit  der  Gleichungen 
zugeschrieben  werden. 

4«  Dififerentiieren  wir  die  beiden  ersten  Gleichungen  (13)  nach  :r, 
resp.  nach  y,  die  erste  von  (15)  dagegen  zweimal  nach  ^,  so  erhalten 
wir  nach  Elimination  von  u  und  v  die  Beziehungen 

(^n\  d'w    d^w  d^w  d^w 

^  ^  dz~d'P  ~  ^J^'        'dz  dp  '^  ^J^' 

Differentiieren  wir  die  dritte  Gleichung  (13)  nach  z  und  benutzen  (16), 
so  erhalten  wir 

also,  wenn 

gesetzt  wird, 

(.Q\  ^^  _  d2w_  _  d^w^  _ 

^^^^  dx^  ~   dy^  ~cz^  '~ 

Durch  Differentiation  der  beiden  ersten  Gleichungen  (13)  nach  ;//, 
resp.  nach  x  erhalten  wir 
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dydz^         dxdz*  dxdycz 

und  aus  der  letzten  Gleichung  (15)  dui'ch  zweimalige  Differentiation  nach: 


dydz^    '    dxdz^ 
Daher  ist 

ri9^  --''-  =      ^'^^     —  0 

und 

(20)  SlTTy-^' 

Aus  (18)  und  (20)  geht  hervor,  dafs  w'  in  z,  y,  i?  eine  ganze 
Funktion  ist,  in  der  die  einzelnen  Variabein  nur  in  der  ersten 
Potenz  vorkommen;  wegen  (20)  kann  selbst  das  Produkt  i// 
darin  nicht  auftreten.     Wir  können  daher  zunächst  schreiben 

7)tn 

(21)  ^-  «=  w'  ^ao  +  aiX  +  a^y  +  e  {h^  +  h,x  +  h^y), 
und  durch  Integration  folgt  hieraus 

(22)  w^z{a^  +  UiX  +  a^y)  +  y  (^o  +  ^i^  +  ^^tf)  +  f{x,  y), 

worin  die  Koeffizienten  und  die  Funktion  f  vorläufig  willkürlich  sind. 

Setzen  wir  w  aus  (22).  in  die  letzte  Gleichung  (13)  ein,  so  ergiehi 
sich  jedoch  für  f{x^y)  die  partielle  Diflferentialgleichung 

(23)  ^!^  +  lV>^  +  2(6,  +  M+M)-0. 

Es   liegt  nahe,    durch  Absonderung  einer  ganzen   Funktion   von   /'(■r.// 
an  Stelle  des  letzteren  eine  Funktion  einzuführen,  welche  einer  einfacheren 
Differentialgleichung   genügt.     In    der   That   überzeugt   man    sich  sofort, 
dafs,  wenn 

(24)  f  («,  2^)  =  Ä  (x,  y)  -  [\  ^^  +  \xy^  +  h^v) 
gesetzt  wird,  ^  der  Differentialgleichung 

(^^)  s  +  i^-o 

Genüge  leistet. 
Hiernach  ist 


«• 


(26) 


Damit  den  Gleichungen  (l)  Genüge  geschieht,   mufs  für  a?  =  0,  y  =  0. 

w°       «.-0,  o.-m-" 

sein. 
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Aus  der  ersten  Gleichung  (15)  folgt  nunmehr 
also 


(29) 


Führt  man  diese  Werte  in  (12),  dann  in  die  beiden  ersten  Gleichungen  (13) 
ein,  so  erkennt  man,  dafs  f^  und  f^  ganze  Funktionen  sind,  welche  in  ^, 
resp.  in  x  höchstens  vom  zweiten,  in  z  höchstens  vom  dritten  Grade  sind. 
Man  erhält  nämlich  mittels  (12) 


(30) 
also 

(31) 


g-f  — ^(«1  +  61«),       9^  =• »»  (ff«  +  62«), 


dann  durch  Einführung  in  (13)  unter  Benutzung  von  (2')) 


(32) 


also 


a v;  _  a» 9,  ^  .  a^ 
a*qPi  ^  a»9j  ^ 


—  (I2  —  ^2^1 


0, 


—  ffg  —  b^z^ 


d.  h. 
(33) 


(34) 


Beachtet  man  noch  die  Gleichungen  (l),  so  wird  aus  (29)*) 
t^  =  —  ^[«0^  +  »i-»2^  +  Y  y*  +  ^ (^o2^  +  ^^y  +  2'/)] 


Durch  Einfühning  in  die  letzte  Gleichung  (15)  findet  man 


(36) 


0,      ^  =  —  Cg- 


*)  Es  ergiebt  sich  n&mlich  mittels  (1),  dafs  c^O,  ({=»0,  d^  =>o  ist. 


(36) 
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Durch  die  gefundenen  Werte  für  Uy  v^  w  wird  den  Gleichungen  (13), 
(15),  (l)  vollständig  genügt,  u  und  v  sind  in  ar,  y,  jer  ganze  Funktionen; 
w  ist  nur  in  z  eine  ganze  Funktion,  während  x  und  y  noch  in  einer 
von  der  Begrenzung  des  Prismas  abhängigen  Funktion  52  vorkommen. 

5.  Die  Grenzgleichung  (14),  in  welcher  X  aus  der  Gleichung  der 
Kontour  eines  Querschnittes  zu  berechnen  ist,  nimmt  jetzt  die  Gestalt  an 

l—K(l+(i)^—  ^  (f*a;»+(2— |^)2/2)--&5j(2+ft>t/+Cgy+C3+-^]cosX 

Nun  ist  aber,  wenn  mit  n  die  nach  aufsen  gehende  Normalrichtung  der 
Grenzkurve  bezeichnet  wird, 

x«-N  cSl        ,    ,    aa    .     ,         dSl  dx    ,     da  dy         dSl 

(37)  V-  cosA  +  rj  -  sm  A  =  ^  -   , 1-  ^—  :,-   ==  -r~i 

^     ^  ex  dy  ox  dn    *     dy  dn         dn ' 

d.  h.  die   Gleichung   (36)   bestimmt  den   Differentialqnotienten 

von  Sl  an  der  Grenze  nach  der  Normalrichtung. 

Die  Bedingungen  (25),  die  erste  (27)  und  (36)  für  Sl  sind  wesentlich 
identisch  mit  denjenigen,  welche  in  §  44,  3  zur  Bestimmung  einer  Potential- 
funktion als  hinreichend  nachgewiesen  wurden;  wegen  (27)  insbesondere 
bleibt  keine  Konstante  willkürlich.  Wir  können  daher  sagen,  d als  52 
durch  die  angegebenen  Bedingungen  eindeutig  bestimmt  ist. 

Die  Konstanten  c^  und  d^  sind  durch  die  Gleichung  des  Querschnittes 
bestimmt,  falls  die  übrigen  Konstanten  willkürlich  angenommen  werden. 
Mittels  jener  Gleichung  kann  man  nämlich  in  (36)  ^  und  k  als  Funk- 
tionen von  X  allein  darstellen,  worauf  (36)  identisch  befriedigt  sein  mufs; 
wenn  also  Sl  (als  Funktion  der  Konstanten  und  von  x^  y)  dargestellt  ist, 
so  müssen  sich  O3  und  d^  berechnen  lassen*). 

6.  Aus  (36)  geht  hervor,  dafs  -?-  und  damit  auch  52  die  Kon- 
stanten &Q,  2^1,  2^2)  ^21  ^8)  ^s  Hnear  enthalten.  Die  vier  ersten  dieser 
Konstanten  sind  bis  jetzt  als  willkürlich  und  namentlich  als  von  der 
Form  des  Querschnittes  unabhängig  anzunehmen.  Ist  dies  wirklich  der 
Fall,  so  müssen  sich  die  Gleichungen  (25)  und  (36),  nachdem  52  in 

(38)  52  =  h^Sl^  +  Z^,52,  +  2;,52,  +  0,52, 

zerlegt**)  ist,  in  vier  zerföllen  lassen,  indem  die  Faktoren  von  b^^ 
Z;, ,  &2)  ^2  einzeln  der  Null  gleich  gesetzt  werden.  Dies  führt  jedoch  auf 
einen  Widerspruch.  Die  Gleichung,  welche  sich  durch  Nullsetzen  des 
Faktors  von  b^^  in  (36)  ergiebt,  lautet  nämlich 

*)  Enthält  eine  Gleichmig  nur  eine  Unbekannte  o;,  so  kann  man  diese, 
noch  mit  einem  Fakter  multipliziert ,  aasrechnen;  man  findet  etwa  Mx  «»  N. 
Soll  nun  die  Gleichung  identisch  befriedigt  sein,  so  mnfs  3f  «»  0,  JV » 0 
sein,  und  mittels  dieser  Gleichungen  lassen  sich  zwei  Bachstabenansdrücke. 
welche  in  ihnen  vorkommen,  durch  die  übrigen  darstellen. 

**)  c,  und  d^  denkt  man  sich,  wie  vorhin  angegeben,  durch  die  übrigen 
bestimmenden  Gröfsen  ausgedrückt  Eine  weitere  Konstante  ist  in  (38)  wegen 
der  Willkürlichkeit  von  b^  u.  s.  w.  nicht  beizufügen. 
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-r.--  COS  k  +  -p-^  sin  ü  =  (1  +  I*)  {ji^  cos  A  +  y  süi  ^) 


oder 


dSt^  dx 
löx   dn 


,     dSlo  dy        /.     ,      ^  /    dx    ,        dy\ 


oder 


d^ 
dn 


^k('*+»') 


oder  nach  ausgefülirter  Integration 

(39)  Slo  -»  — t-^  («*  +  y*)  +  Const 

Aus  (25)  folgt  aber 

(^0)  ^-^  +  \^J.^  0, 


2 


a«' 


und   dieser  Gleichung   genügt   der  Wert  von   Sl^   aus  (39)   nicht.     Wix 
beseitigen  diesen  Widersprach  dadurch,  dafs  wir 

(41)  &,  =  0 

setzen. 

Nach  alledem  erhalten  wir  für  u,  t;,  w^   wenn   wir   noch   c  statt  Cj, 
(2  statt  Cjj,  e  statt  c?^  schreiben,  aus  (34)  und  (26): 

«*  =  —  fA[aü*  +  Y  (a^^  —  yO  +  02^2^  +  ^  ( 2  (^*  —  y*)  +  ^. *J.y)] 
+  ci/^  +  dz  —  ^-  ß^  —  g'  r», 

t;  =  —  ^[a^y  +  «licy  —  ^  (x*  —  y')  +  ^  (^-^y  —  Y  (-^ ""2/*))] 

—  cxz  -{-  ez  —  Y^^  ~  6  ^^' 


(42) 


(43) 


o  =  z  (ao  +  «1  j:  +  a^y)  +  ^(2^1^^  +  ^2^/)'  —  -^j^  (^^  +  ^s^)  +  ^, 
während  sich  (36)  auf 

[- ^g' (<*^*  +  (2-f»)3/*)-ö,(2  +  ^)xy  +  cy  +  d+|^]co8i 

+  [-&,(2  +  ^)ry--J(^/+(2-^)x»)-ca;  +  e+||]8ini  =  0 

reduziert. 

Hierin  sind  d  und  c  durch  die  Gleichung  des  Querschnittes 
bestimmt,  während  die  übrigen  sechs  Konstanten  d^,  a^^  a^, 
hi^  &2,  c  unabhängig  sind  und  die  spezielle  Natur  des  Problems 
bestimmen. 

7.  Für  die  Druckkomponenten  berechnen  wir  unter  Ersetzung  von  O 
und  K  durch  (i  und  E  nach  §  68,  (23)  die  Ausdrücke 
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(44) 


Xx  —  Xf  —  Yy  —  0, 


Setzt  man  hierin  einmal  0  =  0^  dann  z  ^^^  l,  wenn  2  die  Länge  des 
Prismas  bezeichnet,  so  erhält  man  die  Druckkräfte,  welche  in  einem 
Punkte  der  beiden  Endflächen  thätig  sind.  Soll  das  Gleichgewicht  wirklich 
statthaben,  so  müssen  diesen  Komponenten  gleiche,  umgekehrt  gerichtete 
entgegengesetzt  werden.  Hierdurch  sind  die  Kräfte  bestimmt,  welche  das 
Prisma  in  einen  vorgelegten,  den  vorausgeschickten  Bedingungen  ent- 
sprechenden Zustand  versetzen.  . 

8.  In  Betreff  der  Auswertung  der  gefundenen  Resultate,  zu  welcher  wir 
jetzt  schreiten,  gelten  folgende  Bemerkungen.  Die  Gleichungen  (42)  u.  s.  w. 
enthalten  sechs  Konstanten,  üq^  a^,  o^,  h^,  &21  ^)  ^^^^  welche  willkürlich 
verfügt  werden  kann.  Wir  dürfen  uns  nun  die  gesamte  Deformation  aus 
sechs  einzelnen  zusammengesetzt  denken,  die  wir  erhalten,  wenn  wir  je 
fünf  jener  Konstanten  der  Null  gleichsetzen.  Dann  bleibt  jedesmal  nur 
eine  Konstante  zurück,  welche  nur  die  Gröfse,  nicht  die  Art  der  Defor- 
mation bestimmt.  In  der  Folge  werden  wir  dies  Verfahren  sachent- 
sprechend etwas  modifizieren,  wozu  die  Symmetrie  des  Yorkommens  von 
Ui  und  aj,  h^  und  &2  einlädt. 

Die  Hauptschwierigkeit,  die  bei  einzelnen  Problemen  in  Wegfall 
kommt,  besteht  in  der  Ermittlung  der  von  der  Form  des  Querschnittes 
abhängigen  Qröfsen  52,  d^  e;  nur  für  wenige  Fälle  läfst  sich  die  Rech- 
nung durchführen. 

AuFser  der  Ermittlung  der  Drucke,  welche  auf  die-  Grundflächen 
ausgeübt  werden  müssen,  um  eine  bestimmte  Deformation  hervorzurufen, 
interessiert  uns  noch  die  Gestalt,  welche  eine  zu  den  Seitenkanten  parallele 
Gerade  und  ein  zu  dieser  senkrechter  Querschnitt  durch  die  Deformation 
annehmen.  Die  Koordinaten  des  im  ursprünglichen  Zustande  in  ./*,  ^,  s 
befindlichen  Punktes  sind  nach  der  Deformation 

(45)  x' =  X -{- u^     y'  =  ^  +  t;,     z' =^  z -{- tc. 

Will  man  nun  die  Gleichung  irgend  einer  deformierten  Kurve  oder  Fläche 
haben,  so  braucht  man  nur  aus  (42)  und  (45)  w,  t?,  w  zu  eliminieren, 
auf  diese  Weise  x,  y^  z  durch  x\  y\  z  auszudrücken  und  die  gefundenen 
Werte  für  x^  y^  z  in  die  ursprüngliche  Gleichung  der  Kurve  oder  Fläche 
einzuführen. 

In  unseren  speziellen  Fällen  können  wii*  uns  hierbei  einige  Vernach- 
lässigungen gestatten.  Bei  der  Berechnung  der  Gestalt  der  deformierten 
Längsgeraden  dürfen  wir  in  den  ohnehin  sehr  kleinen  Gröfsen  u  und  t* 
die  Gröfse  z  durch  die  wenig  von  ihr  verschiedene  z'  ersetzen;  der  daraus 
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resultierende  Fehler  wird  nur  von  höherer  Ordnung  klein  sein.  Die 
Gleichungen 

(46)  x' =  X -{- u,     y'  =  y  +  t; 

geben  nach  jener  Ersetzung  die  Gleichungen  der  defoimierten  Längs- 
geraden, weil  für  sie  x  und  y  Konstanten  sind. 

Als    Gleichung   des    deformierten    Querschnittes,    für   welchen    z   als 
Konstante  anzusehen  ist,  darf 

(47)  js'  =«  z  -}-  tv 

angenommen  werden,  nachdem  in  w  vorher  x  und  y  durch  x'  und  y' 
ersetzt  wurden. 

9.  Setzen  wir  alle  willkürlichen  Konstanten  aufser  Uq  gleich  Null, 
so  gehen  die  Gleichungen  (42)  über  in 

Iu  =  —  (aüqX  +  dz^ 
y  =  —  fia^y  -f.  ez, 

In  diesen  Ausdrücken  ist  aber 

zu  setzen;  denn  hierdurch  wird  Gleichung  (43)  nebst  den  übrigen  Be- 
dingungen, welchen  5i  zu  genügen  hat,  identisch  befriedigt.    Daher  wird 

(49)  {v  =  —  ^«ü?/. 

Aus  (44)  folgt  weiter 

(50)  Zt  =  J^'«o»     *^^^  konstant,     X,  =  Y,  =  0. 

Die  Deformation  wird  durch  den  auf  alle  Punkte  der  freien  Grundfläche 
gleichmäfsig  ausgeübten  Normaldruck  oder  Zug  Ea^  hervorgerufen.  Wir 
erkennen  in  ihr  diejenige  wieder,  von  welcher  wir  bei  der  Entwicklung 
der  Elastizitätetheorie  ausgingen;  sie  möge  als  einfache  Ausdehnung 
bezeichnet  werden.    Längsgeraden  bleiben  gerade,  ebene  Querschnitte  eben. 

10.  Wir  wollen  weiter  annehmen,  dafs  alle  willkürlichen  Konstanten 
bis  auf  c  verschwinden.     Aus  (42),  (43)  und  (44)  wird 

u  =       cyz  -|-  dz^ 

V  =  —  cxz  +  ^^» 

(51)  \\^y  +  ^+  ^)  cosX  +  (—  cx  +  e+  ^,^)  sin  ;  =  0, 
^.  =  0, 
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Diese  Gleichungen  nehmen  eine  wesentlich  einfachere  Gestalt  an, 
wenn  wir  den  Koordinatenanfangspunkt  in  der  jr^- Ebene,  d.  h.  den  be- 
festigten Punkt,  geeignet  wählen.     Setzen  wir  nämlich 

(52)  ^.  =  j  +  i-^     y^ri-~, 

so  erhalten  wir,  wenn  auch  Sl  entsprechend  transformiert  wird, 

(53)  j  (^^  +  äf )  ^^'  ^  +  (•  '^  +  If )  '^°  ^' 

Die  Verschiebung  eines  Punktes  in  der  Eichtung  der  Längsachse 
des  Prismas  ist  von  e  unabhängig,  d.  h.  alle  Teilchen,  welche  derselben 
Faser  angehören,  erfahren  in  dieser  Eichtung  die  gleiche  Verschiebung. 
Da  c  eine  sehr  kleine  Gröfse  sein  mufs,  um  u  und  v  sehr  klein  zu 
machen,  so  stellen  die  Ausdrücke  fllr  u  und  v  nach  §  52,  3,  wo  Drehungen 
um  sehr  kleine  Winkel  behandelt  werden,  eine  Drehung  des  ganzen 
Querschnittes  um  die  neue  ;e:-Achse  dar,  deren  Gröfse  z  propor- 
tional ist.  Die  gegenseitige  Drehung  gleichweit  voneinander  abstehender 
Querschnitte  ist  die  gleiche.  Man  kann  sich  also  jeden  Querschnitt  in 
seiner  Ebene  um  einen  Winkel  gedreht  denken,  welcher  seinem 
Abstände  von  der  befestigten  Grundfläche  proportional  ist, 
und  dann  an  ihm  die  nötigen  Deformationen  in  der  Längs- 
richtung anbringen.  Die  Gröfsen  der  letzteren,  sowie  die  Lage  der 
Drehungsachse  —  der  neuen  £:- Achse  —  im  Prisma  hängen  lediglich  von 
der  Gestalt  des .  Querschnittes  und  der  zu  c  proportionalen  Gröfse  der 
Drehung  ab.  Die  gesamte  Deformation  wird  als  Torsion  bezeichnet, 
um  sie  hervorzurufen,  brauchen  an  den  Grundflächen  keine  Normalkräfte 
angebracht  zu  werden;  es  sind  nur  seitliche  Kräfte  nötig,  welche  sich 
eventuell  auf  Kräftepaare  reduzieren  können.  Da  die  Längenausdehnnngen 
und  die  Flächeninhalte  der  Querschnitte  keine  Änderungen  erfahren,  so 
bleibt  das  Volumen  des  Körpers  ungeändert.  Dies  wird  auch 
analytisch  evident,  wenn  man  den  Ausdruck  für  die  räumliche  Dilatation 

du    i_  ^v    I    ^2£ 
'^  dx    *     cy    '^   dz 

bildet;  derselbe  ist  gleich  Null. 

Bemerkenswert  ist  noch,  dafs  die  Gleichungen  (51)  die  Elastizitäts- 
konstanten nur  in  der  Kombination 

l K 

2(l  +  fi) 

enthalten.    Die  Torsion  ist  also  nur  von  einer  Konstanten  K  ab- 
hängig*). 


Kn 
*)  Gewöhnlich  bezeichnet  man  die  GrÖfae  — -  als  TorsionskoeffizienteD. 
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Die  Gleichung  eines  deformierten  Querschnittes  ist 

worin  z  als  Konstante,  x  und  y  an  Stelle  von  x'  und  y'  als  Variable 
anzusehen  sind.  Die  Gleichungen  einer  deformierten  Längsgeraden  sind 
in  Bezug  auf  das  zweite  Koordinatensystem 

worin  $  und  i^  Konstante  sind.  Jede  Längsgerade  bleibt  also  nach 
der  Deformation  eine  Gerade. 

Für  I  =  1?  ==  0  wird  auch  J'  =  i^'  =  0,  d.  h.  die  Längsgerade, 
welche  die  Drehungsachse  für  alle  Querschnitte  darstellt, 
bleibt  ungeändert.  Jede  Kreise jlinderfläche,  welche  dieselbe  zur  Achse 
hat,  wird  bis  auf  verschwindend  kleine  Gröfsen  höherer  Ordnung  in  sich 
selbst  transformiert;  genau  genommen  geht  sie,  wie  leicht  nachzuweisen, 
in  ein  einschaliges  Hyperboloid  über. 

IL  Am  einfachsten  und  klarsten  treten  die  Torsionsverhältnisse  bei 
dem  Kreiscylinder  hervor,  dessen  eine  Grundfläche  in  ihrem  Mittel- 
punkte befestigt  ist.     Ist  r  der  Badius  des  Gylinders,  so  wird 

cos  A,  —  — ,     sm  iL  =  -- , 

und  die  vierte  Gleichung  (51)  geht  über  in 

(54)  ^^  +  ^y  +  ^dx'^^J^~^' 

Wegen  der  eindeutigen  Bestimmung  von  Sl  durch  die  Bedingungen  genügt 
es,  einen  passenden  Wert  für  dasselbe  zu  erraten.  Der  Gleichung  (54) 
genügt 

.0.  =  —  dx  —  ey  '\-  Const.; 

aus  (27)  geht  aber  hervor,  dafs 

(55)  rf  =  c  —  0,     Ä  =  0 
ist.    Wir  haben  daher  die  einfachen  Gleichungen 

u  =  cye^         v  =  —  cxz^         «?  «s=a  O; 


^g  —  U,        A,  =  o  /l   _L  „\»         ^»  — 


2(1  +  ,*)»        -'  2(l  +  f*) 

Hier  erfahren  sämtliche  Querschnitte  nur  eine  Drehung  um 
die  Cylinderachse,  keine  Deformation.  Die  äufsere  Gestalt  des 
Cylinders  bleibt  ganz  ungeändert.  Denkt  man  sich  den  Cylinder  aus 
unendlich  vielen,  gleich  dicken  Kreisschichten  zusammengesetzt,  so  erhält 
man  die  Deformation,  indem  man  jede  Schicht  gegen  die  vorhergehende 
um  denselben  unendlich  kleinen  Winkel  um  die  Achse  dreht. 

Die  Werte  für  X,  und  Y,  zeigen,  dafs  auf  alle  Punkte  der  Grund- 
flächen die  gleiche  drehende  Kraft  auszuüben  ist.  Man  kann  sich  die 
eine  Grundfläche  vollständig  in  allen  Punkten  befestigt  denken,  während 
an   der  anderen,   ebenfalls  mit  ihr  unveränderlich  verbunden,  eine  feste 
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Platte  angebracht  zu  denken  ist,  auf  welche  ein  Drebungsmoment  in  Bezug 
auf  die  Cylinderachse  ausgeübt  wird. 

Die  Beobachtung  des  Torsionswiderstandes  eines  cjlindrischen  Drabtes 
kann  zur  Bestimmung  der  Eonstante 

^  —  2  (1  +  ^) 

dienen;   wird   aufserdem  E  durch  Längenausdehnung  bestimmt,   so   kann 
die  zweite  Konstante  ^  berechnet  werden. 

12.  Lassen  wir  alle  willkürlichen  Konstanten  aufser  a^  verschwinden, 
so  wird  zunächst  aus  (43) 


oder 


woraus 


{^  +  I?)  °°'^  +  ("  +  fy)  8in  A  =  0 
dn    ^       dn    ^     dn  ' 


Ä  ==  —  dx  —  ex  '\'  Const. 

folgt.     Aus  (27)  schliefsen  wir  weiter,  dafs 

(57)  rf  =  e  =  0,     Ä  =  0 

ist. 

Aus  (42)  und  (44)  wird  hiemach 


(58) 


«  =  -^[f»(^-y*) +  '-'], 


. 


w  -^  a^xz\ 

[z,=  —  Eüix,    X,  =  y,  =  0. 

Um  der  Vorstellung  einen  festeren  Anhalt  zu  gewähren,  denken  wir 
uns,  ohne  deshalb  die  Schwere  in  Betracht  zu  ziehen,  die  positive  j-Achse 
vertikal  nach  oben,  die  y-  und  ;e:- Achse  also  horizontal  gerichtet.  Die 
Kräfte,  welche  den  durch  (58)  definierten  Deformationszustand  des  Prismas 
hervorrufen,  kann  man  dann  folgen dermafsen  erzeugen.  Im  Nullpunkte 
ist  die  eine  Grundfläche  an  einer  vertikalen,  unverschiebbaren  Platte 
befestigt;  die  gesamte  Grundfläche  soll  immer  mit  der  Platte  in  Berüh- 
rung bleiben,  während  seitliche  Verschiebungen  auf  ihr  möglich  sind. 
Dies  stimmt  zu  (58),  da  für  ;?  ==  0  auch  w  =  0  wird.  Mit  der  anderen 
Grundfläche  ist  eine  zweite  Platte  so  verbunden,  dafs  sie  im  Punkte 
jc  =  0,  y  =  0,  z  =^  l  immer  mit  ihr  im  Zusammenhange  bleibt;  im 
übrigen  soll  die  Grundfläche  sie  nur  berühren,  während  seitliche  Ver- 
schiebungen wieder  zulässig  sind.  An  dieser  Platte  soll  ein  Drebungs- 
moment angreifen,  dessen  Achse  durch  den  Punkt  j^»0,  3^  =  0,  s  =  l 
geht  und  zur  2/ -Achse  parallel  läuft.  Diese  Vorrichtung  erzeugt  mit 
grofser  Annäherung  die  Deformation  (58),  wenn  dem  Drehungsmoment 
eine   entsprechende   Stärke   und   Richtung  verliehen   wird;   vernachlässigt 
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werden  dabei  allerdings  die  Änderungen,  welche  die  Druckkräfte  durch 
die  kleinen  Verschiebungen  der  Grundfläche  längs  der  Platte  erleiden. 
Soll  aj  positiv  sein,  so  mufs  das  Drehungsmoment  die  oberen  Fasern  zu 
verlängern,  die  unteren  zu  verkürzen  streben.  In  der  That  überzeugt 
man  sich  unmittelbar  davon,  dafs  diese  Anordnung  in  jedem  Punkte  der 
Grundfläche  die  Kraft  Z.  gemäfs  (58)  begründet  und  dafs  die  Verschie- 
bung w  dem  entsprechend  ausfällt.  Die  ganze  Deformation  ist  eine 
Biegung*)  (erster  Art).  Das  System  erscheint  im  allgemeinen  nach 
unten  gebogen. 

Alle  Punkte  des  Prismas,  für  welche  ursprünglich  a:r  =  0  oder  y  =  0 
ist,  erleiden  keine  seitliche  Verschiebung,  da  hier  t;  =  0  wird.  Gerade, 
welche  parallel  zu  den  Seitenkanten  des  Prismas  in  den  Ebenen 
X  =s  0  oder  y  «=  0  laufen,  werden  in  ihrer  Vertikalebene  ge- 
bogen. 

Besonders  interessiert  uns  die  Deformation  der  Geraden,  welche  im 
ursprünglichen  Zustande  die  ;e:-Achse  bildet.     Für  sie  ist 

ti=  — ?5l_^      v  =  0,     w  =  0. 

Ihre  Länge  erfährt  —  wie  diejenige  aller  Geraden  der  Ebene  a*  ==  0  — 
keine  Änderung.  Sie  erscheint  nach  unten  gebogen  derart,  dafs  ein 
Punkt  von  ilu*  desto  tiefer  liegt,  je  gröfser  sein  %  ist.  Die  Kurve,  in 
welche  die  js:- Achse  deformiert  wird,  liegt  in  der  Ebene  y  =  0;  sie  hat 
die  Gleichung 

(59)  x^-  «J  . 


2 


und  ist  somit  eine  Parabel.  Freilich  könnte  man  sie  wegen  der  Gering- 
fügigkeit der  Krümmung  auch  recht  wohl  mit  einem  Kreisbogen  iden- 
tifizieren. 

13.    Für  z  =  l  haben  wir 

(60)  ^'=-^- 

Diese  Depression  des  Endpunktes  jener  Achse  bezeichnet  man  als  den 
Biegungspfeil;  er  ist  dem  Quadrate  der  Länge  des  Prismas 
proportional. 

Ist  das  Prisma  ein  rechtwinkliges  Parallelepipedon,  dessen 
Kanten  teils  horizontal,  teils  vertikal  laufen,  dessen  Höhe  a,  dessen 
Breite  h  ist  und  welches  im  Mittelpunkte  der  einen  Grundfläche  befestigt 
ist,  so  können  wir  leicht  das  Gesamtdrehungsmoment  31  berechnen,  welches 
auf  die  freie  Grundfläche  einwirken  mufs.  Zu  diesem  Zwecke  haben  wir 
nur  auf  Grundlage  von  (58)  die  Drehungsmomente,  welche  in  den  ein- 
zelnen Punkten  angreifen,  zu  summieren.     Wir  erhalten 


*)  Diese  Art  der  Biegung  ist  von  derjenigen  beträchtlich  verscbiedcn, 
welche  ein  am  einen  Ende  befestigter  Stab  darch  ein  am  andern  Ende  an- 
gehängtes Gewicht  erleidet. 
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±  +± 

2         ^2 


M=^2Ea,C    Cxdxdy  =  ^^, 


y 

also 

Hieraus  schliefsen  wir  nach  (60),  dafs  der  Biegungspfeil  dem 
Drehungsmomente  direkt,  der  Breite  und  dem  Quadrate  der 
Höhe  umgekehrt  proportional  ist. 

14,  Ein  Querschnitt  des  Prismas,  welcher  im  ui-sprünglicben  Zustande 
die  Gleichung  is  ^^  C  hat,  erhält  nach  der  Deformation  die  Gleichung 

bleibt  also  eben.     Dagegen  wird  seine  Kontur  deformiert. 

Zunächst  findet  eine  Kompression,  resp.  eine  Ausdehnung 
in  der  Breitenrichtung  für  Teile  des  Prismas  statt,  welche  in 
der  Längenrichtung  eine  Ausdehnung,  resp.  eine  Kompression 
erfahren.  Für  positive  x  hat  nämlich  v  das  umgekehrte,  für  negative 
das  gleiche  Zeichen  wie  y. 

Besonders  merkwürdig  ist  die  Deformation,  welche  eine  horizontale 
Gerade  in  der  Breitenrichtung  erfährt.  Aus  der  ersten  Gleichung  (58) 
geht  hervor,  dafs  die  Senkung  eines  Punktes  desto  geringer  ausMlt,  je 
grQfser  p  ist;  für  relativ  kleine  x  und  s  kann  sogar  eine  Erhebung  über 
das  ursprüngliche  Niveau  stattfinden.  Die  Gestalt  einer  ursprQnglich 
horizontalen  Ebene  wird  sattelförmig;  in  der  Längsrichtung  ist  sie 
nach  unten  konkav  gekrümmt,  in  der  Breitenrichtung  aber  konvex.  Für 
die  2/-Achse  insbesondere  ist 

(62)  «  =  ^'J-^- 

Der  aufwärts  gerichtete  Biegungspfeil  der  hierdurch  indizierten  Krüm- 
mung verhält  sich  bei  gleicher  Entfernung  vom  Nullpunkte  zu  dem  ab- 
wärts gerichteten  (60)  wie 

(i  :  1, 

also  ebenso  wie  beim  Zuge  die  seitliche  Ausdehnung  zur  Längenans- 
dehnung. 

Die  Gleichung  der  ursprünglichen  Ebene  o?  =  0  wird  nach  der  De- 
formation 

(63)  x'  =  ^  (^y«  -  ^); 

sie  stellt,  wie  man  schon  an  ihren  parabolischen  Durchschnitten  mit  den 
Ebenen  y  =  0  und  ;?  ==  0  erkennt,  ein  hyperbolisches  Paraboloid  dar. 

15.  Lassen  wir  alle  willkürlichen  Konstanten  auCser  &,  verschwin- 
den, so  erhalten  wir  aus  (42),  (43)  und  (44) 
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(04) 


t*    =    


i^(^2_y2)   +  rf,^^,3 


6 


«  =  ^  («'  -  2»')  +  Ä; 

[-  6,  (^rc*  +  (2  -  ^)  y*)  +  rf  +  |§]  cos  A 

+  [-  6,  (2  +  ,*)  ory  +  e  +  |^]  sin  i  =  0, 


Z,  =  —  Eb^xg, 

E 


X.=  — 


r. 


I 


2  (1  +  f*) 
E 


Diese  Deformation,  die  wir  als  Biegung  der  zweiten  Art  be- 
zeichnen wollen,  ist  von  nicht  ganz  einfachem  Charakter  imd  entspricht 
keiner  im  Experiment  auszuführenden  Anordnung  vollständig.  Immerhin 
kommt  sie  der  Biegung,  welche  ein  horizontaler,  als  masselos  zu  denkender 
Stab  durch  ein  am  freien  Ende  angehängtes  Gewicht  erföhrt,  während 
das  andere  Ende  befestigt  ist,  näher,  als  die  vorher  besprochene  Biegung 
der  ersten  Art.  Dies  zeigt  die  folgende  Interpretation  des  angegebenen 
Experimentes.  Wie  beim  vorigen  Falle  denken  wir  uns  an  der  freien 
Endfläche  eine  Platte  angebracht,  auf  welche  ein  Drehungsmoment  ein- 
wirkt. Dieses  Drehungsmoment  ist  dem  angreifenden  Gewichte  und  der 
Gröfse  sin  A  proportional,  wo  l  den  Winkel  bezeichnet,  den  die  Endfläche 
mit  der  a:y- Ebene  bildet.  Ninmit  man  nun  —  was  bei  der  Kleinheit 
der  gesamten  Biegung  zulässig  ist  —  an,  dafs  eine  Längsgerade  des 
Prismas  in  einen  Kreisbogen  deformiert  sei,  so  wird  A,  und  bei  der  Klein- 
heit dieses  Winkels  auch  sin  A,  der  Koordinate  g  proportional.  Kombiniert 
man  dieses  Resultat  mit  denjenigen  von  Nr.  12,  so  gelangt  man  zu  dem 
in  (64)  enthaltenen  Werte  von  Z«.  Freilich  müssen  noch  seitliche  Kom- 
ponenten angebracht  werden,  um  die  Aufgabe  dem  de  St.  V^n aufsehen 
Problem  anzupassen. 

Für  den  Biegungspfeil  finden  wir  in  imserem  Falle 


(65) 


X 


dl  + 


ein  Wert,  der  für  hinreichend  grofse  l  der  dritten  Potenz  dieser  Gröfse 
nahezu  proportional  wird.  Dies  entspricht  denn  auch  den  wirklichen  Ver- 
hältnissen bei  der  soeben  erörterten  Erzeugung  der  Biegung. 

IG,  Begnügen  wir  uns  mit  einer  näherungsweise  richtigen  Ab- 
schätzung des  Einflusses  der  äufseren  Kräfte  (die  den  Druckkräften  an 
der  freien  Grundfläche  entgegengesetzt  sind),  so  können  wir,  von  der  Defor- 
mation der  Grundfläche  absehend,  im  allgemeinen  folgende  Vereinfachung 
eintreten  lassen:  Wir  ersetzen  jene  Kräfte  durch  drei  Kräftekomponenten 

Bauienberger,  uialyt.  MeobanUc  IL  11 
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Z,  r,  Z,  welche  in  dem  Schwerpxuikte  der  homogen  gedachten  Fläche 
angreifen,  und  durch  drei  Drehungsmomente  in  Bezug  auf  Parallele  zu 
den  Koordinatenachsen,  welche  durch  den  Schwerpunkt  gelegt  sind,  itf^, 

Zur  Vereinfachung  des  Problems  möge  angenommen  werden,  dafs 
der  festgelegte  Punkt  der  anderen  Grundfläche  ihr  Schwerpunkt  sei 
Die  X'  und  ^-Achse  mögen  mit  den  beiden  Hauptträgheitsachsen  der 
Grundfläche  zusammenfallen.  Auch  mögen  die  Ghiindflächen  in  Bezug 
auf  beide  Achsen  symmetrisch  sein. 

unter  diesen  umständen  hat  man  für  die  folgenden,  jedesmal  über 
einen  beliebigen  Querschnitt  ausgedehnten  Integrale: 


(66) 


j  xdxdy  ^==  j  ydxdy  «^  0^      j  xydxdy  '^^  0^ 


während 

(67)  Cdx  dy  =  /*,       Cy^  dx  dy  =  K,       Cx^  dxdy—  L 

ist,  worin  f  den  Flächeninhalt  des  Querschnittes,  K  und  L  die  beiden 
Hauptträgheitsmomente  für  den  Schwerpunkt  bezeichnen.  Die  Richtigkeit 
der  Gleichungen  (66)  erhellt  schon  daraus,  dafs  sich  je  zwei  Elemente 
der  Integrale  gegenseitig  zerstören. 

Von  Wichtigkeit  für  die  folgende  Betrachtung  sind  femer  die  beiden 
Integrale 

/dSl  rdsi 

-^dxdy     und      /  j^äxdy, 

welche  wir  analog  zu  §  43,  (8)  behandeln.  Wir  wenden  nämlich  diese 
Relation  auf  zwei  Variabein  an  und  setzen  statt  (p  und  i^  x  und  SL  So 
erhalten  wir  wegen  (25) 

(^^)     /H  ***  ^^  — f'^  (H «°« ^ + 1?  8^  *)  '*« 

und  ebenso 

(«»)       f^  ^^  ^y  — jy  (U  <^<'«  *  +  If  8^  ^)  <^«  • 

d6  bezeichnet  hierin  ein  Element  des  ümfanges  des  Querschnittes,  und 
über  letzteren  ist  die  Integration  zu  erstrecken. 

Der  Wert  für 

73—  cos  A  +  -ö—  sm  A 
ex  '    oy 

ist  aber  auf  dem  umfange  durch  die  Gleichung  (43)  bestimmt.    Setzen  wir 
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<Pi  (^, !/)  =  V  [^^*  +  (2  -  ft)  2/T  +  h  (2  +  li)xy'-cy-  d, 


(70) 


92  (^1 3^)  =  &i  (2  +  ^)  a:^  +  -^  [f*y*  +  (2  —  ^)  x^]  +  cx  —  e, 
so  können  wir  schreiben 

^^^^        /  ?^  ^^^^  "^  ■"  /^  t^i  (^'  ^)  ^^^  *  +  9a  i^j  y)  sia  ^]  ^<*- 

Nach  §  43,  (4)  können  wir  die  rechte  Seite  wieder  in  ein  Flächeninte- 
gral verwandeln  und  erhalten 


(72) 


Td  [xq>^  (x,  y)]     ,     d[xq>^{x,y)] 


dx 


+ 


/ 


dSl 

dy 


dxdy 


■/[ 


^  [yvi  («» y)]   I   ^  ryvt  f«i  y)] 


dd; 


+ 


Durch  Einführung  der  Werte  (70)  und  Benutzung  der  vorhergehenden 
Belationen  ergiebt  sich  schliefslich 


(73) 


/'!§  dx  dy  =  \  [(2  -  ^)  IT  +  (5^  +  4)  Z]  -  df, 

I 


da 

dy 


dxdy 


^[(2-^)X  +  (6^+4)ä:J-c/-. 


17.  Die  Gröfsen  X,  F,  Z,  M^^  My^  3/,  stellen  sich,  da 

A.X  ^'^    Ji-y  ^~-   ^M  ^^*  " 

ist,  offenbar  folgendermafse^  dar: 


(74) 


X,  dxdy^ 


r=  -  Cr.dxdy, 


z 


M. 


Zgdxdyj 


Z,ydxdy^ 


Jlfy=       I  Zgxdxdy^ 

Führen  wir  hierin   die  Werte  (44)  ein,  so  erhalten  wir  unter  Berück- 
sichtigung der  Resultate  der  vorigen  Nununer,  wenn  wir  noch 


(75) 

setzen , 


/(^  If  - » H) ''^ '^«' = ^ 


11 
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(76) 


und 


(77) 


(X  — Jfi7ft,  Z, 

My  =  —  Etti  L  —  Ebi  Ke, 

E 


^•=       20+7)^"'^^+^)  +  ^ 


Demnach  gelten  bei  symmetrischen  Querschnitten  näherungs weise  die 
folgenden,  durch  das  Vorhergehende  meistenteils  bewahrheiteten  Besultate: 

Die  in  der  Längsrichtung  des  Prismas  angreifende  Kraft- 
komponente  erzeugt  lediglich  eine  Dehnung,  eine  zu  ihr  senk- 
rechte wirkt  bei  einer  Biegung  der  zweiten  Art  mit.  Ein 
Drehungsmoment  um  die  Längsachse  verursacht  Torsion; 
Drehungsmomente  um  hierzu  senkrechte  Achsen  sind  bei  Bie- 
gungen beider  Arten  thätig. 

Wir  schliefsen  hiermit  die  Diskussion  des  de  St.  V6n aufsehen 
Problems  ab,  obgleich  sich  dieselbe  bedeutend  erweitem  läfst.  Eine  ein- 
gehendere Behandlung  findet  man  bei  Clebsch,  Theorie  der  Elasti- 
zität fester  Körper.  Wir  begnügen  uns  damit,  die  wichtigsten  Elemen- 
tardeformationen, welche  in  der  Wirklichkeit  auftreten,  Ausdehnung, 
Torsion  und  Biegung,  nach  ihren  strengen  Gesetzen  kennen  gelernt 
zu  haben. 

§  71. 
Sndliohe  Formändemng  eines  unendlich  dünnen  Stabes. 

1«  Die  Gleichungen  §  68,  (24)  beruhen  auf  der  wesentlichen  Vor- 
aussetzung, dafs  die  Verschiebungen  u,  v,  w  sehr  kleine  GrSfsen 
sind.  Es  treten  aber  in  der  Wirklichkeit  auch  Fälle  ein,  in  denen  diese 
Voraussetzung  unmöglich  wird.  Namentlich  bei  der  Biegung  dünner 
Stäbe  konunen  sehr  beträchtliche  Formänderungen  vor.  Wir  wollen 
daher  das  de  St.  V6nant'sche  Problem  einer  erneuten  Untersuchung 
unterwerfen,  bei  der  wir  die  Querdimensionen  des  Prismas  im 
Vergleich  zu  der  Länge  als  verschwindend  klein  annehmen*). 
Die  Gleichungen  §  68,  (24)  dürfen  nicht  auf  den  ganzen  Körper  in 
Anwendung  gebracht  werden;  doch  gelten  sie  für  jeden  unendlich  kleinen 


*)  Aach  hier  sollen  äufdcre  Kräfte  nur  auf  die  eine  Grundfläche  einwirken, 
während  die  andere,  wie  im  vorigen  Paragraphen  angegeben,  befestigt  ist.  — 
Der  vorliegende  Gegenstand  wurde  von  Poisson,  jedoch,  nach  den  Einwen- 
dungen von  de  St.  Y^nant,  in  nicht  ganz  zutreffender  Weise  behandelt.  Die 
genaue  Theorie  wurde  von  Kirchhoff  gegeben  (Ober  das  Gleichgewicht 
und  die  Bewegung  eines  unendlich  dünnen  elastischen  Stabes,  Ges. 
W.,  p.  285). 
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Abschnitt  desselben,  da  in  einem  solchen  die  gegenseitigen  Verschie- 
bungen unendlich  klein  sind,  wenn  auch  die  Gesamtverschiebungen  gegen 
die  Anfangslage  sehr  bedeutende  sein  können. 

2.  Im  ursprünglichen  Zustande  bildet  die  Gesamtheit  der  Schwer- 
punkte aller  Querschnitte  des  Prismas  eine  Gerade,  welche  den  Seiten- 
kanten parallel  läuft,  die  Schwerpunktslinie.  Wir  denken  uns  das 
Prisma  wie  in  §  70  befestigt,  wobei  wir  sogleich  den  einen  Endpunkt 
der  Schwerpunktslinie  als  festen  Punkt  annehmen.  Wir  können  jeden 
Punkt  der  Schwerpunktslinie  durch  seine  Entfernung  s  vom  festen  End- 
punkte im  ursprünglichen  Zustande  bestimmen.  Der  Punkt  s  habe 
im  Zustande  der  Deformation  die  Koordinaten  |,  17,  ^  in  einem  Koordi- 
natensysteme, welches  dem  Systeme  x,  y^  z  in  §  70  entsprechend  gelegt 
ist.  Dabei  mögen  die  £-  und  ?}- Achse  in  die  Richtungen  der  Haupt- 
trägheitsachsen  der  undeformierten  Querschnitte  fallen;  auch  mögen 
durchgehends  die  Querschnitte  zu  diesen  Achsen  als  symmetrisch  vor- 
ausgesetzt werden. 

Die  Koordinaten  eines  Punktes  des  Prismas,  welcher  in  unendlicher 
Nähe  des  Punktes  s  liegt,  seien  (ebenfalls  im  Zustande  der  Deformation) 
x\  y\  z.  Mit  dem  Punkte  8  als  Nullpunkt  denken  wir  uns  ein  neues 
Koordinatensystem  (rr,  y^  z)  konstruiert,  dessen  j?- Achse  in  die  Richtung 
des  betreffenden  Linienelementes  der  deformierten  Schwerpunktslinie 
nillt.  Bei  der  geringen  Deformation,  welche  ein  unendlich  kleiner  Teil 
des  Prismas  erfährt,  dürfen  wir  die  ursprünglichen  Hauptträgheitsachsen 
auch  nach  der  Deformation  noch  als  aufeinander  und  dem  zugehörigen 
Elemente  der  Schwerpunktslinie  senkrecht  annehmen.  Die  x-  und  ^-Achse 
mögen  in  die  Hauptträgheitsachsen  des  Querschnittes  s  so  fallen,  dafs  sie 
im  ursprünglichen  Zustande  der  $-  und  ij-Achse  parallel  werden. 

Der  Punkt  x\  y\  z'  möge  in  diesem  System  im  ursprünglichen  Zu- 
stande des  Prismas  die  Koordinaten  x^  y^  »^  im  deformierten  aber  die 
veränderten  x  +  u,  y  +  t;,  z  •\'  w  besitzen.  Es  ist  klar,  dafs  ftlr  dieses 
System  o?,  y,  ;r,  welches  nur  für  einen  unendlich  kleinen  Teil  des  Prismas 
in  Anwendung  kommt,  die  Gleichungen  §  68,  (24)  sowie  §  70,  (42)  u.  s.  w. 
volle  Anwendung  finden. 

Zum  Übergange  von  den  Koordinaten  x^  y,  z  zu  den  festen  x\  y\  z' 
haben  wir  die  Gleichungen 

I/=  5  +  «1  (a?  +  «)  +  «i  Cy  +  t')  +  «s  (^  +  w') » 
y^  ^  +  A  (a;  +  u)  -f  ft  (y  +  v)  +  jS,  {z  +  w), 
^'—  f  +  yi  (^  +  «*)  +  y«  (!'  + 1')  +  ys  (^  +  w), 

worin  die  o,  /?,  y  in  bekannter  Weise  die  Kosinus  der  Winkel  zwischen 
den  x^y^  ;8;- Achsen  und  den  |,  17,  ^-Achsen*)  bezeichnen.  Diese  Grölüsen 
sind  natürlich  für  verschiedene  Punkte  s  verschieden  und  als  Funktionen 


*)  Oder,  was  dasselbe  ist,  den  x\  y\  /-AchseD» 
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von  s  zu  betrachten;  sie  sind  in  der  weiteren  üntersuchong  als  Variabein 
zu  behandeln. 

3.  Die  Gleichungen  (l)  bestimmen  zunächst  nur  den  Zustand  je 
eines  der  Elemente,  in  welche  das  Prisma  ganz  willkürlich  durch  be- 
nachbarte Querschnitte  geteilt  wurde.  IJm  die  Kontinuität  zwischen  be- 
nachbarten Elementen  herzustellen,  gehen  wir  von  folgender  Betrachtungs- 
weise aus.  Zu  einem  dem  Punkte  x\  y\  z  unendlich  benachbarten,  auf 
derselben  Längsfaser  gelegenen  Punkte  kann  man  in  doppelter  Weise 
gelangen:  entweder  betrachtet  man  ihn  als  einen  Punkt  desselben  Elementes, 
oder  als  den  entsprechenden  Punkt  des  benachbarten.  Im  ersten  Falle 
ist  der  Nachbarpunkt  als 


dz 


im  zweiten  als 


dz 


y'+%äs, 


/+  -5^  ds 


(2) 


dB  ^"'     ^  ^  ds  ""'      "    *    ds 

zu  bezeichnen.  Da  aufserdem  dz  ^^  ds  zu  setzen  ist,  so  ergeben  sich  als 
Bedingungen  des  kontinuierlichen  Zusammenhangs  der  benachbarten  Ele- 
mente die  Gleichungen 

dx        dx        dy'        dy_        dji_        dz_ 
Jz^'ds^      'dz^^'ds^       dz  "^  ds' 

Setzt  man  in  (2)  die  Werte  für  x\  y\  z'  aus  (l)  ein,  so  erhält  man, 
da-  £,  9},  £;,  ofi  u.  s.  w.  nur  von  s  abhängen,  während  o;,  y,  z  voneinander 
unabhängig  sind, 

^tt    ,       ^ü    ,       /.   ,  diD\       d\    .       Ott  ,       dv    ,       dw 

du  ,      dv    ,       /,   ,  dw\       dt    ,      du,      dv   ,      dw 

{2§,  dii,  di  sind  die  Projektionen  des  deformierten  Elementes  ds 
auf  die  festen  Koordinatenachsen.  Im  allgemeinen  Falle  wird  dasselbe 
nach  der  Deformation  seine  Länge  geändert  haben,  also  zu  ds(l  +  c) 
geworden  sein,  worin  6  eine  unendlich  kleine  Gröfse  —  im  allgemeinen 
erster  Ordnung  —  bedeutet.     Wir  haben  daher 


(3) 


dk 


dt) 


dt 


(4)  ^««,(1  +  «),      ^-  =  ft(l+.),      ^-y,(l+«). 
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Multipliziert  man  nun  die  Gleichungen  (3)  der  Reihe  nach  mit  f^i,  ß^yi'^ 
^ii  ßfi  781  ^z't  /^S)  7s  ^^^  addiert  sie  jedesmal,  so  erhält  man  unter  An- 
wendung bekannter  Relationen  (§  62,  (3),  (4),  (8),  (9),  (10),  (23),  (24),  (25) 
—  an  Stelle  von  8a\  djS',  dy   setzen  wir  da\  d^,  dy — )  die  Gleichungen 


dz 


(5) 


worm 


(6) 


"57      "»  dJ  "T"  P»  d«  "^  y»  d«  ' 
d7  "~  "i  d7  "^  P»  "57  "*"  ^1  äT ' 

U«         ""«  d«  ^P«  dB  +>'«  d« 


zu  setzen  ist. 

Der  unterschied  zwischen  den  Ghröfsen  k— ,  5— ,  ö—  und  0— i  0-1  0— 

dz  ^  dz  ^  dz  ds  ^  dz  ^  dz 

ist  der  folgende.  Die  Verschiebungen  u,  t;,  u?  werden  nicht  von  der  ur- 
sprünglichen Lage  des  Elementes  gerechnet;  sie  sind  die  relativen 
Verschiebungen    gegen    den    als    fest    angenommenen    Punkt   |,   ?},    i. 

^— ,  TT-,  ö—  beziehen  sich  auf  die  Änderungen  der  Verschiebungen,  falls 

man  sich  mehr  oder  weniger  vom  Fixpunkte  5,  ly,  f  entfernt,  ^ ,  ^ ,  «  - 

dagegen  auf  diejenigen,  welche  bei  einer  Verlegung  von  $,  17,  ^  eintreten, 
wenn  x^  y^  e  beibehalten  werden. 

Wählt  man  als  Längeneinheit  eine  Strecke,  welche  zu  der  Länge 
des  Stabes  in  einem  endlichen  Verhältnisse  steht,  so  kann  man  a;,  y,  z 
als  unendlich  kleine  Gröfsen  erster  Ordnung,  u,  v,  w  als  solche  zweiter 
Ordnung  auffassen. 

Die   Differentialqüotienten   ^^>  ä~i  ä~    si^d    ihrem    Zahlenwerte 

nach    (die  Dimension    ist  verschieden)    im    allgemeinen   von   derselben 

Gröfsenordnung,  wie  w,  v,  w  selbst;  dagegen  besitzen  a    i  ^»  ä~i  ^0 

schon  aus  (5)  hervorgeht,  die  Gröfsenordnung  von  x^  y,  ;er,  sind  also 
gegen  u,  v,  t(7  an  Zahlenwert  unendlich  grofs.  Auch  die  unmittelbare 
Betrachtung  des  Gegenstandes  zeigt,  dafs  die  Änderungen  von  u,  v^  w  bei 
einem  Fortschreiten  in  der  Achsenrichtung,  bezogen  auf  denselben  festen 
Punkt  im  Prisma,  unendlich  grofs  sind  im  Vergleich  zu  den  Änderungen, 
welche  die  u,  t;,  w  erfahren,  wenn  man  zugleich  den  Bezugspunkt  ent- 
sprechend verlegt. 

Berücksichtigt  man  aufserdem  die  Kleinheit  von  u,  i;,  w  gegen  o:,  f/,  r. 
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so  kann  man  an  Stelle  von  (5),  bei  Yemachl&ssigang  von  Grölsen  höherer 
Kleinheit,  anch  das  Gleichungssystem 

CZ  ^   d%    '^^   dB' 


(7) 


dz 


da     ,       dy' 
ds     ' 


d9  ' 
dw  df    .      da     . 

setzen. 

4-,    Mit    den   Gleichungen   (7)  setzen    wir    die   Werte   in  Vergleich, 

welche  sich  aus  §  70,  (42)  ftlr  ^    ,  ^-,  ^-  ergeben. 

Wir   finden,   wenn  wir  zunächst   die   Glieder  zweiter  Dimension  in 
x^  y,  z  gegen  die  Glieder  erster  Dimension  als  sehr  klein  vemacbl&ssigen, 

io%k  ,     _ 

^7=       cy  —  a^Z'\'d, 

dv  , 

—  =  —  ex  —  a^z  +  e, 

Sollen  sich    diese  Gleichungen  mit  den  durch    die    Kontinuität  ge- 
forderten Gleichungen  (7)  vertragen,  so  mufs 

d  =  e  =  0, 

da  dff ^        d/ 

d8  "" 


(8) 


(9) 


da 


=  a^ 


ds 


=  —  a 


1 ) 


—  c 


0  ^=  a. 


genommen  werden. 

Wir  ersehen  hieraus,  dafs  a,  wie  schon  seiner  Definition  entspricht, 

der  Längenausdehnung,  -y-  der  Torsion,  -j-  und  -j-  der  Biegung 

erster  Art  in  der  xz-  und  der  ^^e-Ebene  proportional  sind. 

Die  Notwendigkeit,  dafs  d  und  c  gegen  die  übrigen  Glieder  in  (8) 
verschwindend  klein  werden,  rührt  lediglich  von  der  unendlichen  Kleinheit 
des  Querschnittes  her;  würden  x  und  y  endliche  GrÖ&en  annehmen,  so 
würde  die  ganze  Betrachtung  hinfällig  werden. 

Nach  §  70,  (76)  und  (77),  worin  wir  Glieder  mit  z  vernachlässigen^ 
können  wir  an  Stelle  der  vier  letzten  Gleichungen  (9)  auch  schreiben 


(10) 


[da      •      M^ 
d$          EK^ 

d/T          -My        dy 
ds         EL  '      ds 

2(l-frtJtf,                 M^ 

E{K  +  L  -^  M')  ^  EN 

1 

Z 

;ilf'  an  Stelle 

von  M  und  weiter 

N 

mit  unmittelbar  ersichilic 

Bedeutung  eingeführt  wird. 
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5«  Die  gemachte  Annahme,  dafs  die  Glieder  mit  den  Koeffizienten 
bi  und  b^  in  (8)  vernachlässigt  werden  dürfen,  ist  nicht  immer  stich- 
haltig; diese  Koeffizienten  selbst  können  mitunter  einen  so  bedeutenden 
Wert  erreichen,  dafs  die  Glieder  berücksichtigt  werden  müssen.  Die  so 
erweiterten  Gleichungen  (7)  vertragen  sich  nur  dann  mit  den  Rela- 
tionen (5),  wenn  ö~i  ö~j  ^  keine  zu  vernachlässigenden  Gröfsen  sind, 
wie  dies  ausnahmsweise  vorkommen  kann.  In  diesem  Falle  entwickeln 
wir  >r-,  ö-,  K—  vollständig  nach  §  70,  (42),  leiten  aus  denselben  Glei- 

OZ      (/ z      cz      • 

chungen  ^  ?  "ö"  i  ä~  ^^r  (hierbei  sind  ä*,  y,  z  als  Konstanten,  a^,  a^  u.  s.  w. 

als  Yariabeln  zu  behandeln;  die  Glieder  dritter  Ordnung  werden  auch 
hier  vernachlässigt)  und  setzen  diese  Ausdrücke  nebst  den  in  (9)  zu- 
sammengestellten in  (5)  ein.  Die  Koeffizientenvergleichung  liefert  dann 
die  Beziehungen 


(")             ^=-s. 

b    ■     ^"^ 
"*        ds 

oder  nach  (9)  and  §  70,  (76) 

'<^^>                              ds*        EK ' 

da*  ""        EL 

6«  Wir  wenden  uns  nunmehr  der  wirklichen  Aufstellung  der  Gleich- 
gewichtsbedingungen für  das  deformierte  Prisma  zu.  Auf  die  einzelnen 
Teile  desselben  mögen  keine  äufseren  Kräfte  wirken;  nur  die  Grund- 
flächen mögen  Druckkräften  ausgesetzt  sein.  Wir  zerlegen  das  Prisma 
wieder  durch  Querschnitte  in  imendlich  kleine  Teile,  für  welche  wir  die 
Gleichgewichtsbedingungen  direkt  aufstellen  wollen.  Dieselben  bestehen 
darin,  dafs  die  Kraftkomponenten,  welche  auf  den  Schwerpunkt  des  Teil- 
chens einwirken,  und  die  Drehungsmomente  in  bezug  auf  Achsen,  welche 
durch  denselben  gehen,  sich  gegenseitig  zerstören*  Dabei  ist  zu  beachten, 
dafs  nur  Kräfte,  welche  auf  die  begrenzenden  Querschnitte  einwirken, 
diese  sechs  Gröfsen  erzeugen,  da  die  Seitenflächen  keinen  Kraftwirkungen 
ausgesetzt  sind. 

Zu  diesem  Zwecke  müssen  wir  die  Kraftkomponenten  X\  Y\  Z'  und 
die  Drehungsmomente  Jlf;^,  it/y,  M«  hinschreiben,  welche  sich  auf  das 
System  x^  y\  z  beziehen;  die  Gröfsen  X,  Y,  Z,  Mx^  Jify,  ^z  beziehen 
sich  nach  wie  vor  auf  das  System  a?,  y,  jer.     Wir  haben 


(13) 


X'=  a^  X  +  «g  Y  -^^  a^  Z  ^ 

r^ß,x+ß^Y+ß,z, 

Z'^^ny^X  +y,  Y  +  y^Z, 
Ml ««  y^Mx  +  y2My+  y^  Jf,. 
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Damit  Gleichgewicht  stattfindet,  müssen  die  ersten  drei  der  Grolsen 
(13)  von  8  unabhängig  sein;  denn  nur  dann  heben  die  beiderseits  an- 
greifenden Eraftkomponenten  ihre  Wirkung  gegenseitig  auf.   Wir  haben  also 


(14) 


|-(«,x+«,  r+«,z)  =  o, 


ds 


^,(ß,X+ß,T+ß,Z)=^0, 


ds 


Für  die  Drehnngsmomente  modifiziert  sich  die  Betrachtung.  Die 
Kräfte  X  und  —  X^  Y  und  —  F,  welche  (von  unendlich  kleinen  Gröfsen 
abgesehen)  auf  die  gegenüberliegenden  Querschnitte  einwirken,  erzeugen 
nämlicl^  Eräftepaare  in  bezug  auf  die  y-  und  o;- Achse  mit  dem  Hebel- 
arm ds.  Die  Projektionen  derselben  nach  der  x\  y\  /-Achse,  die  den 
drei  letzten  Gleichungen  (13)  entsprechend  gebildet  werden,  sind 

(a,X  -  «1  r)  ds,       {ß,X  -  ft  r)  ds,       (y,X  -  yi  T)  ds. 

Das   Bestehen    des    Gleichgewichtes    erfordert   daher   die   ErfHUung    der 
Gleichungen 

Jtfx+        ' 


ds 


ds  —  M^  +  («,  X  -  OiY)  ds  =  0 
u.  s.  w. 


oder 


(15) 


^  («1  jtf,  +  «,  jif y  +  oj  M,)  +  «jX  —  «,  r  =  0, 


Ji  (yi  -af«  +  y,  -»fv  +  y»  m.)  +  y«  ^  -  n  ^^  =  <>• 

In  (14)  führen  wir  die  angedeuteten  Operationen  aus,  multiplizieren 
die  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit  a^,  ß^,  /,;  orji  ß^i  7^^  ^sy  j^si  7^ 
und  addieren  jedesmal;  dieselben  Operationen  nehmen  wir  mit  (15)  vor. 
So  erhalten  wir 

ds         ds         *     ds  ' 


(16) 


dY        da'       ^^  dy    ^ 


ds 

dZ^ 
ds 


ds 


ds 


0, 


und 


(dM^ 
ds 


(17) 


ds         '     ds 


^l'  u^Ar^M.-Y 


ds 


ds 


0, 


d^,,  da  dv  .     — 


ds 


da 


ds 


~1 j~  ^a:  "f"  -TT  -3f y 

,  tts  as  '     as       '^ 


0. 
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(18) 


7.  Integriert  liefern  die  Gleichungen  (14)  die  Relationen 

y,  X  +  y,  r  +  y3Z=C, 
worin  A^  B^  C  Konstanten  sind,  welche  die  auf  einen  Querschnitt  wirken- 
den Kraftkomponenten  nach   den  Achsen    der  x\  y\  z   darstellen.     Man 
herechnet  aus  ihnen  durch  jeweilige  Multiplikation  mit  »i ,  j^d  /i ;  ^%^ß%iy%\ 
or^j,  1^3,  ^3  und  Addition 

X^a,A  +  ß,B  +  y,C, 

Y^a^A  +ß^B  +  y^C, 

\Z  =  a^A+ß^B  +  y^a 
Diese  Werte    führen  wir  in  (17)   ein   imd  ersetzen    aufserdem  die 
Gröfsen  M^j  My^  M^  durch  ihre  Werte   nach  (10);   auch  setzen  wir  in 
Anlehnung  an  eine  frühere  Bezeichnung 

So  erhalten  wir 


(19) 


da 


?, 


äs 


r. 


(21) 


dp 


i  g  +  (2r-  i^)ri,  +  ^  («.^  +  ß,B  +  Y,G)  =  0, 


dr 


[n'^,-^(,l-b)m'^o. 


Falls  ^  SS  £  =  0  ist,  zeigen  diese  Gleichungen,  hei  ge- 
eigneter Änderung  der  Buchstahen,  yollkommene  Üherein- 
Stimmung  mit  den  Gleichungen  §  61,  (3),  welche  die  Be- 
wegung eines  schweren  Körpers  um  einen  festen  Punkt 
bestimme  n.  Wir  verdanken  diese  Vergleichung  Kirch  ho  ff.  Ebenso 
wie  jene  Gleichungen  nur  im  Falle  zweier  gleichen  Hauptträgheitsmomente 
integrabel  sind,  werden  auch  die  Gleichungen  (21)  im  allgemeinen  nur 
bei  Annahme  gleicher  Haupttrftgheitsmomente  des  Querschnittes 
integrabel. 

8,  Falls  nur  Kräftepaare  auf  die  Querschnitte  einwirken,  also  nur 
Biegung  und  Torsion  in  Thätigkeit  sind,  so  wird 

z=r=z  =  o, 

also  auch  nach  (18) 

^  =  B  =  C  =  0. 

Die  Gleichungen  (21)  gehen  Über  in 


(22) 


i  |i  +  (Z  -  JO  rj>  =  0, 
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welche  den   stets    integrabeln   Gleichungen  §  60,  (l)    entsprechen,    also 
mittels  elliptischer  Funktionen  integriert  werden  können. 

Wir  beschränken  uns  auf  den  Fall,  dafs  die  beiden  Hauptträgheits- 
niomonte  des  Querschnittes  gleich  sind,  dafs  also 

(23)  K=L 

ist.     Hier  kommen  die   Rechnungen  von  §  60,  6  zur  Anwendung.     Wir 
finden,  dafs  r  und 

(24)  ^8  -f  5«  =  Ä* 
Konstanten  sind,  und  weiter  (§  60,  (25)  und  (26)) 

i?  =  A;  sm  ^^ ^ 

(26) 

q  =  k  cos 
Nach  §  60,  (29)  ist  dann 


(26) 


7i  ^^  K  ^^^ 


yg  =  Ä-j  cos 


K 

> 

{K^ 

•  N)r  {8  - 

-o 

K 

{K^ 

-  N)r(s- 

-*.) 

K 

.(^- 

-  N)r  {8 

-«.> 

K 


^3  —  Kl     K  "^  K  ^^  ^  1 

wo  Ji\  und  Jc^  weitere,    durch  die   adgegebeno  Relation  verbundene  Kon- 
stanten sind. 

Diese    Resultate    genügen,    um    die    Gleichungen    der    deformierten 
Schwerpunktslinie  aufzustellen.     Es  ist  nämlich 

und  man  findet 


(28) 


I  ^ *3  cos  (^-ZL^Jii^ü^ 

.     {K-N)r{8~8^) 


71  =        ÄJg  sin 


K 


+  h. 


+  h. 


worin  k^^  k^^  k^^  k^  neue  Konstanten  sind,  von  denen  k^  mit  den  früheren 
in  einfacher  Beziehung  steht.  Durch  die  Bedingung,  dafs  für  5  «=  0  auch 
J  =s  ly  =  f  =  0  wird,  sind  drei  Konstanten  bestimmt     Legt  man  ferner 


die  §- Achse  so,  dafs  für  s  ^=  0  auch    , 
*  '  ds 

=  0,       ÄJg  =  0,       Äß  =  0, 


8^ 


0  wird,   so  mufs 


0  ^1  "'6  ^1  '"6  ^)  '-4  "^  ^ 

sein.  Die  anderen  Konstanten  ergeben  sich  aus  den  weiteren  Grenz- 
bedingungen, welche  sich  auf  die  Kräftepaare  beziehen,  die  an  der  freien 
Grundfläche  angreifen. 

Man  erkennt  in  (28)  die  Gleichungen  einer  Schraubenlinie,  deren 
Achse  der  f-Achse  parallel  läuft. 
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9.  Leicht  durchzufahren  ist  die  Rechnung  auch  in  dem  folgenden, 
besonders  interessanten  Falle:  Das  Prisma  werde  in  der  x  /-Ebene 
durch  eine  Zugkraft  gebogen,  welche  der  £;'- Achse  parallel  ist. 

Wir  haben  hier 

(29)  ft=ft-=a,  =y^  =  0,     |J,  =  1, 
so  dafs  auch  nach  (6)  und  (20) 

(30)  p  =  r  =  0 

wird. 

Bezeichnet  q)  den  Winkel,  welchen  das  Element  d$  mit  der  positiv 
gerichteten  «'-Achse  bildet,  so  ist 

(31)  «1  =  cos  9,     a^  =  sin  9,     yi  =  —  sin  9,     y^  ==  cos  q> 
und  daher  nach  (6)  und  (20) 

(32)  ,  =  g. 

Es  tritt  also,  wie  selbstverständlich,  nach  (lO)  nur  ein  Drehungsmoment 


(33)  M,^ELp, 


auf.     Da  femer 

A  =  B  =  0 

und  C  die  einzig  wirksame  Zugkraft  in  der  /-Richtung  ist,  so  folgt  aus  (19) 

(34)  X=  — Csing?,       7=0,      Z  =  0  aos  tp. 
Die  Gleichungen  (21)  liefern  nur  die  einzige  Relation 

(35)  i;i  0  =  er  sin  9, , 

welche  sich  leicht  integrieren  läfst,  da  sie  mit  der  Gleichung  §  17,  (l), 
welche  die  Bewegung  des  kreisförmigen  Pendels  bestimmt,  wesent- 
lich identisch  ist. 

Indem  wir  beiderseits  mit  ^  multiplizieren  und  integrieren,  erhalten 

wir  zunächst 

(36)  (äl)*  =  c  -  ix  cos  9», 

worin  c  eine  Konstante  ist.  Diese  Gleichung  bestimmt  die  Krümmung 
der  Kurve   als  Funktion  des  Winkels  9,  da    ,-  der  reciproke  Wert  des 

CL  8 

Krümmungsradius  ist  (vgl.  die  Entwicklung  in  §  1,  6). 
Eine  weitere  Integration  liefert 

f 

(37)  ^^  /  1/  2Ö  ' 

Ohne  auf  die  leicht  auszuführende  Konstantenbestimmung  weiter  ein- 
zugehen, suchen  wir  durch  Vergleich  mit  dem  Pendelproblem  (§17) 
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eine  Vorstellimg  von  der  Gestalt  des  gebogenen  Prumas  m  gewinnen. 
Hierbei  macht  es  keinen  wesentlichen  unterschied,  ob  C  positiv  oder 
negativ  ist,  ob  also  die  Zugkraft  in  der  Bichtnng  der  positiven  oder 
negativen  /-Achse  wirkt;  denn  die  ümkehrang  der  Zngrichtang  vermag, 
bei  geeigneter  Umänderung  der  übrigen  bestimmenden  GrOfsen,  nach  der 
umgekehrten  Seite  hin  dieselbe  Deformationsgestaltimg  zu  liefern.  Der 
Länge  8  entspricht  beim  Pendelprobleme  die  Zeit,  der  Neigung  9  eines 
Elementes  der  Schwerpunktslinie  gegen  die  /-Achse  der  Winkel,  um  welche 
sich  das  Pendel  von  seiner  Anfangsiichtung  entfernt  hat.  um  die  volle 
Analogie  herzustellen,  müssen  wir  uns  ein  Prisma  von  unendlicher  Länge 
denken.  Da  die  Kraft  C  nach  der  /-Richtung  in  jedem  Elemente  die 
gleiche  ist,  so  können  wir  uns,  ohne  an  der  Gestaltung  des  vorhandenen 
Teiles  etwas  zu  ändern,  das  Prisma  ins  Unendliche  verlängert  denken. 
80  kann  die  Schwerpunktslinie  eines  gespannten  Bogens  als  ein  Teil  einer 
schlangenförmigen,  ins  Unendliche  fortlaufenden  Linie  gedacht  werden. 
Der  Krümmung  der  Schwerpunktslinie  entspricht  die  Winkelgeschwin- 
digkeit des  Pendels.  Dem  Nullwerden  der  Krümmung,  d.  h.  im  all- 
gemeinen einem  Wendepunkte,  entspricht  das  Nullwerden  der  Ge- 
schwindigkeit des  Pendels,  d.  h.  im  allgemeinen  die  Umkehrung 
seiner  Bewegungsrichtung. 

Die  Pendelbewegung  ist,  einen  einzigen  Fall  ausgenommen,  eine 
periodische.  Dementsprechend  wird  tp  für  wachsende  s  periodisch 
die  gleichen  Werte  annehmen,  d.  h.  die  Gestalt  der  Schwerpunkts- 
linie wird  als  eine  schlangen  form  ige  bezeichnet  werden  dürfen.  Die 
Geraden,  welche  periodisch  entsprechende  Punkte  verbinden,  werden  der 
^- Achse  parallel  sein. 

Den  beiden  Hauptbewegungsarten  des  Pendels,  der  rotatorischen  und 

der  oszillierenden,  entsprechen  zwei  Gestaltungstjpen 
der  Schwerpunktslinie.  Bei  dem  ersten  treten  keine 
Wendungspunkte  auf,  die  Kurve  windet  sich  immer 
in  derselben  Richtung.  Sie  bildet,  was  physisch 
natürlich  nur  näherungsweise  herzustellen  ist,  eine 

fortlaufende   Reihe    von   Schleifen   (Fig.  13).     Sie   wird   durch   Zug   im 

engeren  Sinne  erzeugt. 

Der   zweite    Typus    weist   periodisch    wiederkehrende   Wendepunkte 

auf.  Wird  er  durch  Druck  erzeugt,  so  bildet 
die  Schlangenlinie  keine  Schleifen;  Zug  bringt 
eine  Linie  mit  Schleifen  hervor,  welche 
wechselweise  auf  beiden  Seiten  der  /-Achse 
liegen  (Fig.  14).  Im  speziellen  Falle  kennen 
sich  die  aufeinanderfolgenden  Windungen 
decken. 

Der  asymptotischen  Näherung  des   Pendels 
an    seinen   höchsten   Punkt  entspricht  eine  Kurve,  welche  eine  Schleife 
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bildet   und  die   ;e'-Acbse   auf  beiden   Seiten   dieser   zur   Asymptote   hat 
(Fig.  15). 

Sowie    die    Fendelbewegong    sich   bei   sehr   kleiner  Fig^is. 

Amplitude  der  harmonischen  n&hert,  so  geht  die  Schwer- 
punktslinie bei  schwacher  Krümmung  durch  Druck  in 
die  gewöhnliche  Sinuslinie  über. 


§  72. 
Die  Fourier*80he  Heihe. 

1.  Es  erscheint  wünschenswert,  an  dieser  Stelle  eine  rein  mathe- 
matische Entwicklung  einzuschalten,  von  der  wir  in  der  Folge  mehrfach 
Gebrauch  zu  machen  haben. 

Eine  Potenzreihe 

ö^o  4"  ÖJ|  flJ  +  02  «*  +  •  •  • 

besitzt  bekanntlich  einen  Konvergenz  kreis,  d.  h.  sie  konvergiert  für 
alle  x^  deren  absoluter  Betrag  unterhalb  einer  gewissen  Gröfse  r  liegt, 
oder  welche  bei  ^ßi"  gewöhnlichen  geometrischen  Darstellung  der  kom- 
plexen Gröfsen  in  einer  Ebene  innerhalb  eines  Kreises  liegen,  welcher 
mit  dem  Radius  r  um  den  Nullpunkt  beschrieben  ist.  Aufserhalb  dieses 
Kreises  findet  überall  Divergenz  statt,  während  die  Reihe  für  Punkte  auf 
der  Kreislinie  selbst  teils  konvergieren,  teils  divergieren  kann. 

Eine  Reihe 

^.  4.  1« 
X      '     x^ 


K+^+^+ 


konvergiert  daher  für  solche  rr,  welche  aufserhalb  eines  Kreises  liegen, 
welcher  mit  einem  Radius  r^  um  den  Nullpunkt  beschrieben  ist;  für 
Punkte  der  Kreislinie  selbst  ist  die  Konvergenz  wieder  zweifelhaft 

Eine  Reihe 
(1)  «0  "H  ^  *  4"  «s  ^*  +  •  •  • 

X     ^   X^^ 

konvergiert  für  alle  Punkte  innerhalb  eines  Kreis ringes,  dessen  innerer 
Kreis  den  Radius  r^ ,  dessen  äufserer  den  Radius  r  besitzt;  auf  den  beiden 
Grenzlinien  ist  die  Konvergenz  zweifelhaft.  Der  Konvergenzkreisring  kann 
sich  im  speziellen  Falle  über  die  ganze  Ebene,  die  Punkte  x  =  0  und 
o;  =  00  ausgenommen,  erstrecken;  es  ist  dann  r|  =»  0,  r  »=  cx>.  In  andern 
Fallen  erscheint  der  Ring  begrenzt  (r^  <  r),  während  für  r  <  rj  über- 
haupt keine  Konvergenz  statthat.  Besonders  bemerkenswert  ist  der  Fall, 
wo  r  =^  r^  wird,  der  Kreisring  sich  also  auf  eine  Kreislinie  zusammen- 
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ziehL  Sind  die  beiden  euicelneii  Bmheii,  ans  welchen  (l)  gnsaimmen- 
gesetzt  ist,  für  ;  x  |  »»  r,  einzelne  Punkte  etwa  ausgenommen,  noch  kon- 
vergent, so  konvergiert  auch  (l)  auf  dieser  Kreislinie. 

Die  Reihe  (l)  stellt  innerhalb  ihres  KonveigenzgeUetes  eine 
analytische  Funktion  dar,  d.  h.  sie  Iftfst  sich  Ar  die  Umgebung  eines 
jeden  ihrer  Punkte  in  eine  einfache  Potenzreihe  nrnwandeln.  Am  Bande 
des  Konvergenzgebietes  braucht  dies  nicht  mehr  der  Fall  zu  sön,  nnd 
ffir  r  ^^  Ti  repräsentiert  daher  (1)  im  allgemeinen  keine  ana- 
*ly  tische  Funktion. 

2«  Es  seien  nun  fOr  alle  a; -Werte,  welche  auf  einem  um  den  Null- 
punkt als  Mittelpunkt  beschriebenen  Kreise  liegen,  dessen  Badius  wir  der 
Ebfachheit  halber  der  Einheit  gleichsetzen  wollen,  willkfirlich  zugeord- 
nete Werte  y  »»  f(x)  gegeben.  Dabei  soll  über  diese  y -Werte  keinerlei 
Voraussetzung  gemacht  werden;  es  soll  f{x)  keine  analytische  Funktional- 
beziehung ausdrücken,  sondern  nur  andeuten,  dafs  einem  jeden  x  ein  be- 
stimmtes y  zugeordnet  ist.  Wir  werfen  nun  die  Frage  auf:  Läfst  sich 
eine  Reihe  (l)  konstruieren,  welche  auf  dem  mit  dem  Radius  1 
um  den  Nullpunkt  beschriebenen  Kreise  die  vorgeschriebenen 
Werte  y  annimmt? 

Innerhalb  ihres  Konyergenzbezirkes  ist,  wie  erwähnt,  (1)  eine  ana- 
lytische Funktion,  und  eine  solche  ist  eindeutig  bestimmt,  wenn  man  ihre 
Werte  für  die  Punkte  einer  noch  so  kleinen,  zusammenhängenden  end- 
lichen Linie  kennt.  Kommt  also  der  Kreis  mit  dem  Radius  1  innerhalb 
des  Konvergenzbezirks  zu  liegen,  so  muFs  jene  Frage  verneint  werden, 
wenn  nicht  die  gegebene  Reihe  von  ^-Werten  ganz  bestimmte  Eigenschaften 
besitzt;  denn  ein  beliebig  kleines  Stück  dieser  Reihe  bestimmt  die  übrigen 
Werte  von  (1).  Indessen  kann  jener  Kreis  mit  dem  Radius  1  an  den 
Rand  des  Konvergenzbezirks  rücken,  ja  der  letztere  kann  sich  überhaupt 
auf  diese  Kreislinie  reduzieren.  Alsdann  sind  die  gemachten  Schlüsse 
nicht  mehr  zutreffend.  In  der  That  wird  aus  den  folgenden  Unter- 
suchungen hervorgehen,  dafs  die  Werte  auf  dem  Einheitskreise  nur  derart 
zu  sein  brauchen,  dafs  die  ^-Reihe  stetig  zusammenhängt,  d.  h.  dafs  zwei 
unendlich  benachbarten  rr-Punkten  auf  dem  Einheitskreise  auch  zwei  un- 
endlich benachbarte  ^ -Werte  entsprechen;  Ausnahmen  sind  für  einzeln*; 
Punkte  zulässig.  Damit  ist  nicht  vorausgesetzt,  dafs  y  längs  jenes 
Kreises  als  analytische  Funktion  von  x  definiert  ist;  es  braucht  nicht 
möglich  zu  sein,  f(x)  in  der  Nachbarschaft  dieser  a;-Punkte  in  eine  Potenz- 
roiho  zu  entwickeln  und  es  kann  f(x)  möglicherweise  überhaupt  keine 
Differentialquotienten  besitzen. 

3.  Durch  eine  einfache  Substitution  woUcd  wir  jetzt  der  Unter- 
suchung ein  etwas  verändertes  Aussehen  geben.     Wir  setzen  in  (l) 

(2)  X  =  C'v 

und  erhalten  eine  Reihe  von  der  Form 
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=  «0  +  («1  +  ^)  ßos  g>  +  («2  +  ^2)  cos  29  H 

(3)      \  4"  *  [(Pi  ~~  ^1)  sin  g)  +  (^2  —  ^3)  sin  2gp  4"  •  •  •] 

=  Co  +  c^  cos  9  +  ^  ^os  2g)  +  •  •  • 

+  ci,  sin  g)  +  <^  sin  2  g)  4"  •  •  • » 

worin  e  und  (2  ebenso  unabbängig  voneinander  sind,  wie  die  a  und  h. 
Ist 

|a;|  =  l, 

so  ist  fp  reell.  Der  Kreislinie  mit  dem  Badius  1,  auf  welcber  y  gegeben 
sein  sollte,  entspricht  also  nach  EinfHbrung  von  g>  die  Achse  der  reellen 
Zahlen.  Infolge  der  Periodizität  yon  6*^  ist  dies  Entsprechen  derart,  dafs 
durch  (2)  jener  Kreis  unendlich  vielmal  auf  jener  Achse  abgebildet  wird. 
Teilt  man  z.  B.  auf  letzterer  das  Stück  von  —  »r  bis  +  n.  ab  und  ti-ftgt 
diese  Strecke  nach  rechts  und  links  unendlich  oft  ab,  so  entspricht  jedem 
so  erhaltenen  Teile  der  Achse  jener  ganze  Kreis.  Bemerkt  man  noch, 
dafs  die  c  und  d  in  einen  reellen  und  rein  imaginären  Teil  zerlegt  werden 
können  und  dafs  der  reelle  und  rein  imaginäre  Teil  von  (3)  getrennt 
behandelt  werden  können,  so  kommt  schliefsllch  das  Problem  auf  das 
folgende  hinaus: 

Die  reellen  Koeffizienten  einer  Reihe 


(4) 


'  i  8  ^^^  Af^  -{*  Ä^  C0&  q>  -{-  Ä^  COS  2(p  '\-  ' ' ' 

+  ^,  sin  g>  +  J?2  sin  2  gp  +  •  •  • 

sollen  derart  bestimmt  werden,  dafs  die  Reihe  für  alle  reellen  g> 
von  —  «bis  -\-  n  bestimmt  vorgelegte,  übrigens  stetig  anein- 
anderschliefsende  reelle  Werte  annimmt.  Für  andere  reelle  q) 
werden  sich  dieselben  Werte  wiederholen. 

Im  allgemeinen  wird  die  Reihe  (4)  nur  für  reelle  oder  für  solche  (p 
konvergieren,  welche  nur  einen  Parallelstreifen  auf  der  einen  Seite  der 
Achse  der  reellen  Geraden  ausmachen;  (4)  wird  also  nicht  immer  eine 
analytische  Funktion  darstellen. 

Eine  Reihe  von  der  Form  (4)  heifst  eine  Fourier'sche  Reihe*). 


*)  Die  Erkenntnis,  dafs  eine  willkürliche  stetige  Funktion  (mit  einer  später 
za  bezeichnenden  Beschränkung)  durch  eine  trigonometrische  Reihe  dargestellt 
werden  kann,  verdankt  man  Fourier  (Bull,  des  sciences  p.  la  soc.  philomat, 
B.  1,  p.  112);  in  wirklich  exakter  Weise  wurde  der  Gegenstand  zuerst  von 
Lejeune-Dirichlet  (Grell e's  Journal,  B.  4,  p.  157)  erledigt.  Zahlreiche  neuere 
Mathematiker  bemühten  sich,  diese  Untersuchungen  teils  in  anderer  Weise  durch- 
zuführen, teils  auf  Fälle  auszudehnen,  die  noch  unerledigt  geblieben  waren.  Für 
die  mechanischen  Entwicklungen  sind  die  letztgedachten  Fälle  irrelevant.  Ein- 
gehende Litteraturangaben  findet  man  bei  Riemann,  Über  die  Darstellbar- 
keit einer  Funktion  durch  eine  trigonometrische  Reihe,  Ges.  Werke 
p,  213,  und  bei  Harnack,  Vereinfachung  der  Beweise  in  der  Theorie 
der  Fourier'schen  Reihe,  Math.  Ann.  B.  19,  p.  236.     Die  Dirichlet'sche 

Rausenberger,  aiialyt.  Moehanik.   II.  12 
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4«  Wir  wollen  zunächst  nachweisen,  dafs  eine  Beihe  (4),  wenn 
die  Ak  und  B^  positiv  sind  und  beständig  gegen  die  Null  hin 
abnehmen*),  für  alle  reellen  Werte  von  (p  konvergiert,  mit  der 
möglichen  Ausnahme  von  g>  =  2kn, 

Multiplizieren  wir  nämlich  (4)  mit  2  sin  -^  und  beachten,  dafs 

2  cos  nq)  sin  y  ''^        sin  («  +  -J-)  9  —  sin  (n  —  ^)  9, 

2  sin  n<p  sin  -^  =  —  cos  (w  +  -J-)  9  +  cos  (n  —  ^)(p 
ist,  so  erhalten  wir 

+  B,  cos  |-  -  (B,  -  J?j)cos  ^  -  (B,  -  Bs)cos  Y • 

Nnn  ist  aber 

(^0  -  ^,)  +  (^,  -  A,)  +  (J,  _  ^,)  +  . . .  +  (^,  _  A^,)=A^  -  ^^, , 

und  für  unendlich  wachsende  n  nähert  sich  diese  Beihe,  da  ^«4.1  gegen 
die  Null  hin  abnimmt,  deöi  Werte  -4q,  so  dafs 

(A,  -  A,)  +  {A,  -  A,)  +  {A,-A,)  +  -'. 

eine  konvergente  Beihe  ist;  die   Glieder  dieser  Reihe  sind  alle  positiv. 

Werden  nun   diese   Glieder  mit  sin -^- ,   sin  -  - -•  u.  s.  w.  multipliziert,    so 

erfahren  sie,  abgesehen  von  einem  möglichen  Wechsel  des  Zeichens,  im 
allgemeinen  eine  Verminderung,  sicher  keine  Vergröfserung,  und  die 
Beihe  bleibt  daher  konvergent.  Eine  analoge  Betrachtung  ist  fQr  den 
zweiten  Teil  der  rechten  Seite  von  (5)  möglich.     Wir  schliefsen  hieraus, 

dafs  auch  S  selbst  eine  konvergente  Beihe  ist,  wenn  nicht  sin  -^  =  0 , 
d.  h.  g>  =  2k7C  ist. 

5.    Nehmen   wir  nun   an,  eine  Funktion  f(x)  sei  für  die  reellen  a- 
von  —  n  bis  +  «,  also  auch  für  a;  =  0,  in  eine  Beihe  der  Form 

f(x)  s=  a^  -|-  o^  cos  a:  4"  ^2  c^s  2a;  +  •  ■  • 

< 

-\-  bi  sin  a;  +  ^2  sin  2a;  +  •  •  • 

entwickelbar.  Wir  sind  dann  berechtigt,  beide  Seiten  einmal  mit  cos  na?  djr, 
das  andere  mal  mit  sinnxdx  zu  multiplizieren  und  dann  von  —  tc  bis 
-|^  TT  zu  integrieren **).     Da  für  m^n 

UntersuchuDg  ist  auch  in  den  von  Meyer  herausgegebenen  Vorlesangen  D.'s 
über  bestimmte  Integrale  enthalten. 

*)  Es  genügt,  wenn  dies  von  einer  gewissen  Stelle  ab  der  Fall  ist,  da 
eine  endliche  Anzahl  von  Gliedern  nie  über  die  Konvergenz  einer  onendlicheD 
Reihe  entscheidet. 

**)  Die  Zulässigkeit  der  Integration  steht  hier  aafser  Frage,  da  eine  Beihe  (6) 
nirgends  unendliche  Werte  besitzt. 


(6) 
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/■ 


4ä 
COS  mx  cos  n 

—  TT 

für  w  =  n  aber 


1     /* 

xdx  =^  Y  I  [^^^  (P^  +  «)  ic  +  cos  (m  —  n)  ic]  dx*  =  0, 


— 71 


/  COS*  mxdx  =21  [^^^  ^nix  +  1]  Jjr  =  TT, 


— Ä 


ferner  für  w  ^  n 
sin  mx  sm 


TT 


+'r 


i  sin  two-  sin  w j-  dx  =  "ö  /  ^^^^^  ^^^  —  n)  x  —  cos  (m  +  w)  x\  dx  =  0^ 
n  — n 


—n 
für  W  =  « 


4  Ä  +Ä 

I  sin-  wa;  =  v  /  [^    '   ^^^  2ma:*]  =  «, 


sin-  mx 
—n  —n 

endlich  allgemein 

« 

sin  mx  cos  «irrfj'  = 


Jk 


1    /* 

Jj'  =  — -  I  [sin  (w  4"  ^)  ^  +  sin  (m  —  «)  a:]  da;  =  0 


— n 


—n 


ist,  SO  fallen  bei  dieser  Operation  rechts  alle  Glieder  bis  auf  eines  weg, 
und  wir  erhalten 


(7) 


«n  ==  — -  I  /"(ä")  cos  nx  dx, 


—n 


+Ä 


sin  nxdx. 


Wir  ersehen  aus  dieser  Entwicklung  erstens,  in  welcher  Form  sich  die 
Koeffizienten  der  trigonometrischen  Beihe  darstellen,  und  zweitens,  dafs 
es  für  f{x)  nur  eine  —  wenn  überhaupt  eine  —  trigonometrische  Ent- 
wicklung giebt;  denn  die  Koeffizienten  sind  durch  (7)  in  völlig  eindeu- 
tiger Weise  bestinmit.  Dagegen  beweist  die  Entwicklung  nicht,  dafs 
sich  jede  stetige  Funktion  f{x)  als  eine  Reihe  von  der  Form  (6)  dar- 
"Stellen  läfst;  auch  ist  nicht  gezeigt,  dafs  jede  Fourier'sche  Reihe  mit 
den  Koeffizienten  (7)  den  Wert  f{x)  liefert.  Möglicherweise  könnte  nämlich 
f{x)  überhaupt  nicht  durch  eine  Fourier'sche  Reihe  darstellbar  sein 
und  die  ganze  Untersuchung  würde  dann  hinfällig.  Auch  haben  wir 
über  die  Konvergenz  der  problematischen  Reihe  nichts  bewiesen. 

12* 
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Nach  alledem  können  wir  uns  die  eingehende  Behandlung  der  Frage 
nicht  ersparen:  welchen  Wert  repräsentiert  eine  Fourier'sche 
Keihe  mit  den  Koeffizienten  (7)?  Die  Frage  nach  der  Konvergenz 
ist  hierin  eingeschlossen.  Wir  verfahren  hierbei  wesentlich  nach  den 
grundlegenden  Untersuchungen  von  Lejeune-Dirichlet. 

6.    Wir  fragen  also:  Welchen  Wert  besitzt  eine  Reihe 


(8) 


S  >>==  ÜQ  '\-  a^  COS  X  -{•  0^  COS  2x  -}-  ' ' ' 
-\-  &i  sin  ic  +  h^sia  2x  -\-  '  » -  ^ 


deren  Koeffizienten  durch  die  Gleichungen  (7)  definiert  sind? 
Über  die  Funktion  f{x)^  deren  Werte  nur  für  reelle  x  von  —  «  bis  +  "^ 
gegeben  zu  sein  brauchen,  machen  wir  vorläufig  keine  beschränkende 
Voraussetzungen  und  behalten  es  der  weiteren  Untersuchung  vor,  solche 
eventuell  einzuführen. 

Setzen  wir  die  Werte  (7)  in  (8)   ein,  so   wird  hieraus,   wenn  wir 
jetzt  §  als  Integrationsvariable  einführen, 

Sn=—  I  fQ)cl^  Y  +  cos5cosz4-cos25cos  2jr  +  --«  +  cos «§ cos  «/ 

+  sin  I  sin ic  +  sin  2 1  sin  2ic  H —  •  +  sin  wj  sin  « j  L 


(9) 


— n 


worin  n  ins  Unendliche  wachsen  soll.  Wir  machen  hierdurch  eine  be- 
schränkende Voraussetzung  in  Bezug  auf  die  Zuordnung  der  Glieder  der 
Beihe,  die  bei  einer  nicht  unbedingt  konvergenten  Reihe  von  Wichtigkeit 
ist,  übrigens  in  unserem  speziellen  Falle  thatsächlich  keinen  Einflufs  übt; 
wir  setzen  nämlich  fest,  dafs  stets  von  der  Sinus-  und  Kosinusreihe  gleieh- 
viele  Glieder  zu  nehmen  sind. 

Für  (9)  können  wir  noch  schreiben 

(10)  Sn=^pi^)d^[^  +  cos(5-ic)  +  cos2(5-a:)  +  ••  +  cosn(|-a;)J- 


— /r 


Nun  erhält  man,  wenn  ausmultipliziert  wird  und  die  einzelnen  Pro- 
dukte von  Sinus  und  Kosinus  in  eine  Summe  verwandelt  werden, 

2  sin  --  (^  -f-  cos  g>  +  cos  2g>  +  •  •  +  cos  nq>) 

=  sin  ^  —  sin  -^  +  sin  -^  —  sin  -r-  +  sin  -^ sin  (n — \)  gp-f"  sin(w-}-|)  (p 

=  sin  {n  +  i)  g>, 

also  sin  ^**-+-l  9 

(11)  i  +  cos  g>  +  cos  2g>  -f-  •  •  +  cos  ng>  ■= 

Daher  wird  aus  (10) 


2  ein  -^ 
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-iJ't 


am -? —  (6  -  X) 


Setzen  wir 

(13)  2«+l=Ä,      ^^  =  *, 
SO  geht  (12)  über  in 

(14)  *'»=i/(-  +  2^)-^<^^. 
ein  Integral,  welches  noch  in  die  Summe  der  beiden 

n — X 
2 

sin  hd" 


(15)  ij>(,  +  2^)4: 


sin  V 


und 

/r-fx 

(.6)    WV(.  +  w) i^,» .» - i/vV - 2«) t ^; ä, 

_n±x  » 

zerlegt  werden  kann. 

Da  voraussetzungsmUfsig 

ist,  so  haben  die  oberen  Grenzen  von  (15)  und  (16)  die  Gröfsen  0  und  n 
zu  extremen  Werten.     Indem  wir  noch 

setzen,  haben  wir  uns  schliefslich  nur  mit  der  Auswertung  eines  Integrals 

c 


(17)  T=j'fpi9) 


sin  h9'  - - 

— ; — sr  (*& 
Bin  9 


ZU  beschäftigen,  worin 

(18)  0<c<7r 

ist  und  h  nach  (13)  eine  ungerade,  ins  Unendliche  wachsende  ganze  Zahl 
darstellt. 

7.    Um  zur  Auswertung  von  (17)  zu  gelangen,  beschäftigen  wir  uns 
vorerst  mit  dem  spezielleren  Integrale 


81D  '9' 

Nach  (11)  können  wir  wieder 


/ 


J 
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(18a)  I!^*^  _  !l!ni^_±i)^  =  1  +  2 cos  2d  +  2  cos 4»  +  . .  +  2  cos  2«d 

^        ^    81U  O  Bin  -9"  '  *  '  * 

setzen,  und  die  Integration  führt  alsdann  unmittelbar  zu 


(.»)  j 


n 
2" 
*öin  hd"   ,  ^  Ä 


d&  = 


sin  e^  2 


einerlei,  welchen  ganzzahligen  Wert  n  besitzt. 

Wir  wollen  jedoch  unser  Integral  noch  von  einem  anderen  Gesichts- 
punkte aus  betrachten.     Wir  zerlegen  es  nach  dem  Schema 


(^'"         j'-j+j'+-+f 


n  nn 


Während  sin  d"  von  0  bis  -^  positiv  bleibt  und  immer  zunimmt,  .  sein 
reciproker  Wert  also   abnimmt,  erlangt  sin  h&  für  jedes    der  Inttfrvalle 

0  bis   ,- ,   X  ^^^  ^  '   * '  * h         ^^®  "äT  ^^^  gleichen  absoluten  Werte, 

jedoch  das  eine  Mal  mit  positivem,  das  andere  Mal  mit  negativem  Zeichen. 
Die  Teilintegrale  haben  daher  wechselnde  Zeichen.  Setzen  wir  für  die 
absoluten  Werte   derselben  die  Gröfsen  Qq^  Qu  >  -  •  Qn^  also 

7t 

/_.^  n  /'sin  ÄO*  ,  ,  I 

(21)  "2   =J  -IHn"*"  =  «0  -  9i  +  9«  -  ft.  H ±9«, 

o 

80  ist 

(22)  Q,  >  Q^u 

denn  es  sind  jeweilig  beim  letzteren  Integral  dieselben  Werte  von  sin  AO^ 

mit  kleineren  von  -.  —^  zu  multiplizieren  als  beim  ersteren.  Bei  dem  letzten 

sin  &  ^^ 

Teilintegrale,  dessen  Intervall  nur  den  halben  Umfang  der  übrigen  besitzt, 
gilt  (21)  in  verstärktem  Mafse. 

Aus  (21)  und  (22)  folgt,  dafs  für  2w<n 

(23)  -^<^o  — ^1+^8 \rQim,    -^>9Q-'Qi  +  9i ^m-i 


ist. 


8.  Wir  machen  jetzt  die  Annahme,  dafs  0  <  c  <  -^  sei  und  dafs 


die  Funktion  9)  (O)  für  0  ^  c  <  --  stetig  sei,  in  diesem  Inter- 
valle, während  -O*  wächst,  niemals  zunehme,  und  immer  posi- 
tiv bleibe.     Bei  (17)  nehmen  wir  die  Zerlegung 
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c        T         h 


(24) 


vor,  wo 


J'-J'+S+-+J' 


r<'^ — Ä — 

sein  möge.     Da    .    ^  mit  wachsendem  ^  beständig   abnimmt,   so   gelten 
für  die  Teilintegrale,  deren  absolute  Werte  mit 

bezeichnet  werden  mögen,   dieselben   Bem'^rkungen  wie   fUr  die   Qv]   wir 
haben 

(25)  T . 
und 

(26)  -R,  >  -Bh-1. 
Aufserdem  ist  ersichtlich,  dafs  das  Integral 


Rq  —"  i?i  -|-   ^2   —  •  •  •  •  +  jB, 


+  Rr  = 


■f'P  W  1 


sin  hd" 
sin  9" 


d^ 


vre 


zwischen  den  Grenzen 

h 

sin  h9' 


^  (")i" 


sin  9" 


d^     und 


,( 


(r-f  IM 
A 

{v  +  1)  n\    /\m  h» 


h 


)J 


sin  9  . 


d^ 


9n 


V7t 


liegt,  oder  dafs 

(27)  9  (x)  ?.  >Ii.>9  (^i^)  P. 


ist. 


(28) 


Ist  2m  <  5,  so  haben  wir  daher 

^>  ((»0  —  9i)  9>  (^)  +  (c>2  —  ^3)  9>  (x)  +  '  • 

,    /  N      /(2w-i)jr\ 

^  <  Q^^{0)  —  (Qi  —  (»a)  9>  (x)  —  ((»3  —  Qa)  9>  (x) 

—  (?2w-l  e2m)  9  \    ;^    )  ■ 


Da   die  Differenzen  Qq  —  ^j,  q^  —  q^  ^'  s«  w.  sämtlich  positiv  sind,   die 
Gröfseji 
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9(0),     «?)(f),     •••9'(^) 

aber  eine  Beihe  von  niemals  zunehmenden,  im  allgemeinen  abnehmenden 
Werten  bilden,  so  gelten  in  verstärktem  Mafse  die  Ungleichheiten 

^  >  [(»0  —  ?i  +  (»2  —  ?3  + h  ?2"i-2  —  9%m-i]  q>  \-j^)  » 

(29)      \t<:[q^^  Q^  +  Q^  —  Q^-\ ^2^_i   -K^2m]  9  (^) 

+.o[9>(o)-^e-:-)]- 

Bei  Beachtung  von  (23)  wird  hieraus 

('■>{f-«.)»(T). 

1 T  <  (I + «.) » (!i-) + «,  [» (0)  - ,  e-p)] . 

Wenn  n  und  somit  auch  Ä  =  2«  +  1  i'^s  Unendliche  wächst,  so 
kann  auch  tn  einen  beliebig  hohen  Wert  annehmen.  Wir  können  nun  m 
so  wählen,  dafs  es  zwar  an  sich  unendlich  grofs,  gegen  n  jedoch  noch 
verschwindend  klein  ist.     Alsdann  ist 


^(i|f)  =  ^(0)-e 


ZU  setzen,  wo  £  unter  jeder  Grenze  klein  gedacht  werden  darf.    Aus  (30) 
wird,  wenn  e  verschwindet,  da  Qq  endlich  ist*), 

(31)  (f  -  92n)  q>(p)<T<  (I    +  Q,J)  cp  (0). 

Die  Gröfse 

(2in  +  l)« 


2m7t 


i 

läfst  sich  aber  folgendermafsen  in  Grenzen  einschliefsen: 

{2m-\-l)jt  (2w-f  1)^ 

— h—J  '"^-rj 


sm 


oder 


TT  TT 

H  T 


*)  Es  ist  nämlich  p,  =  fe'»J  rf*  <  TflliÄ?]  /*, 

Dafs  —. — — ^  für  d"  =  0  einen  Maximalwert  erreicht,  geht  ans  (18a)  hervor. 
sin  V  f  o  / 
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2  2 

,^,^{2m+l)n  <  ^"»  ^.    .    2m« 

n  sin n  sm  — =■ — 

h  h 

oder  beim  Übergang  zur  Grenze 

(^^)  (2m  +l)n  "^  ^^"^  <  2^ ' 

Für  unendlich  wachsende  m  wird  also 

(33)  lim  ^2m  =  0, 

und  (31)  geht  indiefürn«scx),    0<c^  —  geltende  Gleichung 


(34)  ^-/V.W^-/  =  |WO) 

O 

über. 

Es  ist  zweckmäfsig,  sich  yon  dem  überraschenden  Resultate,  dafs 
von  der  in  hohem  Grade  willkürlichen,  durchaus  nicht  analytischen  Funk- 
tion (p{^)  nur  der  einzige  Wert  q>(0)  für  die  Bestimmung  von  T  in 
Beti*acht  kommt,  eine  anschauliche  Vorstellung  zu  machen.  Die  Sache 
ist  in  der  That  sehr  einfach.  Während  smhd^  in  einem  der  abgegrenzten 
Intervalle   seine  positiven,  hierauf  in  dem  folgenden  die  gleichen  nega- 

tiven  Werte  durchläuft,    hat   sich     .       '  im    allgemeinen   nur  unendlich 

'  sm  9  ^ 

wenig  geändert.     Je   zwei  aufeinanderfolgende  Teile  des  Integrals  heben 
sich  daher  auf.    Dies  trifft  nicht  mehr  zu  in  der  Umgebung  von  ^  =  0, 

da  hier  sin  <&  unendlich  klein,  also  -r— ^  unendlich   grofs  wird.     Hieraus 

'  sm  V  ° 

folgt,  dafs  nur  der  Wert  q>  (0)  ausschlaggebend  ist.    Alles  Übrige  erklärt 

sich  leicht. 

9.    Das  gefundene  Resultat  können  wir  sofort  erweitem.     Ist  (p{d) 

eine  zwischen  0  und  c  niemals  zunehmende  Funktion,  welche  jedoch  auch 

negativ  werden  kann,  so  kann  eine  Konstante  C  inuuer  so  grofs  gewählt 

werden,  dafs  in  jenem  Intervalle  stets 

g? (0)  +  C>  0 

ist.    Alsdann  haben  wir  fUr  unendliche  n 


( 

j 


•ain  Ä^ 


sin  ^ 
und 


[g,  {»)  +  C]  «  f  [9  (0)  +  C] 


also  wieder 


J 

o 
C 


c 

*    sin  hd"        ^  n 


sin  Ä^  _  -  n       x_ V 

■    ^  d^  =  -5-  g)  (0). 
Bin  ^  2  ^  ^   '^ 
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Ist  g>{^)  eine  Funktion,   welche  in  jenem  Intervalle  niemals    ab- 
nimmt, so  ist 

c 

•sin  hd' 


J 


sin  '9' 


[-<p(d)](i*-|-[— yj, 


SO  dai's  auch  hier  nach  ümkehrung  des  Zeichens  (34)  in  Geltung   bleibt 
Ist 

so  ist  für  unendliche  h  bei  den  bisher  über  g)(^)  gemachten  Annahmen  "^J 

0  c  b 


=  l9{0)-^'p{0) 


2 


oder 


(35)  JV  (e)  ^ 


sin  h,^ 

"'"^  '*'^  d<^  =  0  . 


sin  &• 

b 

10«  Es  sei  jetzt  allgemein  tp{%)  eine  Funktion,  welche  zwischen  O 
und  c  stetig  ist,  aber  beliebig  oft  zu-  und  abnimmt.  Die  Werte  «^  =  c, , 
c^,  .  .  .  mögen  die  Stellen  bezeichnen,  an  welchen  der  Übergang  vom  Zu- 
zum  Abnehmen  oder  umgekehrt  stattfindet;  behält  q>(jf)  zwischen  dem 
Zu-  und  Abnehmen  auf  einer  Strecke  den  gleichen  Wert,  so  kann  der 
Grenzpunkt  beliebig  auf  dieser  angenommen  werden.     Es  ist 

oder,   da  nach   (35)   alle  rechts   stehenden  Integrale  aufser  dem    ersten 
verschwinden,  nach  (34) 


c 


sm  v"  2  ^  ^  '^ 


Wenn  9)('9')  auf  endlichem  Räume  unendlich  viele  Maxima 
und  Minima  besitzt,  so  wird  diese  Betrachtung  hinfällig;  aus 
den  Schlufsbemerkungen  von  Nr.  8  erkennt  man,  dafs  dann  das  Resultat  (34) 
im  allgemeinen  nicht  aufrecht  erhalten  werden  kann. 

Führt  fp{p)  an  einer  Stelle  einen  endlichen  Stetigkeitssprung 
aus,  so  kann  man  wiederum  an  derselben  eine  Zerlegung  vornehmen, 
worauf  dasselbe   Resultat   erhalten  wird;   unendlich  viele   Stellen   dieser 


*)  Wenn  tp  {Q)  für  d*  <  &  gar  nicht  oder  nicht  geeignet  gegeben  ist,  so 
kann  man  es  von  0  bis  h  willkürlich  erg^st  denken;  übrigens  ist  hier  das  ab- 
zuleitende Besiiltat  nach  früheren  Bemerkungen  selbstverständlich. 
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Art  sind  im  allgemeinen  nicht  zulässig.  Sogar  das  stellenweise  Unendlich- 
werden  von  tp  {^)  kann  unter  Umständen  ohne  Einflufs  sein;  doch  gehen  wir 
hierauf  nicht  ein,  da  diese  Verhältnisse  für  die  mechanischen  Prohleme 
nicht  in  Betracht  kommen. 

Das  Gesamtresultat  geht  dahin,   dafs  (34)  für  c<^y  g^^*}  wenn 

(p{d')  zwischen  0  und  c  eine  beliebige,  nur  immer  endlich  blei- 
bende Funktion  ist,  welche  in  diesem  Intervalle  nicht  unend- 
lich viele  Mazima  und  Minima  oder  unendlich  viele  Stetigkeits- 
unterbrechungen aufweist. 

11.  Wir  dehnen  jetzt  die  Betrachtung  auf  den  Fall  aus,  dafs  c  die 

7t 

Grenze  —  überschreitet  und  nur  <  n  bleibt.     Alsdann  ist 

n 
c  T  c 

/•    /«^N  sin  hd-..         i*    /_.    Bin  A^  ,^    ,     /•    /^x    sin  AO*  ,_ 


Das  erste  der  rechts  stehenden  Integrale  hat  den  Wert 

Y  'P  CO)- 
Das  zweite  wird  durch  die  Substitution  von  n  —  -O*  an  Stelle  von  O  in 


■j 


n — c 

*    /  ^N   sin  ÄO"  ,^ 


n 
T 


umgewandelt.     Dieser  Ausdruck  hat  aber  —  man  vertausche  die   Inte- 
grationsgrenzen  —   für  c  =  ff  den  Wert  v^^Wi    für  c  < «  aber  den 

Wert  Null«     Wir  erlangen  so  das  Resultat: 

Für  unendliche  /<  =  2n  +  1  ^nd  c  <  »  ist 

(36)  Aw^'i^^f^'CO), 
für  c  =  «  aber 

n 

(37)  J  V  (O)  ^  d^  =  I  [,>  (0)  +  9>  («)]. 

Sollte  9  (^)  in  ^  ==  0  oder  0  =  tu  selbst  einen  endlichen  Stetig- 
keitssprung ausführen,  so  ist  für  97(0)  und  tpiTt)  jedesmal  der  Wert  zu 
wählen,  zu  dem  man  gelangt,  wenn  man  sich  0  oder  %  von  einem  Punkte 
der  Strecke  0  bis  it  aus  nähert. 

12.  Durch  diese  Resultate  gelangen  wir  endlich  zur  Summation  der 
Fourier'schen  Reibe.  Nach  (14),  (15),  (16)  ist  ihre  Summe,  wenn  n 
ins  Unendliche  wächst. 
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(38)  S=^ffix+2»)^d^fffix-2^y^d^  =  S,+S,. 

O  0 

Ist  —  jp  <  o;  <  Jt,  so  folgt  aus  (36) 

Wir  unterscheiden  x  ^  0  nnd  x  —  0  für  den  Fall,  dafe  f(x)  im,  Punkte  x 
einen  endlichen  Stetigkeitssprung  ausführt;  wir  gelangen  zu  dem  einen 
oder  dem  andern  Werte,  wenn  wir  uns  dem  Punkte  x  in  der  negativen 
oder  positiven  Richtung  nähern. 

Ist  f(x)  im  Punkte  x  stetig,  so  haben  wir,  wie  zu  erwarten, 

(39)  S=f{x). 

Führt  dagegen  f(x)  im  Punkte  x  einen  endlichen  Sprung   ans,   so  wird 

(40)  s=^i[f(£  +  0)  +  fix  —  0)], 

d.  h.  die  Reihe  liefert  das  arithmetische  Mittel  der  beiden  Werte, 
zu  welchen  man  im  Punkte  x^  von  verschiedenen  Seiten  her- 
kommend, gelangt. 

Für  a;  =  TT  wird  nach  (37) 

ä;  =  0 

also 

(41)  Ä  -  i  [f  (-  n)  +  /•(«)], 
und  für  X  =  —  tt 

«,  =  *[/■(-«)  +  /'(«)],    Ä«  =  0, 

so  dafs  auch  hier  (41)  gilt. 

Die  Gleichung  (39)  bleibt  daher  für  x  =  —  7t  oder  jc  =  »  nur  be- 
stehen, wenn 

(42)  a- «) = /•(«) 

ist. 

Die  Fourier'sche  Reihe,  deren  Koeffizienten  durch  (7)  ge- 
geben sind,  hat  also  in  der  That,  wenn  f{x)  zwischen  a:  =  —  » 
und  X  =  TT  stetig  und  von  unendlich  vielen  Maximis  und  Mini- 
mis  frei  ist,  den  Wert  f{x)^  mit  eventueller  Ausnahme  der  Punkte 
—  jt  und  -f-  n. 

13«  Bei  dem  Grenzübergange,  welchen  wir  ausführten,  mufsten 
(vgl.  (9))  von  der  Kosinus-  und  der  Sinusreihe  gleich  viele  Glieder  ge- 
nommen werden.  Es  bleibt  hiemach  dahingestellt,  ob  beide  Teile  der 
Fourier' sehen  Reihe  für  sich  allein  konvergieren,  oder  ob  beide  dut 
zusanunen  bei  der  angegebenen  Zuordnung  ein  bestimmtes  Resultat  liefern. 
Dafs  ersteres  der  Fall  ist,  dafs  wir  also  beide  Reihenteile  getrennt  sum- 
mieren dürfen,   zeigt  folgende  einfache  Betrachtung.     Wir  können  setzen 
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(43)  /(.)  =  fJ^^l±ItL^  +  f^L=lkz^ , 

WO  dann  die  beiden  Teile  von  f{x)  eine  gerade  und  eine  ungerade 
Funktion  vorstellen.  Da  cos  lex  eine  gerade,  sin  Tcx  eine  ungerade  Funk- 
tion ist,  so  wird  die  Fourier'sche  Entwicklung  für 

m  +  n-  X)     ^^^^  Sinns, 

diejenige  fttr 

/•(«)  -  /•(-  »)     ^^^^  Kosinnß 

enthalten.  Beide  müssen  aber  für  sich  allein  konvergieren.  Summiert 
man  beide,  so  erhält  man  die  Entwicklung  von  f(x)^  deren  beide  Teile 
also  einzeln  konvergent  sind.  In  den  Punkten  x  ^^  -^Tt  kann  die 
Übereinstimmung  mit  f(x)  aufhören. 

14.  Setzt  man  die  Fourier'sche  Beihe  über  —  n  und  +  n  hinaus 
fort,  so  wiederholen  sich  ihre  Werte  periodisch;  sie  stellt  eine  perio- 
dische Funktion  dar,  welche  im  allgemeinen  nicht  analytisch  ist  und 
im  allgemeinen  nur  für  reelle  Argumente  Gültigkeit  besitzt.  Der  grofse 
Wert,  welchen  diese  Entwicklung  hat,  besteht  in  der  Möglichkeit,  jede 
beliebige  reelle,  stetig  zusammenhängende,  von  unendlich  vielen  Maximis 
und  Minimis  freie  Wertereihe  durch  einen  hinschreibbaren  Ausdruck  als 
Funktion  einer  Gröfse  x  darzustellen;  die  Grenzen  —  n  und  +  tt  können 
hierbei  mittels  einer  Substitution  kx  '\-  \  an  Stelle  von  x  in  beliebige 
andere,  im  Endlichen  gelegene,  umgewandelt  werden.  Die  Gleichung  einer 
beliebig  aus  freier  Hand  hingezeiphneten  Linie,  der  Kontur  eines  Gebirgs- 
zugs u.  s.  w.  läfst  sich  also  mathematisch  ausdrücken.  .  In  der  Folge  wird 
femer  die  speziellere  Aufgabe  an  uns  herantreten,  eine  reelle  periodische 
Funktion  zu  konstruieren,  welche  für  ein  Periodenintervall  willkürlich 
vorgelegte  Werte  annimmt;  dieselbe  ist  durch  die  Fourier'sche  Beihe 
unmittelbar  gelöst. 

§  73. 

Unendlich  kleine  Schwingungen  unendlich  dünner  Saiten  und 

Membranen;  die  Wellenbewegung. 

1.  Den  Untersuchungen  über  die  Bewegung  elastisch  fester 
Körper  schicken  wir  einen  besonders  leicht  zu  behandelnden  Spezialfall 
voraus,  der  infolge  gewisser  hier  zulässiger  Vereinfachungen  geradezu  von 
der  Theorie  der  Elastizität  unabhängig  wird  und  recht  wohl  schon  früher 
hätte  behandelt  werden  können.  Wir  lernen  hierbei  einen  Bewegungs- 
typus kennen,  den  man  als  Wellenbewegung  bezeichnet  und  der  uns 
in  der  Folge  in  mannigfachen  Variationen  häufig  wiederbegegnen  wird. 

Ein  elastischer  Stab  von  verschwindend  kleiner  Dicke  setzt  einer 
Biegung  einen  verschwindend  kleinen  Widerstand  entgegen,  und  zwar 
nimmt  dieser  Widerstand  in  stärkerem  Mafse  ab,  als  der  Widerstand  gegen 
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Längendehnung.  Wir  können  uns  einen  Stab  von  yerschwindender  Dicke 
vorstellen,  bei  welchem  der  Widerstand  gegen  Biegung  Überhaupt  ver- 
nachlässigt werden  kann'^).  Ein  solcher  Stab  kommt  in  seinen  Eigen- 
schaften (sinem  Faden  nahe,  wie  er  in  §  64  besprochen  wurde;  nur  ist 
er  in  der  Längsrichtung  als  elastisch  anzusehen.  Wir  nennen  einen 
solchen  unbedingt  biegsamen,  als  Linie  aufzufassenden  Stab  eine  Saite 
und  eine  unendlich  dünne  Platte  von  derselben  Eigenschaft  eine  Membran. 

Wenn  eine  Saite  in  ihren  Endpunkten  befestigt  ist,  so  daXs  sie  im 
Gleichgewichtszustande  eine  gerade  Linie  bildet,  so  kann  sieLongitudinal- 
Schwingungen,  d.  h.  Schwingungen  in  ihrer  Längsrichtung  ausführen. 
Da  dieselbe  mit  den  später  zu  besprechenden  Longitudinalschwingnngen 
elastischer,  nicht  verschwindend  dünner  Stäbe  wesentlich  identisch  sind, 
so  werden  wir  sie  erst  an  späterer  Stelle  behandeln.  Ähnlich  verhält 
es  sich  mit  den  Torsionsschwingungen.  Aufserdem  kann  aber  die 
Saite  auch  Transversalschwingungen,  d.  h.  Schwingungen  in  einer 
zur  Längsrichtung  normalen  Richtung  ausführen,  und  diese  sollen  nns, 
soweit  sie  unendlich  klein  sind,  gerade  an  dieser  Stelle  beschäftigen. 

Man  könnte  die  Ansicht  hegen,  dafs  diese  Transversalschwingnngen, 
wie  sie  bei  Klavier-  und  Yiolinsaiten  erzeugt  werden,  ihre  Ursache  in 
der  Längsdehnung  haben,  welche  mit  der  Entfernung  der  Saite  ans 
der  Gleichgewichtslage  notwendig  verbunden  ist.  Dies  ist  jedoch  irrig. 
Die  Längsdehnung,  welche  die  Saite  durch  seitliche  Entfernung  eines 
ihrer  Punkte  aus  der  Gleichgewichtslage  um  eine  unendlich  kleine  Strecke 
erfahrt,  ist  nämlich  unendlich  klein  zweiter  Ordnung**),  vermag  also 
keine  in  Betracht  kommende  Kraft  zu  erzeugen. 

Wirkt  an  dem  einen  Ende  der  Saite  eine  Zugkraft,  die  etwa  durch 
ein  angehängtes  Gewicht  erzeugt  werden  kann,  während  das  andere  Ende 
unbeweglich  befestigt  ist,  so  wird  die  Saite  in  den  Zustand  der  Span- 
nung versetzt.  In  allen  Punkten  der  Saite  herrscht,  wie  aus  §  70,  (50) 
hervorgeht,  dieselbe  Spannung,  d.  h.  negative  Druckkraft.  Wird  nun 
die  Saite  in  transversaler  Bichtung  aus  ihrer  Gleichgewichtslage  entfernt, 
so  wird  in  solchen  Teilen  derselben,  welche  ihre  Bichtung  geändert  haben, 
eine  transversale  Komponente  der  Spannung  erzeugt,  welche  aller- 
dings unendlich  klein  von  der  ersten  Ordnung  ist,  aber  bei  der  unendlich 
kleinen  Entfernung  der  Saite  aus  der  Gleichgewichtslage  doch  ausreicht, 
um  die  transversalen  Schwingungen  zu  begründen. 

Die  Theorie  der  transversal  schwingenden  Saiten  wird  hiemach  von 


*)  Die  Qaerdimensionen  müssen  auch  gegen  die  vorkommenden  Verschie- 
bungen unendlich  klein  sein. 

**)  Die  Hypotenuse  c  eines  rechtwinkligen  Dreiecks,  dessen  eine  Kathete  b 
unendlich  klein  tjou  der  ersten  Ordnung  ist,  unterscheidet  sich  von  der  anderen, 
endlichen  Kathete  a  nur  um  eine  unendlich  kleine  Gröfse  zweiter  Ordnung. 
Es  ist  nämlich 
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der  eigentlichen  Elastizitätstheorie  ganz  unabhängig;  die  Elastizitätskon- 
stanten spielen  in  ihr  gar  keine  Bolle.  Eine  ungespannte  Saite 
schwingt  überhaupt  nicht  transversal.  Dagegen  vermag  ein  ganz 
unelastischer  Faden,  wenn  er  nur  gespannt  ist  und  am  einen  Ende  behufs 
der  geringen  Verlängerung  Nachzugeben  vermag,  Transversalschwingungen 
auszuführen.  Wird  eine  elastische  Saite  dadurch  gespannt,  dafs  man  sie 
über  ihre  normale  Länge  ausdehnt  und  dann  mit  den  Endpunkten  be- 
festigt, so  kommt  natürlich  die  Elastizitätskonstante  E  indirekt  zur  Gel- 
tung, da  die  Stärke  der  Spannung  bei  gegebener  Verlängerung  von  ihr 
abhängt. 

3.  Wir  legen  die  j?- Achse  in  die  Richtung  der  ruhenden  Saite;  die- 
selbe erstrecke  sich  von  jSf  •=  0  bis  z  ^=^l\  a  gebrauchen  wir  hier  als 
gleichbedeutend  mit  z,  u^  v,  w  seien  wieder  die  Verschiebungen  in  der 
Bichtung  der  x,  y,  jer- Achse.  Die  unendlich  kleinen  Schwingungen  mögen 
eben  sein  und  in  der  xz-'EbenQ  vor  sich  gehen.  Im  allgemeinen  Falle 
läfst  sich  nämlich  die  Bewegung  in  zwei  ebene  Komponenten  der  gleichen 
Art  zerlegen,  die  einzeln  behandelt  werden  können. 

Von  den  Verschiebungen  längs  der  «^-Richtung  sehen  wir  hier  gänz- 
lich ab.  Die  Saite  sei  bereits  im  Buhezustande  einer  (auf  den  ganzen 
Querschnitt  bezogenen)  Spannung  r  ausgesetzt,  welche,  wie  schon  erwähnt, 
in  jedem  Querschnitt  die  gleiche  ist.  Entfernt  sich  die  Saite  aus  der 
Ruhelage,  so  bleibt  doch  bei  stetig  sich  ändernder  Bewegung  die  Neigung 
eines  Elementes  ds  gegen  die  i:-Achse  stets  unendlich  klein,  der  Kosinus 
des  Neigungswinkels  entfernt  sich  also  von  der  Einheit  nur  um  eine 
unendlich  kleine  Gröfse  zweiter  Ordnung.  Wenn  daher  auch  genau  ge- 
nommen die  Spannung  nur  in  der  Bichtung  der  z-Achse  konstant  ist,  so 
werden  wir  sie  doch  unter  Vernachlässigung  einer  unendlich  kleinen  Gröfse 
zweiter  Ordnung  in  der  Bichtung  jedes  Elementes  ds  der  bewegten  Saite 
als  konstant  ansehen  dürfen*). 

Die    Komponente    der   Spannung   nach    der   o;- Achse    ist    in    einem 

Punkte  s 

du 

08  ' 

auf  die  beiden  Endpunkte  s  und  5  -|~  ^^  eines  Elementes  wirken  daher 
nach  dieser  Bichtung  die  beiden  Spannungen 

du  ,  I      ^  /   ^w\    _  ,       d^u  , 

_,_     und     r+-^-[r^)ds  =  x-\-t  ^,d3 

ein,  so  dafs  das  Element  durch  die  Kraft 

d*u  , 

X  -K-=  ds 

in  Bewegung  gesetzt  wird. 


*)  Dafs  auch  durch  die  Verlängorung  der  Saite  infolge  der  Deformation 
die  Spannung  nur  um  eine  zu  vernachlässigende  Gröfse  geändert  wird,  geht  aus 
den  Auseinandersetzungen  der  vorigen  Nummer  hervor. 
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Bezeichnet  nun  s  die  Masse,  welche  die  Längeneinheit  der  homogenen 
Saite  besitzt,  so  ergiebt  sich  die  einfache  Bewegongsgleichung 


(1) 

d^u        a»i* 

zu  welcher  für  s  •- 

=  0  und 

s  =  l  diQ  Grenzbedingung 

(2) 

M  —  0 

tritt.     Wir  setzen 

noch*) 

(3) 

a         * 

«  -7' 

wodurch  (l)  in 
(4) 

a*f*       2  a»« 

a«'  ~  ^  a«* 

Übergeht. 

3.  Die  partielle  Differentialgleichung  (4)  ist  leicht  nach  einer  öfters 
angewandten  Methode  zu  integrieren.     Man  überzeugt  sich,  dafs 

(5)  w  =  9  (5  +  a<), 

worin  9>  eine  beliebige  Funktion  bezeichnet,  die  Oleichung  (4)  befriedigt, 
und  dafs  das  gleiche  von  einer  Summe  von  Ausdrücken  (5)  gilt.  Das 
allgemeinste  Integral  von  (4),  welches  zwei  willkürliche  Funktionen  gf^ 
und  92  enthält,  ist 

(6)  w  =  91  (s  +  «0  +  9a  (^  ~  ^0- 

Durch  die  Grenzbedingung  w  =  0  für  5  =  0  und  5  =  ?  wird  die 
WillkQrlichkeit  von  q)^  und  g?^  etwas  beschränkt.  Bevor  wir  jedoch  diesen 
Umstand  näher  untersuchen,  wollen  wir  eine  (5)  entsprechende  Bewegung 
einer  eingehenderen  Betrachtung  unterwerfen. 

4.  Indem  wir  jetzt  von  dem  speziell  vorgelegten  Probleme  absehen, 
nehmen  wir  an,  dafs  eine  beiderseits  unendliche,  gerade  Beihe  von  Punkten 
gegeben  eei,  welche  durch  ihren  Abstand  von  einem  festen  Nullpunkte 
fixiert  seien.  Diese  Punkte  mögen  einer  Bewegung  unterworfen  werden, 
welche  durch 

(7)  «i  =  9  (5  —  at) 

definiert  ist,  wobei  es  uns  ganz  gleichgültig  ist,  in  welcher  Richtung  die 
Verschiebung  u  stattfindet;  es  kann  sich  ebensowohl  um  longitudinale 
wie  transversale  Bewegungen  handeln. 

Das  Charakteristische  der  Bewegung  (7)  ist,  dafs  in  allen 
Punkten  s  kongruente  Bewegungsvorgänge  statthaben,  nur  zu 
verschiedenen  Zeiten.     Die  Bewegung,  welche  im  Punkte  s  =  0  zur 

Zeit  t  statthat,  findet  im  Punkte  s  zur  Zeit  t  -] statt;  denn  es  ist 

(8)  9'(-«0  =  9'(«-«('4--^))- 

*)  Wie  leicht  zu  begründen,  ist  die  Dimension  von  T:It"~*m,  von  f :  l   *«, 
von  a':  ZT"*,  also  von  a:  lt~^. 
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Man  kann  die  Sache  so  auffassen,  dafs  dieselbe  —  übrigens  ganz 
willkürliche  —  Bewegung  die  Reihe  der  Punkte  s  mit  der  Geschwindig- 
keit a  in  der  positiven  Richtung  durchläuft.  Ersetzen  wir  in  (7)  a 
durch  —  a,  so  wird  nur  die  Richtung  der  Fortpflanzung  umgekehrt. 
Man  bezeichnet  die  durch  (7)  definierte  Bewegung  als  fortschreitende 
Wellenbewegung,  a  aber  als  ihre  Fortpflanzungsgeschwindigkeit. 

Am  charakteristischsten  tritt  yielleicht  die  Wellenbewegung  zu  Tage, 
wenn  q)  so  gewählt  wird,  dafs  es  im  allgemeinen  Null  und  nur  für  ein 
sehr  kleines  Intervall  von  Null  verschieden  ist.  Dann  befinden  sich  die 
Punkte  der  s- Linie  im  allgemeinen  in  Ruhe,  während  eine  momentane 
Bewegung  sie  der  Reihe  nach  durchläuft. 

Die  Bewegung  der  schwingenden  Saite  stellt  sich  nach  (6)  als 
die  Kombination  zweier  Wellenbewegungen  mit  gleicher  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit, aber  entgegengesetzter  Fortpflanzungsrichtung  dar;  doch 
wird  der  Charakter  dieser  Bewegung  erst  ein  bestimmterer  werden,  wenn 
wir  die  noch  nicht  berücksichtigten  Grenzbedingungen  in  Rechnung  ziehen. 

6.  Da  für  5  ==  0  und  s  =  l  die  Gröfse  u  bei  beliebigem  t  ver- 
schwinden soll,  so  mufs 

(9)  q>,  (at)  +  92  (-  at)  =  0, 

(10)  91  {l  +  at)  +  92  0  —  «0  =  ö 

sein.     Aus  (9)  folgt,  wenn  jetzt  x  eine  beliebige  Variable  bezeichnet, 

(11)  9>2  (^)  =  —  9^1  (—  ^)» 
aus  (10)  aber,  das  jetzt  in 

(12)  9i  0  +  «0  =  9i  (-  ^  +  «^) 
übergeht,  dafs 

(13)  9i(^+2Z)==9i(x), 

dafs  also  9i  (x)  eine  Funktion  mit  der  additiven  Periode  21  ist.  Aus  ((>) 
wird  mithin,  wenn  wir  9  statt  9^  schreiben, 

(14)  tt  =  9  (s  +  ^0  —  9  ( —  ^  "f"  "0> 
worin  9  die  additive  Periode  21  besitzt. 

Aus  dem  letzten  Umstände  folgt  das  wichtige  Resultat,  dafs  die 
Bewegung  sich  periodisch  wiederholt;  die  Periode  ist 

(15)  T^^  =  2iyi- 

Man  kann  die  Zeit  T  als  die  Schwingungsdauer  der  Saite  bezeichnen; 
dieselbe  ist  der  Saitenlänge  und  der  Quadratwurzel  aus  ihrer 
linearen  Dichtigkeit*)  direkt,  der  Quadratwurzel  aus  der  Span- 
nung aber  umgekehrt  proportional. 

Dafs  im  übrigen  (14)  noch  eine  bis  auf  ihre  Periodizität  willkür- 
liche  Funktion   9    enthält,    erklärt   sich   durch  die   unendliche   Mannig- 

*)  D.  h.  der  Masse,  welche  die  Längeneinheit  der  Saite  besitzt. 

Baasenbergor,  analyt.  Mochaaik.    ir.  13 
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faltigkeit  der  Anfangslagen  und  Anfangsgeschwindigkeiten,  welche  man 
den  Punkten  der  Saite  erteilen  kann. 

6.  Man  kann  die  Frage  aufwerfen,  ob  die  Saite  aufser  den 
beiden  Endpunkten  noch  andere  Punkte  besitzt,  welche  dauernd 
in  der  Huhelage  verharren.  Ist  8  =  Iq  ein  solcher,  so  mufs  für  be- 
liebige t 

q>  («0  +  at)  =  q>  (—  l^  +  at), 
also 

(16)  q>{x  +  2Q  =  q>  {%) 

sein.  q>  mufs  also  die  weitere  Periode  21^  besitzen.  Nach  einem 
einfachen  funktionaltheoretischen  Satze  kann  aber  <p  nur  dann  die  beiden 
reellen  Perioden  22  und  21^  haben,  wenn  beide  in  einem  rationalen 
Verhältnis  stehen;  andernfalls  würde  sich  nachweisen  lassen,  dafs  fp 
eine  unendlich  kleine  Periode  besitzen,  d.  h.  konstant  sein  müfste.  Aus 
dem  Vorhandensein  der  beiden  reellen  Perioden  21  und  2/q  folgt  dann 
leicht  weiter,  dafs  auch  der  gröfste  gemeinsame  Teiler  21^  dieser  beiden 
Gröfsen  eine  Periode  von  (p  sein  mufs.  Ist  \  etwa  der  nte  Teil  von  /, 
so  teilt  sich  die  Saite  in  n  gleiche  Teile,  zwischen  denen  ruhende  Punkte, 
sogenannte  Knotenpunkte,  liegen.  Dies  ergiebt  sich  unmittelbar  nach  (14) 
aus  dem  Vorhandensein  der  Periode  2Z|;  es  ist  nämlich  för  den  Arten 
dieser  Punkte 

w  =  qp(Ä?i  +  ^0  —  9^( — hli^a{)  =  (p{hl^-^at)  —  9)( — Ä:Zi+2Ä;Zj+a<)  =  0. 

Weiter  folgt,  dafs  in  dem  ersten,  dritten,  fünften  u.  s.  -vv.,  andrer- 
seits in  dem  zweiten,  vierten,  sechsten  u.  s.  w.  Teile  jeweilig  gleichzeitig 
die  gleiche  Bewegung  stattfindet.  Aber  auch  die  Bewegungen  in  je  zwei 
aufeinanderfolgenden  Teilen  stehen  in  einfacher  Beziehung  zueinander. 
Für  je  zwei  Punkte,  welche  von  dem  Jd&n.  Teilpunkte  nach  rechts  und 
links  um  die  Strecke  Sy  abstehen,  haben  wir  die  Transversalverschiebongen 

u^t=  (p  Qcl^  -j-  5^  _|_  at)  —  tp  ( —  kl^  —  ^1  +  «0» 

t^  =  g)  Qcl^  —  5i  +  a^)  —  (p  ( —  kl^  "f"  ^1  "t"  ^0 

=  q>  {—kli  —  «1  +  a^)  —  (p  (k\  +  «i  +  at\ 
d.  h.  es  ist 

(17)  Wj  =  —  Wg. 

Zwei  von  einem  Knotenpunkte  gleichweit  entfernte  Punkte 
der  Saite  haben  somit  gleichzeitig  gleiche  und  entgegengesetzte 
Bewegung.  In  zwei  aufeinanderfolgenden  dern Teile  einer  Saite  herrscht 
also  entgegengesetzte  Bewegung  derart,  dafs  im  übrigen  in  Bezug  auf 
den  zwischenliegenden  Knotenpunkt  Symmetrie  stattfindet. 

Aus  dem  Vorhandensein  der  kleineren  Periode  von  q>  {x)  folgt  nnmittel- 
bar,  dafs  sich  auch  die  Gesamtbewegung  zeitlich  in  einer  kürzeren  Periode 
wiederholt,  als  der  in  (15)  angegebenen.     Man  findet  fUr  diese  Periode 
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7.  Obgleich  sich  die  Bewegung  (14)  zxmächst  nur  auf  die  Punkte 
der  Saite  bezieht,  also  0  ^s  <il  vorausgesetzt  wird,  so  liefert  dech  (l 4) 
auch  für  beliebige  s  Resultate;  wir  könneh  uns,  ohne  an  dem  Verlaufe 
von  0  bis  l  etwas  zu  ändern,  die  Saite  beiderseits  ins  Unendliche  fort- 
gesetzt denken.  Die  Punkte  0,  +  ^»  ih  ^^  ^-  ^-  ^'  ^^^  Knotenpunkte; 
doch  können  die  einzelnen  Strecken  von  der  Länge  l  wieder  in  eine  ganze 
Zahl  gleicher  Teile  geteilt  erscheinen,  die  durch  Knotenpunkte  getrennt 
sind.  In  je  zwei  aufeinanderfolgenden  Teilstrecken  herrscht  stets  symme- 
trisch entgegengesetzte  Bewegung,  während  in  je  zwei  durch  eine  dritte 
getrennten  Teilstrecken  die  gleiche  Bewegung  herrscht.     Sowie  sich  die 

Bewegung  räumlich  nach  je  einer  Strecke  von  der  Länge  21,  resp.    - 

wiederholt,  so  wiederholt  sie  sich  auch  zeitlich  nach  der  Zeitdauer  T, 
resp.  T«. 

Eine  Bewegung  von  dem  Charakter  der  soeben  beschriebenen  be- 
zeichnet man  im  allgemeinen  als  die  Bewegung  in  stehenden  Wellen. 
Charakteristisch  für  sie  ist  das  Vorhandensein  unbeweglicher  Knoten- 
punkte und  die  erörterte  räumliche  und  zeitliche  Periodizität.  Gemäfs  (14) 
entsteht  die  Bewegung  in  stehenden  Wellen  durch  zwei  fortschreitende 
Wellenbewegungen,  welche  sich  einander  in  geeigneter  Weise  durchsetzen. 

8.  Von  einer  ganz  anderen  Seite  her  lernen  wir  die  soeben  be- 
sprochenen Bewegungsvorgänge  kennen,  wenn  wir  die  Funktion  q>  nach 
§  72  in  eine  trigonometrische  Reihe  entwickeln;  die  Eigenschaften 
von  (p  machen  dies  in  jedem  wirklich  eintretenden  Falle  möglich.  Wir 
finden 


(19) 


nx 


2nx 


(p(x)  =  ÖQ    1    ^1  ^^^  ~r     I    ^  ^^^  ~i — r 


nx 


2  JE.T 


worin  nach  §  72,  (7)*) 


-|-  &!  sin  -T-  +  ^2  sin  —y-  + 


(20) 


«0=  2tJ9>(«)^^, 
—  / 


On 


l    I     /  \         nnx  , 
f  I  g>\P) cos  —j—  dx^ 


,  1    /*   /  V    .    nnx 

—l 


zu  setzen  ist. 


Ix 

*)  Man  braucht  nur  in  (19)  —  an  Stelle  von  x  zu  setzen,  um  dies  zu  er- 

n 


kennen;  es  ist  Itp  ( — )  dx  «=  y  j(p(x)dx  u.  a.  w. 


—  Ä 


—  < 
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Hiemach  wird  aus  (14) 

M  =  a^  |_co8 j —  cos  — ^ p ^J 

+  «8  [^^^  ^^ cos  ^^ j-^ ^J  -{-••• 

,    ,    r  .     «(«  +  at)          .    «(—  8  +  at)l    . 
+  \  [srn f — '-  —  sin  -^^ p- J  -i 

oder 

/^^  V  ft        .     na    .    nat        ^  2n8    .     2nat 

(21)         tt  s^  —  2ai  sm  -|-  sin  — ^ 2  Oj  sin  — r-  sin  — ^ •  ■  • 

,     _-            ns        nat    ,    _,      .     2««         2nat     , 
+  2  Ol  sin  -j-  cos  —j 1-  2  Dg  sin  — j-  cos  ■— j r  "  •  '  • 

Setzt  man,  was  zulässig  ist, 

nnat^ 

—  20»  =  ^n  cos  — j — , 

—  2  5„  =  -4n  sin  — ^ — , 
so  wird  ans  (21) 

(23)     w  =  ^1  sin  y  sin  — ^-= — ^  +  -äj  sin  -y-  sin ~ ~  +  •  • 


■2 


,    .      .     nns    .    «»«(*  —  O 
n  ^«  Sin  —7—  sin 


1 

Infolge  der  Willkürlichkeit  von  g>  sind  die  An  und  f»  willkürliche 
Eonstanten,  von  denen  die  An  nur  so  gewählt  zu  sein  brauchen,  dafs  die 
Reihe  auf  der  rechten  Seite  von  (23)  durchgehends  hinreichend  kleine 
Werte  liefert*). 

Die  Interpretation  der  Gleichung  (23),  welche  an  Allgemeinheit 
hinter  (14)  nicht  zurücksteht,  ist  eine  sehr  einfache.  Die  Bewegung 
setzt  sich  im  allgemeinsten  Falle  aus  unendlich  vielen  Einzelbewegungen 
(eventuell  auch  einer  endlichen  Zahl  solcher)  zusammen,  die  durch  die 
einzelnen  Glieder  der  Beihe  in  (23)  definiert  sind  und  somit  die  Gleichung 

nns        finaft  —  t^) 
(24)  u„  =  An  sin — j-  sin ^ 

besitzen.     Infolge  der  Einzelbewegung  (24)  führt  jeder  Punkt  der  Saite 

■ 

*)  Das  Problem  der  schwingenden  Saite   wurde  zuerst. von  d*Alemberi      \ 
allgemein  gelöst;   er  fand  die  Integralgleichung  (14).    Euler  bearbeitete  den 
Gegenstand  von  neuem  und  stellte  namentlich  fest,  dafs  die  Funktion  tp  nicht 
ein   analytisch   hinschreibbarer   Ausdruck   seiner  Variabein   sein   müsse.    Dan. 
Bernoulli  fand  bald  hierauf  das  Integral  in  einem  Ausdruck  von  dem  Chazakter 
der  Gleichung  (23).    Hieran  knüpfte  sich  ein  langjähriger  Streit,  der  sich  um 
die  Frage  drehte,  ob  die  Bernoulli^ sehe  Lösung  den  gleichen  Grad  von  All- 
gemeinheit besitze,  wie  die  d'Alembert^sche.    Erst  durch  die  Fourier^schen 
Untersuchungen   über  trigonometrische  Reihen    wurde  klargestellt,  dafs   beide 
Lösungen  wesentlich  identisch  sind.    Ausführlicheres   über   die  (beschichte  dei 
Problems  giebt  Biemann  in  der  in  §  72  angeführten  Abhandlung. 
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eine   harmonische   Bewegnng   aus   (vgl.   §  8),    deren   Schwinguügs- 

dauer    T,  •=»  —    und    deren    Amplitude    An  sin  — i—    ist;    die    Punkte 

na  ^  I  ' 

kl 
5  =3  —  sind  demnach  Knotenpunkte. 

Ihre  weiteste  Elongation  von  der  Buhelage  erfahren  alle  Punkte  der 
Saite  gleichzeitig;  die  Kurve  der  weitesten  Elongation,  in  der  die  Ge- 
schwindigkeit Null  wird,  ist  durch 

(25)  Un  =  An  sin  -y- 

dargestellt,  ist  also  eine  Sinuslinie. 

Die  einfachste  der  Bewegungen  (24)  ist 

(26)  «1  =  Ai  sin  -|-  sm  — —rz — - , 

bei  der  keine  Knotenpxmkte  aufser  in  den  Endpunkten  der  Saite  entstehen. 

Die  gröfste  Elongation  von  der  Gleichgewichtslage  erfahren  die  Punkte, 
welche  in  der  Mitte  zwischen  je  zwei  Knotenpunkten  liegen;  es  sind  dies 
die  sog.  Schwingungsbäuche. 

9.  Jede  harmonische  Bewegung,  deren  Schwingungsdauer  innerhalb 
gewisser  Grenzen  liegt,  bringt  in  unserem  Ohre,  falls  sie  durch  ein  ge- 
eignetes Medium  in  später  zu  besprechender  Weise  in  dasselbe  übertragen 
wird,  die  Empfindung  eines  Tones  hervor.  Die  Höhe  des  Tones  hängt 
lediglich  von  der  Schwingungsdauer,  die  Stärke  von  der  Amplitude 
und  der  Gröfse  der  schwingenden  Masse  ab.  Eine  schwingende  Saite 
bringt  demgemäfs,  wenn  sie  eine  geeignete  Länge  und  Spannung  besitzt, 
im  allgemeinen  unendlich  viele  Töne  hervor.  Der  tiefste  derselben,  der 
die  längste  Schwingungsdauer  2\  besitzt,  heifst  ihr  Grundton,  die  übrigen, 
deren  Schwingungsdauer  -J-,  ^,  \  u.  s.  w.  von  T^  ist,  heifsen  ihre  Ober- 
töne*). Das  Intensitätsverhältnis  der  einzelnen  Töne  hängt  u.  a.  von  der 
Art  des  Anschlags  ab  und  bedingt  teilweise  die  Klangfarbe.  Die  weitere 
Untersuchung  des  hier  begonnenen  Gegenstandes  gehört  in  das  Gebiet 
der  speziellen  Akustik. 

10.  Wir  behandeln  noch  die  Transversalschwingungen  einer 
quadratförmigen,  längs  der  vier  Grenzlinien  gleichmäfsig  ge- 
spannten Membran.  Der  Nullpunkt  des  Koordinatensystems  liege  im 
Mittelpunkte  der  Membran;  die  Seitenlinien  mögen  der  x-  und  y -Achse 
parallel  laufen,  ihre  Länge  sei  L  Es  handelt  sich  um  die  Yerrückungen 
w  in  der  Bichtung  der  5 -Achse. 

Wäre  die  Membran  nur  in  zwei  Gegenseiten  gleichmäfsig  gespannt, 
so  müfste  die  Bewegungsgleichung  genau  dieselbe  wie  diejenige  einer 
Saite   sein.     Indem  wir   die  Wirkungen   der  Spannungen    nach   zwei  zu 


*)  Der  erste  Oberton  ist  nach  bekannter  Bezeichnung  die  erste  Oktave,  der 
zweite  die  Duodezime,  der  dritte  die  zweite  Oktave  des  Gmndtons  n.  s.  w. 
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einander  senkrechten  Richtungen  einfach  summieren,  erhalten  wir  gemäfs 
(4)  die  partielle  Differentialgleichung  der  Bewegung 

in  der  a^  der  Spannung  direkt,  der  Masse  der  Flächeneinheit  der  Membran 
umgekehrt  proportional  ist.     Hierzu  tritt  die   Grenzbedingung,    dafs   f%Lr 

(28)  «?  =  0 

werden  muTs. 

Die  Gleichung  (27)  kann  analog  zu  §  47,  (l)  und  (7)  allgemein 
integriert  werden;  doch  enthält  das  Integral  unendlich  viele  willkürliche 
Funktionen.  Dm  zu  brauchbareren  Ausdrücken  zu  gelangen,  gehen  wir 
von  der  Annahme  aus,  dafs  die  Trans  Versalbewegung  eines  Membran- 
punktes  sich  aus  unendlich  vielen  harmonischen  Bewegungen  zu- 
sanunensetzen  lasse.     Wir  setzen  speziell 

(29)  tV  =y^  <hn,  n  cos  pt  COS  — y—  COS  — ~  , 

m,  n 

WO  die  Summe  über  beliebige  ganzzahlige  m  und  n  ausgedehnt  werden 
kann.  (29)  befriedigt  in  der  That  (27)  und  (28),  wenn  p  mit  tn  und  n 
durch  die  Beziehung 

(30)  p*  =  n2a^^±^ 

verknüpft  ist.    Zugleich  hat  noch  (29)  die  Besonderheit,  dafs   fdr  ^  =s  o 

dt        ^ 

wird,  was  im  allgemeinen  nicht  der  Fall  zu  sein  brauchte.  Die  Om,»  sind 
ganz  willkürlich,  nur  mufs  bei  unendlich  vielen  Gliedern  die  Konvergenz 
und  hinreichende  Kleinheit  der  Beihe  gesichert  sein. 

Man  übersieht  sogleich,  dafs  selbst  in  dem  behandelten  Spezialfälle 
die  Reihe  der  erzeugten  Töne  eine  doppelt  unendliche  ist  und  dafs  diese 
im  allgemeinen  kernen  harmonischen*)  Zusammenklang  liefern.  Den  tiefsten 
Ton  erhält  man  für 

(31)  m  =  «=l,      j>  =  ^}/2, 

den  nächsten  für 

(32)  w  =  2,      w  =  1  oder  w=l,     n=2,  p  =  ^^  V'ö, 

so  dafs  schon  die  Schwingungszahlen  dieser  beiden  in  irrationalem  Ver- 
hältnis stehen. 

*)  Damit  zwei  Töne  einen  harmoniBchen  Zasammenklang  ergeben,  mfiaaeD 
die  Beträge  ihrer  Schwingungsdaner  in  einem  einfachen,  rationalen  YerhSltiuBM 
stehen. 
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11*  Jedem  einzelnen  Tone  der  Membran  entsprechen  gewisse  Knoten- 
linien,  welche  bei  der  Schwingung  in  Buhe  bleiben;  man  erhält  ihre 
Gleichung,  indem  man 

(33)  ^  Om.n  cos  -j-  COS  --y^  =  0 


m, » 


setzt,  wobei  über  diejenigen  m  und  n  zu  summieren  ist,  für  welche  bei 
bestimmt  vorgelegtem  p  die  Gleichung  (30)  erfüllt  ist. 

Wegen  der  Willkürlichkeit  der  Om, »  nehmen  die  Eiiotenlinien  je 
nach  der  Erregung  der  Membran  eine  sehr  yerschiedene  Gestalt  an. 
Nur  wenn  einem  p  nur  eine  Kombination  von  m-  und  n -Werten  ent- 
spricht, beschränkt  sich  die  linke  Seite  von  (33)  auf  ein  einziges  Glied. 
Dies  kann  nur  für  m  ss  n  zutreffen,  wo  dann  die  Knotenlinien  den  Seiten 
der  Membran  parallel  laufen  und  letztere  in  m^  kongruente  Quadrate 
zerlegen. 

§  74. 

V 

Sohwingtmgen  eines  xmendlioh  dünnen  Prismas. 

!•  Wir  wenden  uns  jetzt  der  Aufgabe  zu,  die  Bewegung  eines 
homogenen  unendlich  dünnen*)  Prismas  (Stabes)  zu  untersuchen, 
welches  in  einem  Punkte  einer  Grundfläche  auf  die  in  §  70  und  §  71  be- 
schriebene Weise  befestigt  ist  und  durch  eine  dem  de  St.  V 6 nan tischen 
Probleme  entsprechende  Deformation  aus  der  normalen  Lage  abgelenkt, 
nunmehr  aber  sich  selbst  ohne  Einwirkung  äufserer  Kräfte  überlassen 
wurde.  Hierbei  beschränken  wir  uns  auf  unendlich  kleine  Bewegungen 
und  führen  alle  in  §  70,  16  angegebenen  Vereinfachungen  ein;  auch  die 
Koordinatensysteme**)  legen  wir  entsprechend.  Es  genügt,  die  Be- 
wegungen eines  Punktes  der  Schwerpunktslinie  zu  verfolgen. 

2.  Wenn  wir  von  Gleichungen  des  Gleichgewichtes  zu  solchen  der 
Bewegung  übergehen  wollen,  so  brauchen  wir  nur,  wie  dies  schon  öfters 
geschah,  in  jene  Kräfte  einzufahren,  welche  geeignet  sind,  die  vorhandenen 
Beschleunigungen  aufzuheben.  Bezeichnet  e  die  Dichtigkeit  des  homogenen 
Prismas,  so  sind 

d^x'  d*v  d*z* 

(1)       — sdxdyds  YTT^       — tdxdyds-^^^      — b  dxdyds  -^ 


*)  Der  Widerstand  gegen  Biegung  soll  hier  nicht  vernachlässigt,  das  Prisma 
soll  also  nicht  als  Saite  betrachtet  werden. 

**)  x\  y\  /  sind  die  Koordinaten  eines  Punktes  des  Prismas  im  festen  Koor- 
dinatensystem, S,  17,  £  die  Koordinaten  eines  Panktes  der  Schwerpnnktslinie  im 
gleichen  System,  x,  y^  z  die  Koordinaten  eines  Punktes  des  Prismas  in  einem 
System,  welches  den  Punkt  £,  17,  £  zum  Nullpunkte  hat  und  dessen  i; -Achse  mit 
der  Tangente  an  die  Schwerpunktslinie  zusanunenfäUt,  vor  der  Deformation, 
X'\-u,  y'\-v,z-\-w  dieselben  nach  der  Deformation,  s  ist  die  Länge  der  nicht 
deformierten  Schwerpnnktslinie  vom  Nullpunkte  bis  zum  Punkte  £,  17,  t- 
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die   Kraftkomponenten,   welche   die   Beschleunigong  des  Massenelementes 
dxdyds^  das  den  Punkt  x\  y\  z    umgiebt,  annullieren. 

In  die  Ausdrücke  (1)  führen  wir  die  Werte  §  71,  (l)  ein,  vernach- 
lässigen jedoch  die  unendlich  kleinen  Gröfsen  höherer  Ordnung  m,  v^  vc 
gegen  rr,  ^,  z  und  setzen  aufserdem  ff  =  0,  da  wir  trotzdem  durch  ent- 
sprechende Wahl  von  s  den  Punkt  a:',  y\  z  mit  jedem  Punkte  des  Prismas 
identifizieren  können.     Hiemach  haben  wir 


iV 


d'ct 


dV 


w  +  y 


dt*' 


dt' 


~  dt^  "T"^  ae*""^^ 


a«*       at*  '  -"  ae*    •  ^  a<* 

Unter  Benutzung  dieser  Werte  bilden  wir  die  aus  (1)  hervorgehen- 
den Kraftkomponenten  und  Drehungsmomente,  welche  auf  ein  durch  zwei 
imendlich  benachbarte  Querschnitte  ausgeschnittenes  Element  des  Prismas 
einwirken.  Die  ersteren  sind  bei  Ausdehnung  der  Integrationen  über 
den  ganzen  Querschnitt 

(3)  —tdsj^'-^dxdy^--edsj[^  +  x^^  +  y^^^ 

u.  s.  w. 
Benutzt  man  die  Gleichungen  §  70,  (66),   so  erhält  man  fQr  die  Krafl- 
komponenten  die  Werte 


(*) 


—  efds 


dt 


S   } 


worin  f  wieder  den  Flächeninhalt  des  Querschnittes  bedeutet.  Man  kann 
sich  also  die  Masse  des  Elementes  im  Punkte  |,  17,  ^  der  Schwer- 
punktslinie konzentriert  denken. 

Für  die  Drehungsmomente  um  Achsen,  welche  durch  Punkt  I,  i?,  J 
parallel  zu  den  Achsen  der  x\  y\  z'  gelegt  sind,  erhalten  wir 

[-gjT  (3/'—  n)  —  yfi  («'—  t)\  äxdy 
—  (gtT  +  «  -g^r  +  y  -g^)  (yia;  +  y«»)]  dxdy 


u.  s.  w. 


oder  unter  Benutzung  von  §  70,  (66)  und  (67) 


(6) 


^'^^  [^(«.  T^  -  ^.  T^)  +  ^  («« ?^  -  ft  ??■)]• 
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3«  Die  Ausdrucke  (ö)  yereinfachen  sich  noch  infolge  der  gemachten 
Voraussetzung,  dafs  die  Entfernungen  der  Punkte  des  Prismas  aus  der 
ursprünglichen  Lage  unendlich  klein  sind.  Es  sind  daher  auch  die 
Neigungen  der  Achsen  x^  y^  z  gegen  resp.  die  Achsen  x\  y\  z  nur  un- 
endlich klein.  Dabei  ist  zu  beachten,  dafs  sich  die  Kosinus  unendlich 
kleiner  Winkel  nur  um  eine  unendlich  kleine  Gröfse  zweiter  Ordnung 
von  der  Einheit  unterscheiden,  während  ihre  Sinus  unendlich  kleine  Gröfsen 
erster  Ordnung  sind.     Wir  setzen  daher 

(6)  «^  «.  j3g  =  y3  =  1. 
Femer  ist*) 

«.  —  yi  =  di'     ft  —  y«  =  äF 

oder,  da  wir  hier  für  die  Schwerpunktslinie 

(7)  ^z^u,     ri  =  v,  t  =  s  +  IV 

nehmen  dürfen  und  ds  der  Richtung  nach  mit  dz  bis  auf  einen  unendlich 
kleinen  Winkel  höherer  Ordnung  zusammenfällt, 

/qn  ^u  ^  dv 

(8)  a, yi==ä7'       ^»  =  ~>'«  =  ä7' 

Bezeichnet  i/;  den  Winkel,  um  welchen  der  Querschnitt  von  der  positiven 
X-Achse  nach  der  positiven  ^ -Achse  hin  gedreht  erscheint,  so  ist 

(9)  —  «3  =  |3^  _  ^ 

zu  setzen. 

Hiemach  nehmen  die  Kraftkomponenten  (4)  und  die  Drehungsmomente 
(5)  die  QestaJt  an 


(10) 


—  e  fds 


dt 


S   ) 


und 


(11) 


4.    Die  gefundenen  Ausdrücke  sind  in  den  Gleichungen  §  71,  (14) 
und  (15)  den  auf  das  Prismenelement  einwirkenden  Kraftkomponenten  und 

*)  Die  Winkel,  welche  die  Achsen  des  x,  y,  ir-Systems  bilden,  sind  nahezu 
rechte,  ihre  Kosinas  also  unendlich  kleine  Gröfaen  erster  Ordnung.  Wenn  man 
nun  unendlich  kleine  Qröfsen  zweiter  Ordnung  gegen  solche  erster  Ordnung 
vernachlässigt,  so  wird  aus  a,  a^  -{^  ßiPs  -\-  Y1Y9  ^^  0  die  Relation  a^-^y^^O; 
ebenso  findet  man  ^3  4-  73  ""  0.    Das  Weitere  ergiebt  sich  unmittelbar. 
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DrehuDgsmomenten  zuzufügen.  So  gelangen  wir  zu  den  Bewegnngs- 
gleichimgen  (in  denen  die  rechten  Seiten  noch  dem  Vorhergehenden  ent- 
sprechend umzugestalten  sind) 


(IIa) 


«/"ä^  =  ä«  ^» -^  +  y»  -^  "*"  y»^) 


und 


\'t(        ,     ^'^    _L  ^**  ^^\        V   ö'"  1 

■=  ^  (A  JW«  +  ftJtf,  +  A  J^.)  +  AX  -  A  r= 0. 

6,  Zur  Auswertung  der  Gleichungen  (Ha)  und  (12)  gelangen  wir 
in  folgender  Weise.  Yoraussetzungsmäfsig  sind  die  Verrückungen,  welche 
ein  Punkt  des  Prismas  im  Laufe  der  Bewegung  erfährt,  nur  unendlich 
kleine;  insofern  entspricht  unsere  Aufgabe  ganz  dem  de  St.  Y^ nautischen 
Probleme.  Dagegen  können  hier  die  GrQfsen  a^,  h^  u.  s.  w.  nicht  mehr 
fär  das  ganze  Prisma  als  Eonstante  gelten.  Während  z.  B.  im  Gleich- 
gewichtszustande bei  der  Längenausdehnung  jedes  Teilchen  die  gleiche 
Dilatation  erfUhrt,  können  im  Bewegungszustande  die  einzelnen  Teile 
sehr  verschiedene  Dilatationen  besitzen.  Wir  werden  daher  a^^  a^^  2»,  u.  s.  w. 
in  Bezug  auf  x^  y^  z  allerdings  als  Konstante  behandeln,  dagegen  als 
von  s  abhängig  betrachten.  Trotzdem  werden  wir  bei  der  Differentiation 
wieder  dz  und  ds  schliefsHch  identifizieren,  da  hierdurch  nur  Fehler 
höherer  Ordnung  eintreten. 

Wenn  ein  Körper  unter  Einflufs  einzelner,  gesondert  wirkender  Kräfte 
gewisse  unendlich  kleine  Bewegungen  ausführt,  so  ist  das  Besultat 
der  Gesamtheit  jener  Kräfte  die  Summe  jener  Einzelbewegungen*).  Dem- 
gemäfs  können  wir  auch  die  unendlich  kleinen  Bewegungen  eines  unend- 
lich dünnen  Prismas  in  Einzelbestandteile  zerfallen,  welche  den  Funda- 
mentaldeformationen,  der  Verlängerung,  der  Torsion  und  der  Biegung 
(doppelter  Art)  entsprechen. 

6*  Soll  das  Prisma  bei  der  Bewegung  nur  eine  Längendilatation 
erfahren,  so  ist  für  jeden  Punkt  der  Schwerpunktslinie 

*)  Vgl.  §  12,  3. 
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aufserdem  ist 

i/;«0, 

X  =  r  =  0 ,    jtf,  =  ^y  =  jtf,  =  0. 

§  70,  (76)  Uefert 

Z  —  EaJ 

und  §  70,  (42)  für  o?  =  y  =  0 

so  dafs 

(12a)  Z^Uf'^^^Ef'-^^ 

wird. 

Aus  der  dritten  Gleichung  (11)  folgt  bei  Einsetzung  dieser  Werte 
und  der  vorher  aufgestellten  Werte  für  die  Richtungskosinus 

Falls  nur  Torsion  stattfinden  soll,  so  ist 

x=r— z  =  o,     -af,  =  itfy  — 0 

und  nach  §  70,  (77),  wenn 

M^cN 
gesetzt  wird*), 

(13a)  M.  -  — 2ir+>y— 

und  nach  §  70,  (42),  resp.  (53) 

w  =  cyxf , 
i;  =  —  coj^. 

Offenbar  haben  wir  aber  für  den  unendlich  kleinen  Winkel  tf;,   welcher 
die  Gröfse  der  Torsion  für  einen  Punkt  bestimmt, 

(13b)  ^  =  —  -  = cz, 

also  c  = 5—  = rj—  • 

dz  08 

Die  letzte  Gleichung  (12)  liefert  hiemach 

(»)  ,(.  +  ^)g_££+-ü)»;f, 

eine  Gleichung,    welche  (13)    ganz    analog    ist.     Sie   bestinunt   die    sog. 
Torsionsschwingungen. 

Nehmen  wir  femer  an,  dafs  die  Schwerpunktslinie  nur  eine  Biegung 
in  der  ^r;?- Ebene  ohne  Dilatation  erfahren  soll  und  dafs  auch  jede  Torsion 

*)  Es  ist  einleuchtend,  dafs  hier,  wo  keine  Biegung  zweiter  Art  statthat, 
M^  mit  der  Torsionskonstante  c  verschwinden  muTs;   aufserdem  kann  diese  nor 

linear  darin  vorkommen,  da  Sl  sie  linear  enthält  (vgl  §  70,  6  und  §  70,  (75)). 


d^u 
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ausgeschlossen  ist,  so  müssen  wir  in  §  70,  (42)  die  Konstanten  a^  und  b^ 
beibehalten«     Wir  haben  für  x=^y  =  0,  d.  h.  fELr  die  Schwerponktslinie 

aus  der*) 

14a)  6.  =  —  -ö-T  = ^-T 

folgt    Hiemach  wird  (§  70,  (76)) 

und  die  erste  Oleichung  (11)  liefert 

(.6)  .|J__EX^. 

Durch  die  Gleichung  (15)  sind  die  Transversalschwingungen**)  in 
der  o;;?- Ebene  bestimmt. 

7«  Setzen  wir  in  der  partiellen  Differentialgleichung  (13)  der  Longi- 
tudinalschwingungen***) 

(16)  f  =  a»,      a^Yf, 

80  wird  sie  zur  Gleichung 

die   mit  §  73,  (4)   wesentlich  übereinstimmt.     Ihre   allgemeine   Integral- 
gleichung ist  daher 

(18)  w  =  g)^(s  -|-  at)  +  92(5  —  ai). 

Von  der  Art  der  Befestigung  des  Stabes  hängt  es  ab,  welchen  Grenz- 
bedingungen (18)  zu  unterwerfen  ist.  Erstreckt  sich  das  Prisma 
beiderseits  ins  Unendliche,  ohne  dort  als  befestigt  gedacht  zu  werden,  so 
kann  (18)  in  seiner  Allgemeinheit  beibehalten  werden.  Nach  den  Er- 
örterungen Yon  §  73  setzt  sich  dann  die  Bewegung  aus  zwei  Wellen- 
bewegungen zusammen,  welche  mit  der  Geschwindigkeit  a  in  en^egen- 
gesetzter  Richtung  fortschreiten.     Die   Fortpflanzungsgeschwindig- 


*)  Die  vorgenommene  Differentiation,  bei  der  o, ,  5|  als  Konstanten  be- 
trachtet werden,  gilt  natürlich  zunächst  nur  für  ein  kleines  Element  des  Prismas,  vat 
jedoch  nicht  hindert,  nachher  für  z  die  Variable  8  einznf obren.  Dafs  Oj  bei  der 
Bewegung  gar  nicht  in  Betracht  kommt,  erklärt  sich  aus  dem  ümBtande,  daCi 
in  dem  Ausdrucke  für  u  die  dritte  Potenz  von  z  gegenüber  der  zweiten  den 
Ausschlag  giebt. 

**)  Diese  Gleichung  wurde  bereits  von  Dan.  Bernoulli   aa^estelit  und 
integriert. 

'^**)  Die  Theorie  der  Longitudinalschwingongen  einer  gespannten  Saite  wird 
hiermit  zugleich  erledigt;  da  die  Spannung  den  Elastizitätakoeffizienten  nicht 
bceinflufst,  so  kommt  sie  für  dieses  Problem  gar  nicht  in  Betracht  Die  Änderung 
der  Dichtigkeit  durch  die  Spannung  ist  verschwindend  klein. 
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keit  ist  der  Quadratwurzel  aus  dem  Elastizit&tsmodulus  direkt, 
derjenigen  aus  der  Dichtigkeit  umgekehrt  proportional. 

8«  Wenn  ein  endliches  Prisma  an  heiden  Endflächen  (5  =»  0  und  8  =  1) 
befestigt  ist,    so  mufs  an  ihnen  te;  «»  0  sein.     Nach  §  73,  5   wird  hier 

(19)  i€  —  g>(s  +  at)  —  g>{ —  5  +  <*0i 

wo  g>  die   additive  Periode  21  besitzt.     Der  Vorgang  ist   der  Bewegung 

_  •  _ 

gespannter  Saiten  yoUkommen  analog;  an  die  Stelle  transversaler  Schwin- 
gtmgen  treten  nur  longitudinale,  und  die  Konstanten  sind  andere.  Ent- 
sprechend §  73,  (15)  beträgt  die  Schwingungsdauer 

(20)  r=.|?  =  2j}/I 

oder  einen  aliquoten  Teil  dieser  Oröfse.  Die  Schwingungsdauer  eines 
beiderseits  befestigten  elastischen,  longitudinal  schwingenden 
Stabes  ist  seiner  Länge  und  der  Quadratwurzel  aus  seiner 
Dichtigkeit  direkt,  der  Quadratwurzel  aus  seinem  Elastizitäts- 
modulus  umgekehrt  proportional. 

Bringt  man  also  bei  einer  gespuinten,  elastischen  Saite  das  eine  Mal 
Transversalschwingungen,  das  andere  Mal  Longitudinalschwingungen  hervor, 
so  ist  der  erzeugte  Orundton  verschieden;  im  ersten  Falle  hängt  er  von 
der  Stärke  der  Spannung,  im  zweiten  von  dem  Elastizitätsmodulus 
ab.  Auch  ist  die  Bedeutung  von  e  in  beiden  Fällen  eine  verschiedene. 
Bei  den  Transversalschwingungen  ist  e  die  in  der  Längeneinheit  ent- 
haltene Masse,  also  ceteris  paribus  dem  Flächeninhalte  des  Querschnittes 
der  Saite  proportional;  bei  den  Longitudinalschwingungen  ist  s  die  in  der 
Einheit  des  Bauminhaltes  enthaltene  Masse,  so  dafs  die  Dicke  der  Saite 
gar  nicht  in  Betracht  konunt. 

Die  weiteren  Verhältnisse  (das  Vorhandensein  der  Obertöne  u.  s.  w.) 
entsprechen  ganz  denjenigen  bei  transversal  schwingenden  Saiten. 

9.  Wenn  der  Stab  von  der  Länge  l  in  der  Endfläche  8^=0  be- 
festigt, in  der  Endfläche  8  =  1  aber  frei  ist,'  so  mufs  zunächst  wieder 
IT  SS  0  ftlr  8  =  0  sein.  Am  freien  Ende  mufs  der  Druck  verschwinden, 
d.  h.  es  mufs  nach  (12  a)  für  5  «>  Z 

(21)  li  =  0 

sein.  Hiemach  folgt  aus  (18),  wenn  91  und  93  die  Differentialquotienten 
von  9>^  und  q>^  nach  dem  ganzen  Argumente  sind, 

(22)  0  =  ip,(at)  +  ip^{-- at) , 

(23)  0  =  (p\{l  +  at)  +  9>i(Z  —  at). 
Aus  (22)  folgern  wir  wieder 

(24)  (p^{x)  «  —  9i(—  ^), 
also 
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aus  (23)  folgt  dann  weiter,  dafs 

q>i(l  +  af)  =  —  9'i(—  l  +  at) 
ist,  d.  h.  dafs 

(25)  q>\{x+2l) q>\{x), 

also 

(26)  9\{x  +  4.1)  ^  q>\{x) 

ist.  q>i  und  damit  auch  q>^  besitzt  somit  die  additive  Periode  4L  Wir 
haben  mithin  wieder 

(27)  w  =  q>,{s  +  at)  -  q>,{—  s  +  at) , 

worin  aber  q>^  die  Periode  4Z  aufweist.  Aufserdem  ergiebt  sich 
dorch  Integration  von  (25) 

(28)  9i(a;  +  2Z)  =  —  q>i{x)  +  Const. 

Hieraus  folgt  (bei  Erweiterung  gemftfs  §  73,  7)  für  das  tt>  des  Punktes  5  +  2/ 

(29)  fp^{s  +  2Z  +  at)  —  q>^{—  8  —  21  +  at) 

=  —  9i(5  +  at)  -|-  91  ( —  s  +  at)  =  —  u\ 

Somit  führt  der  Stab,  dessen  eines  Ende  frei  ist,  dieselben 
Longitudiüalschwingungen  aus,  wie  ein  Stab  von  doppelter 
Länge,  dessen  beide  Enden  befestigt  sind,  jedoch  mit  der  Be- 
schränkung, dafs  irgend  zwei  aufeinanderfolgende  Strecken 
Yon  der  Länge  21  die  entgegengesetzte  Bewegung  aufweisen. 
Dies  erfordert,  dafs  in  der  Entwicklung  nach  trigonometrischen  Funktionen 
(vgl-  §  73,  (23))  in  welcher  2Z  an  Stelle  von  l  zu  setzen  ist,  nur  die 
ungeraden  Glieder  vorkommen.  Man  überzeugt  sich  nämlich  leicht 
davon,  dafs  nur  in  diesem  Falle  die  einzelnen  harmonischen  Bewegungen 
in  der  zweiten  Strecke  die  umgekehrten  sind  wie  in  der  ersten. 

Das  freie  Ende  des  Stabes  ist  also  für  alle  einzelnen  harmonischen 
Bewegungen,  in  welche  sich  die  Gesamtbewegung  auflösen  läfist,  ein 
Schwingungs  bauch. 

Der  Grundton  des  mit  einem  Ende  freien  Stabes  ist  um  eine  Oktave 
tiefer,  als  derjenige  des  beiderseits  befestigten  Stabes;  von  den  ObertÖnen 
kommen  der  zweite,  vierte  u.  s.  w,  in  Wegfall, 

10.  Ist  der  Stab  von  endlicher  Länge  l,  aber  beiderseits  nicht  be- 
festigt, so  entstehen  an  beiden  Enden  Schwingungsbäuche.  Denkt  man 
sich  den  ganzen  Stab  in  2n  gleiche  Teile  geteilt,  so  können  —  wie  auch 
ohne  die  leicht  durchzuföhrende  Rechnung  ersichtlich  ist  —  der  erste, 
dritte,  fünfte  u.  s.  w.  Teilpunkt  Schwingungsknoten  sein,  während  sich 
im  zweiten,  vierten  u.  s.  w.  Schwingungsbäuche  befinden.  Man  kann 
sich  also  den  Stab  aus  n  gleichen,  beiderseits  befestigten  Stäben  za- 
sammengesetzt  denken;  der  eine  derselben  ist  jedoch  halbiert  und  seine 
beiden  Hälften  sind  an  die  beiden  Enden  der  übrigen  Stabreihe  angefügt 
Hiernach  stimmen  die  möglichen  Schwingungsarten  des  beider- 
seits   freien    Stabes    mit    denen    des    beiderseits    befestigten 
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wesentlich  überein.  Die  Schwingongsdaner  des  Gnmdtons  ist  durch 
(20)  gegeben  und  die  Obertöne  sind  vollzählig  vorhanden. 

Es  sei  noch  darauf  aufmerksam  gemacht,  dafs  mittels  der  Theorie 
der  Longitudinalschwingangen  der  gerade  Stofs  elastischer  Cjlinder  ein- 
gehender behandelt  werden  kann.  Durch  den  Stofs  findet  eine  beider- 
seitige Kompression  an  der  Stelle  des  Zusammentreffens  statt,  die  sich 
durch  jeden  Stab  weiter  fortpflanzt;  der  Bückstofs  tritt  nicht  momentan  ein*). 

11.  Die  Theorie  der  Torsionsschwingungen  ist  mit  derjenigen  der 
Longitudinalschwingungen  infolge  der  Analogie  von  (13)  und  (14)  aufs 
engste  verwandt.  Man  braucht  nur  die  Verschiebung  w  durch  den  Tor- 
sionswinkel tf;  zu  ersetzen  und  die  Konstanten  zu  ändern,  um  aus  den 
Longitudinalschwingungen  die  Torsionsschwingungen  zu  erhalten.  Die 
Schwingungsdauer  ist  eine    andere  und  hängt  hier  von  der  Konstanten 

-  ,  —  ab. 
1  +  ^ 

Will  man  die  Schwingungen  untersuchen,  welche  ein  an  einem  verti- 
kalen elastischen  Drahte  aufgehängter  schwerer  Körper  ausführt,  so  kann 
man  von  der  vereinfachenden  Annahme  ausgehen,  dafs  auf  den  Körper 
ein  Drehungsmoment  einwirkt,  welches  durch  (l3a)  gegeben  ist.    Hierin 

ist  gemäfs  (13 b),  wobei  wir  z  durch  s  ersetzen,   c  = zu  nehmen. 

Nach  §  56,  (12)  erhalten  wir  für  die  Winkelbewegung  des  festen  Körpers 
um  seine  vertikale  Achse  eine  Gleichung  von  der  Form 

(30)  g  =  _Ä«^, 

die  nach  §  8  eine  der  harmonischen  analoge  Bewegung  bestimmt.  Die 
weitere  Durchrechnung  ist  einfach. 

12«  Die  partielle  Differentialgleichung  (15)  der  Transversalschwin- 
gungen setzen  wir  abkürzungsweise  in  die  Form 

(31)  ^ a»gp- 

Für  ein  befestigtes  Ende  des  Stabes  müssen  die  beiden  Orenzgleichungen 

(31a)  u=.0,   1^  =  0    . 

erfüllt  sein,  die  zweite  deshalb,  weil  die  Schwerpunktslinie  in  der  Nach- 
barschaft des  befestigten  Punktes  offenbar  ihre  Richtung  nicht  ändert. 
Für  ein  freies  Ende  bestehen  die  Orenzgleichungen 

Die  biegende  Kraft,  welche  auf  einen  Querschnitt  wirkt,  ist  nämlich  6^, 
also  nach  (14a)  auch  ^-5-  proportional;  für  die  freie  Endfläche  mufs  sie 

*)  Ausführliches  hierüber  findet  man  bei  Fr.  Neumann,  Vorlesungen 
über  die  Theorie  der  Elastizität  u.  b.  w.,  herausgegeben  von  Meyer, 
Leipzig  1886. 
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yerschwinden.  Da  femer  auf  das  letzte  Element  des  Stabes  keine  biegen- 
den Kräfte  einwirken,  so  wird  hier  keine  Krümmung  yorhanden  sein, 
woraus  nach  dem  bekannten  Ausdrucke  für  die  Kiümmung 

die  erste  Relation  (32)  folgt. 

Bei  der  Integration  von  (31)  gehen  wir  von  der  hypothetischen 
Annahme  aus,  dafs  sich  die  Bewegung  eines  jeden  Punktes  s  durch  eine 
unendliche  Zahl  harmonischer  Bewegungen  wird  darstellen  lassen.  Eine 
derselben  sei 

(33)  u  «s  tiQ  sin  2;rnf , 

wo  n  eine  noch  weiter  zu  bestimmende  Konstante  ist,  während  Uq  eine 
zu  ermittelnde  Funktion  von  s  allein  darstellt.  Setzt  man  den  Wert  von 
u  aus  (33)  in  (31)  ein,  so   erhält  man  ftlr  Uq  die  Differentialgleichung 

(34)  «•  -^  =  (2««)*  ««• 
Nimmt  man 

(36)  «0  =  c", 

so  befriedigt  dieser  Ansdrack  (34),  wenn 

o«v*  — '  (2««)* 
ist,  also  V  einen  der  vier  Werte 


l/ip,  -j/^,  i]/^,  -*V^ 

besitzt.  Die  Summe  der  mit  beliebigen  Konstanten  multiplizierten  vier 
Uq -Werte  bildet  das  allgemeine  Integral  von  (34).  Setzen  wir  abkür- 
zungsweise {l  sei  wieder  die  Länge  des  Stabes) 

(36)  i'  =  ^/¥' 

SO  können  wir,  um  sogleich  das  Imaginäre  zu  beseitigen,  dieses  Integral 

in  die  Form 

pt  p»  p»  p§ 


P^    \     T>  ^i^P^     \    n^^  +^      ' 


i         ^      t 


(37)      «,  =  ^co8y  +  ^8in^;+g^-^^-+-P'    V 
setzen. 

13«    Ist  das  Ende  5  «=  0  befestigt,  das  Ende  s  ^^  l  frei,  so  mufs 
nach  (31a)  und  (32) 

A  +  C=0,     J?-fJD  =  0, 


(38) 


—  Äcosp  —  B  sinp  -^^  C  — -^ 1-  D ; «=  0, 


2 


^  sini;  —  2?  cosi;  +  C  ^^--^^—  +  D  --"t,—  «=  0 
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sein.     Durch  Benutzung  der  beiden   ersten   dieser  Gleichungen  wird  aus 
den  beiden  letzten 

Ä  (coBp  +  '"^  +  '"')  +  ^  (sin  i,  +  ''  "^ '~')  =  0, 

A  I  sin  p r I  —  B  I  cos  p  H Y~     1  =  0. 

Durch  Elimination  von  -^   folgt   aus    (39)    eine   Relation   für  p,   welche 
nach  beträchtlichen  Vereinfachungen  die  Form 
(40)  cos  p  {eP  +  e-P)  +  2  =  0 

annimmt.     Aus  (37)  wird 


/  ^       — — \  /  — 


(41) 

worin  Ä  willkürlich  ist,  während  sich  B  nach  Bestimmung  yon  p  aus 
einer  der  Gleichungen  (39)  berechnen  läfst. 

Die  transscendente  Gleichung  (40)  liefert  unendlich  viele  Werte 
für  p^  von  denen  wir  nur  die  positiven  zu  untersuchen  brauchen.  Da 
für  unendlich  werdende  p  die  Gröfse  e^  rasch  ins  Unendliche  wächst,  so 
werden   die  gröfseren  Lösungswerte   von  (40)  sehr  nahe  mit  denen  von 

cosjp  =  0, 
d.  h.  mit 

(42)  ^*±i « 

zusammenfallen.     Selbst   der   kleinste  Wert   von  p,    1,875,  entfernt  sich 

von        =  1,571  nicht  allzuweit.     Überhaupt  sind   die   genauen  p -Werte 

grüfser  als  die  angenäherten  (42). 
Aus  (36)  folgt  dann  weiter 

(43)  n==^„ 

also  bei  Benutzung  der  angenäherten  Werte  (42) 

(44)  «  =  --(%+-^'^. 

n  ist  der  reziproke  Wert  der  Dauer  der  betreffenden  Schwingung,  die 
sog.  Schwingungszahl. 

Die  Obertöne  stehen  hier  in  keinem  einfachen  Verhältnisse  zu  dem 
Grundtone  und  zueinander;  bei  ungeeigneter  Erregung  der  Schwingungen 
wird  also  der  Klang  ein  unharmonischer  werden  können.  Da  (2A;-j-  1) 
in  (44)  im  Quadrat  aufkritt,  so  sind  weniger  Obertöne  vorhanden  als  bei 
den  Longitudinalschwingungen. 

Bei  sonst  gleichen  Verhältnissen  ist  die  Höhe  des  Tones  dem  Qua- 
drate der  Länge  des  Stabes  umgekehrt  proportional.    Da  a^  =  EL  ist, 

BAuionberger,  analyt.  MechaDlk.  U.  14 
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so  ist  weiter  die  Tonhöhe  der  Quadratwurzel  aus  dem  Elastizitätsmodulos 
direkt  proportional. 

Sind  beide  Enden  des  Stabes  frei  oder  beide  befestigt,  so  ergeben 
sich  ähnliche  Orenzbedingungen. 

Die  Lage  der  Knotenpunkte  bestimmt  man,  indem  man  den  jedes- 
maligen Ausdruck  fttr  Wq,  z.  B.  (41),  der  Null  gleich  setzt  und  die  zu- 
gehörigen 5 -Werte  bestimmt.  Genaueres  über  diesen  Gegenstand  siehe 
bei  Eirchhoff,  Mechanik,  p.  441  fif. 

§  76. 
'Wellenbewefi^ingen  in  einem  unendlichen  elastlBch  festen  Körper. 

1«  Von  der  weittragendsten  Bedeutung  für  die  theoretische  Physik 
ist  die  Untersuchung  der  Bewegungen,  die  in  einem  elastisch  festen 
Körper,  welcher  allseitig  unbegrenzt  gedacht  wird,  ohne  Einwirkung 
äufserer  Kräfte  vor  sich  gehen.  Aus  den  Gleichungen  §  68,  (24)  wird 
in  diesem  Falle 


d*«7 


worin  für  die  räumliche  Dilatation  a 

/o\  *  du    .     dv     .    dto 

zu  setzen  ist. 

Die  Integration  dieser  Gleichungen  gelingt  bei  gewissen  beschran- 
kenden Voraussetzungen. 

2.  Wir  untersuchen  den  Fall  eingehend,  in  welchem  die  Be- 
wegung für  alle  Punkte  solcher  Ebenen,  welche  auf  derselben 
Geraden  —  sagen  wir  der  ;&-Achse  —  senkrecht  stehen,  die  gleiche 
ist.  Man  spricht  dann,  was  die  Integration  der  Gleichungen  rechtfertigeD 
wird,  von  einer  Wellenbewegung  in  der  Richtung  der  j?- Achse. 

Bei  der  gemachten  Annahme  ist 

d^u  d*v  d*w        d^ d*v        d^w ^ 

dx*        dx*         dx^        dy^        dy^         dy*  ' 

du  de ^  dw       da  d^w 

dx~  Jy~     '      ^^Te'     Tz~W 

Die  Gleichungen  (l)  nehmen  die  Gestalt  an*) 


*)  Man  kann  links  die  partiellen  Differentialqnotienten  anwenden.  «,  r,  tr 
ergeben  sich  später  als  Funktionen  von  z  und  t^  und  g  ist  als  Koordinate 
eines  Sjstempnnktes  in  der  Gleichgewichtslage  von  t  unabhängig^. 
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(3) 


et*  cz 


9  ) 


W'^       dz*' 


(5) 


Die  allgemeinen  Integrale  dieser  Differentialgleichungen  sind  nach  §  73,(6), 
wenn  wir 

(4)  «  =  +  l/f,     5  -  +  l/^^^-^;±T) 

setzen, 

w  =  9i  (^  +  «0  +  9>2  (^  —  «0» 
v  =  t^^  (if  +  a^)  +  ^jj  (^  —  at), 

(6)  t(;  =  ;Ci  {z  +  ht)  +  x,{ß-  bt). 

3.  Die  erhaltenen  drei  Gleichungen  stellen  Wellenbewegungen 
dar,  welche  sich  in  der  Bichtung  der  ^ei- Achse,  nach  der  positiven  und 
nach  der  negativen  Seite  hin,  fortpflanzen.  Die  Gleichungen  (5)  geben 
zusammen  den  Bewegungsbestandteil,  welcher  in  einer  zur  Fortpflanzungs- 
richtung senkrechten  Ebene  liegt  —  die  Transversalschwingung.  Die 
Gleichung  (6)  liefert  eine  in  die  Fortpflanzungsrichtung  fallende  Bewegung: 
die  Longitudinalschwingung.  Die  Transversalschwingungen 
und  die  Longitudinalschwingungen  besitzen  verschiedene 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit,  und  zwar  ist  die  Longitu- 
dinalwelle   die  geschwindere. 

Nimmt  man  (vgl.  §  68,  (14)),  der  Poisson' sehen  Hypothese  ent- 
sprechend, fi  =  },  also  ^  =  i,  so  wird 

(7)  &  =  a/3. 

Für  E  =  20  470,  spez.  Gewicht  7,74,  was  .für  eine  bestimmte  Eisen- 
sorte gemessen  wurde*),  berechnet  man  bei  ft  =  J 

a  =  3221,     6  =  6679; 

das  letztere   stimmt  mit  der  beobachteten  Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
des  Schalles  in  diesem  Sto£fe  mit  hinreichender  Annäherung  überein. 

4.  Die  moderne  Optik  legt  ihren  Bechnungen  die  Annahme  zu 
Grunde,  dafs  das  Licht  durch  rasche  Oszillationen  erzeugt  wird,  welche  sich 
in  einem  elastischen  Medium  wellenförmig  fortpflanzen.  Da  auch  gas- 
förmige Sto£fe  das  Licht  fortpflanzen,  so  liegt  es  nahe,  die  Wellen- 
bewegung in  solchen  zu  untersuchen.  Wie  wir  noch  später  sehen  werden, 
sind  in  einem  elastisch  flüssigen  Medium  wohl  longitudinale,  aber  nicht 
transversale    Wellen    möglich.      Die    Erscheinung    der    Polarisation 


*)  Der  Wert  von  E  mufs  gemäfs  §  68,  S,  Anm.  in  das  System  Meter, 
Sekunde,  Kilogrammmasse  umgerechnet  werden;  8  ist  die  Masse  eines  Kubik- 
meters der  Substanz,  also  in  Kilogrammen  7,74  .  1000. 

14* 


212  Sechster  Abschnitt. 

verlangt  aber  zu  ihrer  Erklärung  transversale  Wellen.  80  gelangte 
man  zu  der  Hypothese,  dafs  sich  die  Lichtwellen  in  einem  imponderabeln 
Stoffe,  dem  „Ather^^  fortpflanzen,  welcher  sich  wie  ein  elastisch  fester 
Körper  verhält*).  Wenn  wir  dieser  Hypothese  folgen,  so  wollen  wir 
damit  nur  ausdrücken,  dafs  sich  auch  flüssige  Stoffe  sehr  kleinen  und 
sehr  raschen  Schwingungen,  wie  die  Lichtschwingungen  sind,  gegenüber 
ähnlich  verhalten  wie  elastisch  feste  Körper,  also  auch  Transversalwellen 
möglich  machen.  Dafs  die  Annahme  nur  eine  angenäherte  ist,  geht 
daraus  hervor,  dafs  die  (nicht  modifizierte)  Undulationstheorie  die  Disper- 
sion des  Lichtes  nicht  erklärt. 

Aber  noch  eine  andere  Schwierigkeit  tritt  ein.  Li  einem  elastisch 
festen  Körper  mufs  eine  irreguläre  Bewegung,  wie  sie  in  der  Lichtquelle 
vorhanden  ist,  notwendigerweise  auch  eine  longitudinale  Welle  erzeugen, 
welche  sich  rascher  fortpflanzt  als  die  transversale.  Die  Gleichungen  (5) 
und  (6)  repräsentieren  nämlich  die  imtersuchte  Bewegung  mit  ziemlicher 
Annäherung  in  einiger  Entfernung  von  der  Lichtquelle.  Diese  longitudi- 
nale Welle  macht  sich  aber  in  keiner  Weise  bemerklich,  so  dafs  ihr  Vor- 
handensein höchst  unwahrscheinlich  ist.  Durch  diesen  umstand  wurde 
C.  Neumann  zur  Annahme  des  inkompressibeln  Äthers  geführt.  In 
§  68,  4  erwähnten  wir  bereits,  dafs  ein  elastisch  fester  Körper,  wenigstens 
rein  theoretisch  betrachtet,  auch  als  unausdehnbar  gedacht  werden  kann. 
Es  mufs  alsdann 

(8)  ^  =  ^,     ^  =  00 

sein.     Dann  wird 

(9)  b  =  00, 

was  auf  die  Unmöglichkeit  einer  longitudinalen  Wellenbewegung  hinweist. 
Dies  Resultat  bestätigt  sich  bei  der  genaueren  Durchführung  der  Theorie 
des  inkompressibeln  Äthers,  die  übrigens  aus  der  allgemeinen  Elastizität»- 
theorie  nicht  unmittelbar  als  Spezialfall  folgt. 

Wir  gehen  auf  diesen  Gegenstand  wie  auch  auf  die  Wellenbewegung  in 
krystallinischen  Medien  nicht  weiter  ein,  verweisen  vielmehr  in  Bezug  auf 
diese  Dinge  auf:  Neumann,  Vorlesungen  über  die  Theorie  der 
Elastizität  der  festen  Körper  und  des  Lichtäthers,  berausg.  von 
0.  E.  Meyer. 

*)  Der  Elastizitatsmodnlus  des  Äthers  ist  übrigens  von  demjenigen  aller 
bekannten  festen  Körper  vollständig  verschieden. 


Siebenter  Abschnitt. 
Hydromechanik. 

§  76. 

Die  Fondamentalgleichiingen  der  Bewegung  und  Buhe  einer 

idealen  Flüssigkeit. 

1.  Da  die  innere  Natur  der  Flüssigkeiten  noch  ebensowenig 
erforscht  ist  wie  diejenige  der  festen  Körper,  so  kann  unsere  Entwicklung 
der  Fundamentalgleichungen  der  Hydromechanik*)  sich  nur  auf  experi- 
mentell begründete  Thatsachen  stützen.  Aus  diesen  Erfahrongsthatsachen 
ergeben  sich  gewisse  Gesetze,  welche  allerdings  nur  näherungsweise  Gel- 
tung  besitzen. 

In  den  meisten  Fällen  begnügt  man  sich  mit  der  einfachen  Annahme, 
dafs  sich  die  Teile  der  Flüssigkeit  ohne  jeden  Widerstand  frei 
gegeneinander  verschieben  lassen.  Diese  Hypothese,  welche  yiele 
Erscheinungen  genügend  erklärt,  liefert  die  gewöhnlichen  Fundamental- 
gleichungen der  Hydromechanik;  die  Flüssigkeit  wird  bei  dieser  Voraus* 
Setzung  als  eine  ideale  bezeichnet.  Späterhin  werden  wir  die  der  Wirk- 
lichkeit näher  konunende  Annahme  untersuchen,  dafs  die  Verschiebung 
der  Teile  einen  Widerstand  findet,  der  als  „innere  Beibung^^  bezeichnet 
wird''^*);  auch  die  Erscheinungen  der  Kapillarität,  die  namentlich  bei 
kleineren  Flüssigkeitsquanten  deutlich  hervortreten,  sollen  speziell  behan- 
delt werden. 

*)  Unter  Hydromechanik  im  weiteren  Sinne  verstehen  wir  die  Mechanik 
beliebiger  Flüssigkeiten,  nnelastischer  and  elastischer.  Im  engeren  Sinne  ge- 
nommen kommt  der  Hydromechanik  nur  die  Behandlung  der  unelastischen 
Flüssigkeiten  zu,  während  die  elastischen  Flüssigkeiten  in  der  Aeromecha- 
uik  zur  Untersuchung  gelangen.  Die  nächstfolgenden  Entwicklungen  beziehen 
sich  auf  beliebige  Flüssigkeiten. 

Die  ersten  Fundamentalresultate  der  Hydrostatik  wurden  schon  von  Arcbi- 
medes  abgeleitet.  An  der  Entwicklung  der  Grundlagen  der  modernen  Hydro- 
mechanik beteiligten  sich  u.  A.  Torricelli,  Newton,  d'Alembert,  Dan., 
Jak.  und  Job.  Bernoulli,  Clairaut,  Euler,  Lagrange.  Ausführliche  histo- 
rische Angaben  findet  man  bei  Lagrange,  M^canique  analytique. 

**)  Diese  Reibung  kommt  nur  bei  bewegten,  nicht  bei  ruhenden  Flüssig- 
keiten in  Betracht;  die  Untersuchungen  der  Hydrostatik  bedürfen  daher  nach 
dieser  Richtung  hin  keiner  Ergänzung. 
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2.  Die  Hypothese  der  freien  Verschiebbarkeit  der  Flttssigkeitsteile 
kann  mathematisch  dahin  formuliert  werden,  dafs  die  seitlichen  Drnck- 
komponenten  in  der  Flüssigkeit  verschwinden.     Es  ist  also 

(1)  Y,    =   Zx  =    Zy   =    0 

zu  setzen.  Nach  §  67,  10  ist  dann  das  erste  Dmckellipsoid  für  jedes 
Flüssigkeitsteilchen  eine  Kugel;  die  Drucke  sind  in  jeder  Richtung 
die  gleichen  und  stehen  auf  ihrer  Druckebene  senkrecht.  Es 
ist  daher 

(2)  x,=  yy  =  z,  =p 

zu  setzen,  worin  j^  ^^^^  ^^  betreffenden  Punkte  statthabenden  Druck,  der 

von  der  Richtung  unabhängig  ist,  bezeichnet. 

Die  Bewegungsgleichungen  §  67,  (4)  nehmen   hiemach  die   einfache 

Gestalt  an*) 

dp 

dx 
dp 


(3) 


dt* 

dt* 
d^to 


=  €7  — 


dt 


—  =  eZ  - 


dp 


Eine  direkte  Herleitung  dioser  Differentialgleichungen  ist  sehr  einfach; 
man  braucht  nur  zu  bedenken,  dafs  die  Drucke  auf  zwei  gegenüber- 
liegende Flächen  eines  unendlich  kleinen  rechtwinkligen  ParaUelepipedoos, 

dessen  Kanten  den  Koordinatenachsen  parallel  laufen,  um  ^  dx  u.  s.  w. 
differieren. 

Die   Gröfsen   w,  v,  w  stellen   die  Komponenten   der  Verschiebungen 
des  Punktes  dar,  welcher  sich  ursprünglich  in  x^  y^  z  befand;  man  kann 

d*u     d*v     d^w     ,  .X  3      1.   d^x     d*y     d^z  . 

'j\* »   Tii  1  -J7T  ohne  weiteres  durch  -ttz  ,  -ö-S  i   tt*  ersetzen ,   wenn  man 

rfr'    «*"    dt*  dt*^    ct*^    dt*  ' 

die  Verschiebungen  nicht  auf  einen  fest  gedachten  Punkt  x,  y^  j?,  sondern 
auf  den  Koordinatenanfangspunkt  bezieht.  Mithin  haben  wir  die  Diffe- 
rentialgleichungen der  Hydromechanik  in  der  Form 

d*x  „        dp 


(4) 


dt' 

d^ 
dt* 

d*i 
dt* 


^sY 


tZ  — 


dx' 

dp 

d^' 
dp 

Tz' 


3.  Die  Gleichungen  (4)  enthalten  aufser  x^  y^  z  und  t  noch  die 
Variabein  t  und  p\  um  x^  y^  z  als  Funktionen  von  t  allein  zu  bestimmen, 
sind   aufser   den  nötigen  Grenzbedingungen  noch  zwei  Gleichungen  erfor- 


*)  Es  sei  nochmals   daran  erinnert,  dafs  X,  Y,  Z  hier  die  Kompooenten 
der  Erafc  sind,  welche  auf  die  Masseneinheit  ausgeübt  wird. 
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derlich.  Zunächst  muCs  ausgedrückt  werden,  dafs  ein  Element  seine 
Masse  nicht  ändert,  dafs  also  sdr,  worin  dt  ein  Baumelement  der 
Flüssigkeit  bezeichnet,  im  Verlaufe  der  Bewegung  konstant  bleibt,  dafs  also 

(5)  ^p  =  0 

ist.  Hieraus  wird  (wir  setzen  der  Deutlichkeit  halber  dz  im  zweiten 
Gliede  in  eine  Klammer) 


ds 
dt  ' 

it  +  s 

didx) 
dt 

0 

de 
dt 

+  -:. 

d(dt) 
dt 

0. 

oder 
(5a) 

Die  Zunahme  d(dt)  des  Baumelementes,  dividiert  durch  die  Gröfse 
des  Baumelementes  selbst,  ist  aber  die  räumliche  Dilatation,  welche 
das  Flüssigkeitsteilchen  während  des  Zeitelementes  dl  eriUhrt.,  In  §  66,  (11) 
wurde  die  räumliche  Dilatation  durch 

(«)  <^  =  l^  +  ?  +  - 

dargestellt,  worin  u^  v^  w  die  Verschiebungen  des  ursprünglich  in  x,  y^  z 
befindlichen  Elementes  bezeichnen.  Um  diese  Relation  hier  verwerten  zu 
können,  wollen  wir  nunmehr  die  Bedeutung  von  m,  v,  «7  ändern.  Wir 
bezeichnen  mit  u,  t;,  w  jetzt  wie  in  der  Folge  die  Komponenten 
der  Geschwindigkeit  eines  Flüssigkeitsteilchens,  so  dafs 

dx  dy  dz 

'*'^di^    "^Tt^    ""Tt 

ist.    Die  Komponenten  der  Verschiebung  während  der  Zeit  dt  sind  dann 

udt,     vdt^     wdt^ 
so  dafs  die  Dilatation  während  dt  durch 

(du    ,     dv     ,     dw\  ,. 

^  +  Ty  +  ^)^^ 
dargestellt  wird. 

Hiemach  geht  (6)  in 

(')  s;+'(^:+ii+l7)-'' 

über,  die  sog.  Kontinuitätsgleichung. 

Diese  Gleichung,  welche  hier  für  die  wirkliche  Bewegung  auf- 
gestellt wurde,  mufs  überhaupt  für  jede  mögliche  Bewegung  gelten. 
Wenden  wir  die  für  mögliche  (virtuelle)  Änderungen  übliche  Bezeich- 
nungsweise an  und  ersetzen  udt^  vdt,  wdt  durch  öx^  dy,  dz^  so  wird 
aus  (7) 

(8)  *5  +  ^  +  ^  +  »^  =  0. 

^  ^  %      ^      ox     ^     oy     ^      oz 
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4.  Die  Dichtigkeit  e  in  einem  Punkte  o;,  y^  z  ist  erfahrnngs- 
mäi'sig  bei  jeder  Flüssigkeit  eine  Funktion  des  in  x,  y,  z  herr- 
schenden Drucks;  wir  haben  daher  eine  weitere  Bedingung 

(9)  t  ^  f{p) 

zuzufügen,  worin  die  Funktion  /  durch  das  Experiment  zu  bestimmen  ist. 
Über  diese  Funktion  werden  wir  in  der  Folge  zwei  verschiedene  An- 
nahmen machen.  Bei  den  sog.  inkompressibeln  Flüssigkeiten*)  ändert 
sich  €  mit  wechselndem  Druck  so  wenig,  dafs  man  es  ohne  beträchtlicheii 
Fehler  als  konstant  voraussetzen  kann.  In  diesem  Falle  mufs  die 
räumliche  Dilatation  verschwinden,  also 

('»)  f-: + U + K  - » 

sein.  Dies  ist  die  Gleichung  der  Inkompressibilität.  Die  Mechanik 
der  inkompressibeln  Flüssigkeiten  bezeichnen  wir,  wie  schon  erwähnt,  a1> 
Hydromechanik  im  engeren  Sinne  und  werden  sie  zuerst  behandeln. 
In  der  Mechanik  der  gasförmigen  (elastischen)  Flüssigkeiten, 
der  Aeromechanik,  wird  das  Mariotte'sche  Gesetz  zur  Grandlage 
genommen.  Dasselbe  sagt  aus,  dafs  die  Dichtigkeit  dem  Drucke 
proportional  sei**);  es  ist  also 

(11)  j)  =  ce 

zu  setzen,  worin  c  eine  Eonstante  bezeichnet. 

5.  Für  die  Oberfläche  der  Flüssigkeit  müssen  in  jedem  Falle  beson- 
dere Oberflächenbedingungen  aufgestellt  werden. 

Die  Gültigkeit  der  Gleichungen  (4)  ist  einer  wesentlichen  Beschrän- 
kung unterworfen,  welche  man  durch  eine  Prüfung  ihrer  Vorbedingungen 
erkennt.  Wir  mufsten  bei  der  Herleitung  der  Gleichungen  (4)  die  Defor- 
mationstheorie benutzen,  welche  von  der  Voraussetzung  ausgeht,  dafs  ein 
unendlich  kleiner  Teil  eines  Eöi7)ers  immer  unendlich  klein  bleibt;  die 
Bewegung  mufs  stetig  sein.  Andernfalls  würde  die  Theorie  des  Defor- 
mationsellipsoids  hinfällig.  Punkte,  welche  in  einem  Momente  auf  einer 
kontinuierlichen  Fläche  liegen,  liegen  in  jedem  Zeitpunkte  auf  einer 
solchen;  das  Gegenteil  wäre  mit  der  Stetigkeit  nicht  vereinbar.  Punkte, 
welche  in  einem  Zeitmomente  sich  an  der  Oberfläche  des  Kör- 
pers oder  eines  Teiles  desselben  befinden,  müssen  immer  Be- 
standteile dieser  Oberfläche  bleiben***).  Aus  der  Grundvoraus- 
setzung   über   die    ideale   Flüssigkeit    folgt    diese   Stetigkeit  keineswegs. 


*)   Wir   setzen    immer    stillBcbweigend   vorauB,    data   die  inkompreasible 
Flüssigkeit  homogen  sei. 

**)  Bei  VoraussetzuDg  gleicher  Temperatnr.    Auf  den  Einflufs  der  Wärme 
nehmen  wir  in  der  eigentlichen  Mechanik  keine  Rücksicht. 

***)  Die  Punkte  dieser  Oberfläche  müssen  immer  in  einer  zusammenhängeD- 
den,  von  andern  Teilchen  nicht  durchsetzten  Fläche  bleiben.  Ohne  ein  solches 
Durchsetzen  dieser  Fläche  kann  aber  ein  zuerst  im  Inneren  gelegenes  Teilchen 
nicht  an  die  Oberfläche  gelangen. 
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Infolge  der  freien  Verschiebbarkeit  der  Teile  ist  eine  diskontinuierliche 
Bewegung  sehr  wohl  möglich.  So  kann  sich  z.  B.  im  sonst  inihenden 
Meere  ein  Wasserstrom  bewegen,  welcher  sich  gegen  das  ruhende  Wasser 
scharf  abgrenzt.  Es  mufs  ausdrücklich  betont  werden,  dafs  für  solche 
diskontinuierliche  Bewegungen  die  Gleichungen  (4)  (natürlich  nur  da, 
wo  die  Diskontinuität  statthat)  ihre  Gültigkeit  verlieren. 

Die  Gleichungen  der  Hydrodynamik  gelten  nur  im  Falle 
einer  stetigen  Bewegung. 

Flächen,  in  denen  Stetigkeitsunterbrechungen  statthaben,  sind  stets 
als  Grenzflächen  zu  behandeln;  die  Flüssigkeit  ist  in  mehrere  beson- 
ders zu  behandelnde  Teile  zu  zerlegen. 

Die  Fundamentalgleichungen  schliefsen  an  sich  einen  negativen 
Druck  nicht  aus;  allein  die  freie  Verschiebbarkeit  der  Teilehen  bringt 
es  mit  sich,  dafs  ein  Teilchen  auf  das  andere  keinen  Zug  auszuüben 
vermag.  Im  Falle  eines  durch  die  Rechnung  gelieferten  negativen  Druckes 
entsprechen  die  Gleichungen  der  Wirklichkeit  nicht  mehr.  Wo  ein  nega- 
tiver Druck  in  der  Rechnung  erscheint,  findet  eine  Auflösung  der  (idealen) 
Flüssigkeit  in  einzelne  Teilchen  statt i^),  die  bei  ihrer  Kleinheit  anderen 
Gesetzen  folgen.  Jeder  hoch  herabstürzende  Wasserfall  bildet  ein  Bei- 
spiel dieser  Erscheinung. 

§  77. 
Die  Fandamentalrelationen  der  Hydrostatik**). 

1.    Im  Falle  des  Gleichgewichtes  wird  aus  §  76,  (4) 


(1) 


X 

— 

1 

€ 

dp 

Y 

1 
S 

dp 

ay' 

Z 

= 

1 

dp 

dz 

Die  rechten  Seiten  dieser  Gleichungen  sind  die  Diiferentialquotienten 
derselben  Funktion  nach  x^  y,  z^  auch  wenn  b  nicht  konstant  ist.  Da 
nämlich  £  nach  dem  Vorhergehenden  eine  Funktion  von  p  ist,  so  kann  man 

(2)  l  =  /;0,)  =  j,-(p) 

setzen,  wo  also 

(3)  F(p)  =  ßip)dp 

ist.    Alsdann  haben  wir 


*)  Infolge  der  Molekularkräfte,  welche  in  der  Flüssigkeit  tbätig  sind,  tritt 
dieses  Zerreifsen  der  Flüssigkeit  thatsächlich  erst  dann  ein,  wenn  der  Zug  eine 
gewisse  Gröfse  überschreitet. 

**)  Wir  beschäftigen  uns  in  der  Hydrostatik  nur  mit  ruhenden^  nicht 
mit  bewegten  (wenn  auch  ohne  Einwirkung  von  Kisten)  Flüssigkeiten. 
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d F (j))  _  dFcp  _   l  dp 

OX  dp   ÖX  BOX 

Die  Kraftkomponenten  sind  also  die  partiellen  Differentialquotienten  der- 
selben Funktion  nach  ar,  y^  z.     Dies  giebt  den  fundamentalen  Satz: 

Soll  sich  eine  Flüssigkeit  im  Gleichgewicht  befinden,  so 
müssen  die  Kräfte,  welche  auf  sie  einwirken,  eine  Kräftefunk- 
tion  besitzen. 

Da  p  und  £  im  Falle  des  Gleichgewichtes  eindeutige  Funktionell 
des  Ortes  sind,  so  muCs  die  Eräftefunktion  dieselbe  Eigenschaft  besitzen. 

2.  Ist  die  Flüssigkeit  inkompressibel,  so  haben  wir  fCLr  die 
Kräftefunktion  nach  (l)  die  Beziehung 

(4)  ^  =  f  +  ^'^'^^^• 

Hat  also  U  auf  einer  Fläche  einen  konstanten  Wert,  so  ist  das  Gleiche 
mit  p  der  Fall: 

Bei  einer  im  Gleichgewicht  befindlichen  inkompressibelo 
Flüssigkeit  sind  die  Niveauflächen  zugleich  Flächen  gleichen 
!  Drucks. 

Besitzt  die  Flüssigkeit  eine  freie  Oberfläche,  an  der  kein  Drncli 
vorhanden,  also  ^;  as  o  ist,  so  ist  auch   U  an  ihr  konstant. 

Eine  freie  Oberfläche  einer  ruhenden  Flüssigkeit  ist  immer 
eine  Niveaufläche  in  Bezug  auf  die  wirkenden  Kräfte. 

3«  In  den  Punkten  der  Grenze  zweier  inkompressibeln  Flüssigkeitei 
von  verschiedener  Dichtigkeit  mufs  selbstverständlich  der  beiderseitige 
Druck  im  Falle  des  Gleichgewichtes  der  gleiche  sein.  Wirken  auf  beide 
Flüssigkeiten  dieselben  Kräfte,  ist  also  U  für  beide  das  gleiche,  so  folgt 
aus  (4),  wenn  wir  die  beiden  Dichtigkeiten  mit  €  und  fj  bezeichnen, 

(5)  -J  +  C=f  +  C?„ 

woraus  sich  ^)  als  konstant  berechnet 

Auf  der  Grenzfläche  zweier  inkompressibeln  Flüssigkeiten  hat  daher 
der  Druck  und  also  auch  die  Kräftefonktion  einen  konstanten  Wert;  die 
Grenzfläche  ist  eine  Niveaufläche. 

Ist  die  Flüssigkeit  teilweise  durch  feste  Wände  begrenzt,  so  werden 
die  Niveauflächenverhältnisse  nicht  geändert. 

Die  folgenden  Anwendungen  der  allgemeinen  Theorie  beziehen  sith 
nui*  auf  inkompressible  Flüssigkeiten. 

§  78. 
Statik  einer  sohweren  Flüssigkeit;  das  Arohimedisohe  Prinzip- 

1.  Denken  wir  uns  die  positive  a:- Achse  senkrecht  aufwärts  gerichtet 
so  ist  die  Kräftefunktion  der  als  konstant  angenommenen  Schwerkraft 
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Für  die  Niveauflächen  einer  schweren,  durch  ein  Gefafs  zusammengehal- 
tenen Flüssigkeit  ist  daher  x  «=  Const.,  d.  h.  die  Niveau  flächen  sind 
horizontale  Ebenen.  Insbesondere  ist  die  freie  Oberfläche 
horizontal. 

Verlegen  wir  den  Anfangspunkt  der  Koordinaten  in  die  freie  Ober- 
fläche, so  ist  für  X  =  0  auch  i>  =  0;  durch  Vergleich  von  (l)  mit 
§  77,  (4)  folgt 

(2)  p  =  —  Egx. 

Beachten  wir,  dafs  sich  der  Druck  p  auf  die  Flächeneinheit  bezieht,  so 
können  wir  schliefsen,  dafs  der  in  einem  Punkte  der  Flüssigkeit 
vorhandene  Druck*),  bezogen  auf  ein  horizontales  Flächen- 
stück, gleich  ist  der  Masse  des  Flüssigkeitsprismas,  welches 
über  diesem  Flächenstücke  liegt,  multipliziert  mit  g. 

Da  der  Druck  nach  allen  Richtungen  der  gleiche  ist,  so  folgen 
hieraus  die  bekannten  elementaren  Relationen  über  den  Druck  einer  Flüssig- 
keit auf  den  Boden   und  die  Seitenwände    des   einschliefsenden  Gefäfses. 

Auch  wenn  infolge  der  Gestalt  des  Gefäfses  die  freie  Oberfläche  aus 
mehreren  getrennten  Teilen  besteht,  so  müssen  dieselben  doch  Teile  der- 
selben Ebene  sein;  denn  andernfalls  könnte  nicht  in  gleicher  Tiefe 
überall  derselbe  Druck  herrschen  (kommunizierende  Röhren). 

2«  Wird  auf  einen  Teil  der  Grenzfläche  einer  vollständig  eingeschlossenen 
Flüssigkeit  ein  Druck  P  ausgeübt,  etwa  durch  einen  eingeführten  Kolben, 
so  wird  aus  (2) 

(3)  p  =  —  egx  +  P. 

Sieht  man  von  dem  Drucke  infolge  des  Gewichtes  der  Flüssigkeit  ab,  so 
ist  in  allen  Teilen  derselben  der  Druck  der  gleiche.  Auf  die  Wandung 
werden  daher  Normaldrucke  ausgeübt,  welche  den  affizierten  Flächen  pro- 
portional sind  (hydraulische  Presse  u.  s.  w.). 

3.  Wir  untersuchen  jetzt  den  Gleichgewichtszustand  einer  homogenen 
Flüssigkeit,  in  welche  ein  schwerer,  fester  Körper  ganz  oder  zum  Teil 
eingetaucht  ist.  Der  Normaldruck,  Aen  ein  Oberflächenelement  des  Kör- 
pers durch  die  Flüssigkeit  erfährt,  ist  der  Fläche  desselben  und  seiner 
Tiefe  unter  der  Oberfläche  proportional.  Ist  p  dieser  Normaldruck  für 
irgend  eine  Stelle,  bezogen  auf  die  Flächeneinheit,  d6  das  Oberflächen- 
element, s  eine  bestimmte  Richtung,  n  die  Normale,  so  ist  die  in  de 
auf  den  Körper  einwirkende  Druckkomponente  nach  der  Richtung  s 

pda  cos  (w,  s). 

Denkt  man  sich  über  da  ein  Prisma  errichtet,  dessen  Seitenkanten  der  Rich- 
tung 6*  parallel  laufen,  so  ist  dessen  zur  Längsrichtung  normaler  Querschnitt 


*)  Es  mufs  von  vornherein  betont  werden,  dafs  die  Gesetze  über  Druck- 
Verhältnisse,  welche  wir  hier  ableiten,  nur  für  ruhende  Flüssigkeiten  gelten 
(hydrostatischer  Druck).  Bei  bewegten  Flüssigkeiten  gestalten  sich  diesQ 
Verhältnisse  ganz  anders  (hydrodynamischer  Druck). 
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da  cos  (n,  s). 

Zerlegt  man  daher  den  untergetauchten  Teil  des  Körpers  in  unendlich 
dünne  prismatische  Stäbe,  deren  Seitenkanten  s  parallel  laufen,  so  ist 
die  in  der  Richtung  s  wirkende  Druckkomponente  auf  eine  Endfläche 
eines  solchen  Stabes  gleich  der  Komponente  nach  derselben  Richtuntr, 
welche  auf  einen  normalen  Querschnitt  des  Stabes  an  der  gleichen  Stelle 
einwirken  würde.  Will  man  daher  die  Druckwirkung  der  Flüssigkeit  auf 
den  eingetauchten  Körper  nach  irgend  einer  Richtung  s  untersuchen,  so 
denke  man  ihn  sich  in  unendlich  dünne  prismatische  Stäbe  zerlegt,  deren 
Längsrichtung  s  ist;  dann  grenze  man  diese  Stäbe  an  ihren  Enden  normal 
ab  und  untersuche  die  Druckwirkung,  welche  auf  diese  neuen  Grund- 
flächen ausgeübt  wird*). 

Läuft  die  Richtung  s  horizontal,  so  ist  die  Wirkung  auf  beide 
Enden  eines  Stabes  entgegengesetzt  gleich;  denn  beide  haben  gleiche 
Fläche  und  befinden  sich  in  gleicher  Tiefe  unter  der  Flüssigkeitsober- 
fläche; beide  Wirkungen  heben  sich  daher  auf. 

Die  horizontalen  Druckkomponenten,  welche  auf  einen  in 
eine  Flüssigkeit  eingetauchten  Körper  einwirken,  zerstören 
also  gegenseitig  ihre  Kraftwirkung. 

Identifiziert  man  dagegen  s  mit  der  Vertikalen,  so  ist  die  Wirkung 
auf  die  beiden  Endflächen  des  Stabes  entgegengesetzt  und  yerschieden; 
auf  die  obere  Fläche  wirkt  ein  kleinerer  Druck  als  auf  die  untere  ein. 
Bezeichnen  da'  den  Inhalt  der  normalen  Grundfläche  des  Stabes  und  /^ 
und  x^  die  Tiefe  der  oberen  und  unteren  Fläche  unter  der  Oberfläche 
der  Flüssigkeit,  so  ist  die  Druckdifferenz,  bezogen  auf  die  Grundflächen^ 
nach  (2) 

(4)  eg(xi  —  XQ)da=  eglda\ 

wenn  l  die  Länge  des  Stabes  ist. 

Die  beiden  Drucke,  welche  auf  die  Enden  des  vertikalen 
Stabes  einwirken,  geben  daher  eine  Resultante,  welche  der 
Kraft  umgekehrt  gleich  ist,  mit  welcher  der  Stab  nach  unten 
gezogen   würde,   wenn    er  mit  der  Flüssigkeit  ausgefüllt  wäre. 

Taucht  der  Körper  nur  teilweise  in  die  Flüssigkeit  ein,  so  ist  nur 
der  eingetauchte  Teil  in  Betracht  zu  ziehen,  d.  h.  der  untere  Teil,  der 
durch  die  erweiterte  Oberflächenebene  der  Flüssigkeit  abgeschnitten  würde. 
Der  Druck  auf  die  obere  Grenzfläche  ist  dann  natürlich  Null. 

Hiernach  läfst  sich  leicht  der  Gesamteinflufs  beurteilen,  welchen  der 
Körper  durch  den  Druck  der  Flüssigkeit  erfährt.  Derselbe  ist  der  gleiche, 
wie     wenn     der    untergetauchte    Teil    des    Körper«     mit    einer 


*)  DurchBetzt  ein  solcher  Stab  den  Körper  mehrmals,  so  ist  eine  gerade 
Anzahl  von  Endflächen  vorhanden,  die  sich  paarweise  gegenüberstehen.  Die 
ganze  Untersuchung  ist  zu  derjenigen  von  §  43,  1  darchans  analog  und  soll  hier 
nur  in  elementarster  Weise  geführt  werden.  In  der  Folge  sprechen  wir  nur 
von  zwei  Endflächen. 
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homogenen  Masse  yon  derDichtigkeit  £  der  umgebenden  Flüssig- 
keit ausgeftlllt  wäre  und  auf  diese  Masse  die  Schwerkraft, 
aber  in  umgekehrter  Richtung,  einwirkte. 

Nach  §  55,  1  kann  man  sich  die  angreifenden  Kräfte  im  Schwer- 
punkte der  hypothetischen  Masse  vereinigt  denken. 

Der  eingetauchte  Körper  wird  andererseits  durch  seine  eigene  Schwere 
nach  unten  gezogen;  die  Kräfte,  welche  hiemach  auf  ihn  einwirken,  kann 
man  sich  in  seinem  Schwerpunkte  vereinigt  denken.  Soll  Gleichgewicht 
stattfinden,  so  mufs  dieser  abwärts  gerichtete  Zug  dem  durch  den  Flüssig- 
keitsdruck verursachten  „Auftrieb''  das  Gleichgewicht  halten.  Zu  diesem 
Zwecke  mufs  zunächst  der  Schwerpunkt  des  Körpers  mit  dem 
Schwerpunkte  des  homogen  gedachten  untergetauchten  Teiles 
—  dem  Schwerpunkte  der  verdrängten  Flüssigkeitsmasse,  wie 
man  zu  sagen  pflegt  —  in  derselben  vertikalen  Geraden  liegen. 
Ferner  mufs  die  verdrängte  Flüssigkeitsmasse  der  Masse  des 
ganzen  Körpers  gleich  sein*). 

Befindet  sich  der  Körper  ganz  unterhalb  der  Flüssigkeitsoberfläche, 
so  ist  ohne  äufsere  ünterstüzung  nur  dann  Gleichgewicht  möglich,  wenn 
seine  Masse  der  verdrängten  Flüssigkeitsmasse  gleich  ist.  Ist  seine  Masse 
gröfser,  so  kann  er  etwa  durch  einen  über  einer  Bolle  aufgehängten 
Faden  mit  Gegengewicht  im  Gleichgewicht  gehalten  werden.  Das  Gegen- 
gewicht mufs  dann  der  Körpermasse,  vermindert  um  die  verdrängte 
Flüssigkeitsmasse,  gleich  sein.  Man  sagt:  Ein  Körper  verliert  in 
der  Flüssigkeit  soviel  an  Gewicht,  wie  das  Gewicht  der  ver- 
drängten Flüssigkeit  beträgt. 

Diese  Sätze  bilden  das  bekannte  hydrostatische  Grundgesetz 
des  Archimedes. 

4.  Eine  schwere  Flüssigkeit,  welche  sich  in  einem  oben  offenen  Ge- 
fdfse  befindet,  sei  derart  in  Rotation  um  die  vertikale  o;- Achse  versetzt, 
dafs  alle  Teile  der  Flüssigkeit  dieselbe  Winkelgeschwindigkeit  cd  an- 
genommen haben**).  Um  die  Gestalt  der  freien  Oberfläche  zu  bestimmen, 
betrachten  wir  die  Flüssigkeit  als  ruhend,  geben  aber  jedem  Teilchen  die 

entsprechende  Zentrifugalbeschleunigung.  Setzen  wir  r  =  ^y^  -}"  ^t  ^^ 
ist  letztere  für  einen  Punkt,  welcher  die  Distanz  r  von  der  Drehungs- 
achse hat, 

so  dafs  die  Beschleunigung  z.  B.  in  der  Richtung  der  ^- Achse 

'^)  Wann  stabiles,  labiles  oder  indifferentes  Gleichgewicht  stattfindet, 
wollen  wir  hier  nicht  untersuchen.  Die  häufig  vorgetragenen  Untersuchungen, 
bei  welchen  das  sog.  Metazentrum  eine  Rolle  spielt,  entbehren  der  nötigen 
Strenge.  —  Liegt  der  Schwerpunkt  des  festen  Körpers  unterhalb  des  Schwer- 
punktes der  verdrängten  FlüssigkeitfimaBse ,  so  ist  das  Gleichgewicht  stabil,  im 
entgegengesetzten  Falle  aber  nicht  notwendigerweise  labil. 

**)  Es  mag  unerörtert  bleiben,  ob  die  Flüssigkeit  wirklich  ohne  Einflufs  der 
Reibung  eine  derartige  Bewegung  annehmen  kann. 
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ist.  Schwere  und  Zentrifugalkraft  geben  zusammen  die  KiiLflefiiiiktion 
(wobei,  wie  in  der  Folge  öfters,  die  Kraftwirkung  auf  die  Einheit  der 
Masse  bezogen  istj 

(••■')  U  ^  -  ffx  +  !^  (i,* -\-  e»). 

Um  die  Gleichung  der  freien  Oberfläche  zu  erhalten,  müssen  wir  r 
einer  Konstanten  gleich  setzen.     Die  Gleichung 


a>* 


ist  diejenige  eines  Rotationsparaboloids,  welches  die  x-Achse  zur 
Achse  hat.  Wird  der  Nullpunkt  des  Koordinatensystems  in  den  Scheitel 
des  Paraboloids  verlegt,  so  geht  (6)  in 

(7)  :^  =  |*(/  +  ^) 

über. 

§  79. 

Gleichgewicht  bei  Statthaben  des  Newton'schen  AttraktionsgeaetBee 

und  einer  Botation;  die  Erdgestalt. 

!•  Die  allgemeine  Lösung  hydrostatischer  Probleme  gelingt  nur 
in  den  einfachsten  Fällen.  Bei  den  folgenden  Aufgaben  beschränken  Yvir 
uns  mitunter  auf  die  Angabe  einer  irgendwie  ermittelten  Lösung  und 
deren  Verifizierung,  während  die  Frage,  ob  nicht  noch  andere  Lösungen 
existieren,  vollkommen  offen  bleibt. 

Dies  gilt  schon  fdr  die  relativ  einfache  Aufgabe:  Die  Gleich- 
gewiohtsgestalt  einer  homogenen,  inkompressibeln  Flüssig- 
keit zu  bestimmen,  deren  Teile  sich  gegenseitig  nach  dem 
Nowton'schen  Attraktionsgesetze  anziehen.  Unmittelbare  Wahr- 
scheinlichkeit und  einfache  Versuche  weisen  darauf  hin,  dafs  diese  Gleich- 
gowichtsgestalt  eine  Kugel  sei.  Aus  den  Untersuchungen  von  §  37  ist 
uns  in  der  That  bekannt,  dafs  die  Oberfläche  einer  homogenen  Kugel, 
deren  Teile  in  der  angegebenen  Weise  attrahierend  wirken,  fUr  ihr 
Potential  eine  Niveau  fläche  ist,  und  dies  ist  eben  Bedingung  de^ 
Gleichgewichtes.  Aber  hiermit  ist  nicht  erwiesen,  dafs  nicht  auch  noch 
andere  Gleichgewichtsformen  existieren. 

2.  Wenn  die  Erde,  wie  mit  gröfster  Wahrscheinlichkeit  anzunehmen, 
ursprünglich  sich  in  flüssigem  Zustande  befand,  so  mufste  sie  sich,  wenn 
ihre  Teile  nur  dem  Newton' sehen  Gesetze  gehorchten,  zu  einer  Kugel 
gestalten.  Auch  wenn  die  flüssige  Masse  nicht  homogen  war,  so  war 
nach  §  37  die  Kugel  doch  noch  eine  Gleicbgewichtsgestalt,  wenn  sich  nur 
kon/ontrisehe  Schichten  homogener  Flüssigkeitsteile  bildeten.  Dafs  die  Erde, 
uuoh   von    lokalen   Unregelmäfsigkeiten   abgesehen,   keine   genaue   Kogel- 
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gestalt  annahm,  mufs  ihrer  Rotation*)  zugeschrieben  werden,  welche 
eine  Abplattung  an  -den  Polen  verursachte.  Die  mechanische  Berechnung 
der  Gröfse  dieser  Abplattung  und  der  Gestalt  der  Erdoberfläche  mufs 
eine  der  wichtigsten  Aufgaben  der  Geophysik  bilden;  leider  sind  aber  die 
wirklichen  Verhältnisse  infolge  der  mangelnden  Homogenität  so  kompli- 
ziert, da(s  nur  durch  vereinfachende  Annahmen  Resultate  zu  erzielen  sind, 
die  sich  dann  aber  von  der  Wirklichkeit  beträchtlich  entfernen. 

Wir  fuhren  die  Rechnung  unter  zwei  Hypothesen  durch.  Zuerst 
wollen  wir  annehmen,  dafs  die  Erde  aus  einem  festen,  in  konzentrischen 
Schichten  homogenen,  kugelförmigen  Kern  und  einer  umgebenden  Flüssig- 
keitshülle —  hier  etwa  der  Wassermasse  —  bestehe;  dabei  soll  nur  die 
Attraktion  des  festen  Kerns,  nicht  diejenige  der  Flüssigkeitsteilchen  auf- 
einander in  Betracht  gezogen  werden.  Letztere  Annahme  wird,  bei  der 
thatsächlichen  geringen  Ausdehnung  der  umgebenden  Wassermasse,  keine 
allzu  bedeutenden  Fehler  veranlassen;  dagegen  widerspricht  die  Annahme 
eines  kugelförmigen  festen  Kerns  den  Thatsachen.  Die  zweite  Annahme 
soll  die  sein,  dafs  die  Erde  durchgehends  eine  homogene  Flüssigkeit  sei, 
was  sich  natürlich  wiederum  von  der  Wirklichkeit  bedeutend  entfernt. 

In  beiden  Fällen  identifizieren  wir  den  Nullpunkt  des  Koordinaten- 
systems mit  dem  Schwerpunkte  der  Erde  und  die  rr- Achse  mit  der  Rota- 
tionsachse; Q  möge  der  Abstand  eines  laufenden  Punktes  vom  Nullpunkte, 
g>  die  geozentrische  Breite**)  desselben  sein. 

3.  Bei  der  ersten  Annahme  dürfen  wir  uns  die  attrahierende  Masse 
im  Mittelpunkte  vereinigt  denken.  Bezeichnet  K  die  Beschleunigung 
durch  die  Attraktion  des  Erdkerns  in  der  Einheit  der  Entfernung,  so  ist 
die  Kräftefunktion  der  Attraktion  und  der  Zentrifugalkraft  für  Punkte 
aufserhalb  des  Erdkerns 

(1)  U=^  +  ^(j,*  +  z*). 

Die  Gleichung  der  Wasseroberfläche  lautet  daher 

w  v^r^-  +  T  &■ + -^  - «. 

worin  die  Konstante  C  z.  B.  durch  die  bekannte  Länge  der  Rotations- 
achse bestimmt  wird.  Ausmultipliziert  ist  Gleichung  (2)  vom  sechsten 
Grade;  sie  stellt  eine  Rotationsfläche  dar. 

Ist  die  Winkelgeschwindigkeit  oo  so  klein,  dafs  die  Abweichung  der 
Flüssigkeitsoberfläche  von  einer  Kugelfläche  nur  gering  wird,  so  können  wir 

setzen,  worin  R  den  Polarhalbmesser  bezeichnet,  und  die  Potenzen  von  ^, 

*)  Auch  hier  wollen  wir  der  Frage  nicht  näher  treten,  ob  eine  gleich- 
mäfsige  Rotation  bei  einer  idealen  Flüssigkeit  möglich  ist. 

**)  Die  geozentrische  Breite  eines  Ortes  der  Erde  ist  der  Winkel, 
welchen  die  Richtung  von  q  mit  der  Äqnatorebene  bildet. 
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aufser  der  ersten,  vernachlässigen.     Da  noch  i/^  +  je:*  -=  r*  cos*  g>  ist,  so 
wird  aus  (2) 

Da  für  (p  =  90"     d  =  0  wird,  so  mufs 

sein;  bei  weiterer  Vernachlässigung  des  Gliedes  mit  (o^S  wird  daher  aus  (3) 

(5)  0  ==»  -y^  cos''  q>. 

Setzen  wir  noch  für  die  Beschleunigung  der  Schwere  am  Pole 

so  erhalten  wir  schliefslich 

(7)  r  =  B  (l  +  f^'  cosV)  • 

Die  Abplattung,  d.  h.  die  Differenz  des  gröfsten  und  kleinsten 
Durchmessers,  dividiert  durch  ersteren,  ist  (nahezu) 

man  berechnet  für  sie  ^^^,  was  nur  etwa  die  Hälfte  des  wirklichen  Be- 
trages der  Abplattung  der  Erde  darstellt. 

4,  Konnten  wir  hier  die  Rechnung  vollständig  durchführen,  so  mOssen 
wir  uns  in  dem  zweiten,  merkwürdigeren  Falle  mit  einigen  Speziall5soiigen 
begnügen.  Wenn  sich  die  Teile  einer  homogenen  Flüssigkeit 
nach  dem  Newton'schen  Attraktionsgesetze  anziehen,  so  ist 
ein  abgeplattetes  Rotationsellipsoid  eine  mögliche  Oleich- 
gewichtsgestalt. 

Dies  wurde  bereits  in  §  38  nachgewiesen.  Wir  zeigten  nämlich  an 
dieser  Stelle,  dafs  bei  geeigneter  Wahl  von  oo  die  Attraktionskräfte  beim 
homogenen  Ellipsoid  überall  normal  zur  Oberfläche  gerichtet  sind,  dafs 
diese  also  eine  Niveaufläche  ist.  Indessen  wollen  wir  hier  den  Gegen- 
stand aus  einem  allgemeineren  Gesichtspunkte  behandeln. 

Das  Potential  eines  EUipsoids 

für  einen  Punkt  der  Oberfläche  ist,  abgesehen  von  einer  additiven  Kon- 
stanten, durch  den  Ausdruck*)  (§  38,  (47)) 


*)  f  bezeichnet  die  Beschlennigung,  welche  einem  materiellen  Punkte  in  der 
Einheit  der  Entfernung  dnreh  eine  Masse  erteilt  wird,  welche  der  die  Baum- 
einheit  fällenden  Flüssigkeitsmasse  gleich  ist. 
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(9)  U=  —  fahcn  {Lx^  +  Mf/  +  Nz^) 

dargestellt,  worin 

00  OD  00 

(10)     ^^  =  j  (^«q:!)!} '    ^^jW+^)ß'    ^j[c^+^i)' 


0  0 


(11)  2)  =  l/(a^  +  k)  (&«  +  i)  (c*  +  X) 

ZU  setzen  ist.  Die  Gleichung  einer  Niveaufläche  ist  daher  bei  Berück- 
sichtigung der  Rotation 

(12)  17  +  !f  (y*  +  ^«)  =  c. 

Soll  diese  Fläche  mit  der  Oberfläche  (8)  zusammenfallen,  so  mufs 

(13)  {-fahcnL):{'--fahc7cM+'^^):{--fahc7tN+^)  =  -y         ^ 

sein.     Hieraus  folgt 

Ig         2facn{b*M~a^L) 
c  ' 

also 

(15)  a\(?  -  6«)  i  —  6V(Jtf  -  N), 

Wenn  also  die  Halbachsen  a,  &,  c  die  Gleichung  (15),  die  in  ihnen  trän- 
scendent  ist,  befriedigen,  so  liefern  die  beiden  Gleichungen  (14)  dasselbe 
cd^.  Ist  dieses  positiv,  so  läfst  sich  immer  ein  o  so  bestinunen,  dafs  die 
Oberfläche  des  EUipsoids  eine  Niveaufläche  wird. 

Die  Gleichung  (16)  ist  beftiedigt,  wenn  &  —  c,  also  auch  M  =  N 
i^enommen  wird,  d.  h.  wenn  das  EUipsoid  ein  Rotationsellipsoid  ist,  dessen 
isolierte  Hauptachse  die  Drehungsachse  ist.  Ist  diese  Achse  die  kleinere, 
so  folgt  aus  den  Formeln  von  §  38,  dafs  für  oo*  ein  positiver  Wert  er- 
halten wird.  Das  abgeplattete  Rotationsellipsoid  ist  also  bei 
geeigneter  Rotationsgeschwindigkeit  immer  eine  Gleich- 
gewichtsgestalt einer  homogenen  Flüssigkeitsmasse. 

Die  Abplattung  der  Erde  erhält  hiemach  den  zu  grofsen  Wert  -^^■^' 

5.  Die  Gleichung  (15)  liefert  noch  andere  Lösimgen.  Jacobi  hat 
nachgewiesen, 'dafs  auch  ein  dreiachsiges  EUipsoid  eine  mögliche  Gleich- 
gewichtsgestalt ist,  wenn  co  unter  einer  gewissen  Grenze  liegt. 


§  80. 
Die  statisohe  Theorie  der  Ebbe  nnd  Flut. 

1.    Die  Ebbe  und  Flut  (die  Gezeiten)  werden  durch  die  Anziehung 
verursacht,  welche  in  erster  Linie  der  Mond,  in  zweiter  Linie  die  Sonne 

Bantenberger,  »nalyt.  Maohanik.   II  15 
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auf  die  irdischen  Wassermassen  ausübt.  Um  das  Problem  möglichst  zu 
vereinfachen,  sehen  wir  von  der  Abplattung  der  Erde  und  ihren  lokalen 
Unregelmäfsigkeiten  ab.  Wir  nehmen  einen  festen,  kugelförmigen  Erdkern 
(Fig.  16)  an,  dessen  Attraktion  Überall  nach  seinem  Mittelpunkte  A  gerichtet 
ist,   und   denken  ihn   uns  ringsum  von   einer   Schicht   Wasser  umkleidet, 

dessen  Attraktion  wegen 
^»-  ^^'  der  Dünne  der  Schicht 

nicht  mit  in  Rechnung 
gezogen  zu  werden 
braucht.  Aufserhalb 
nehmen  wir  einen  Him- 
melskörper B  an,  den 
wir  als  materiellen 
Punkt  behandeln.  Da 
wir  hier  nicht  die  Ver- 
schiebung, welche  die 
Erde  durch  diesen  Hinmielskörper  im  Welträume  erfiLhrt,  sondern  nur  die 
relative  Lagenänderung  der  einzelnen  Teile  der  Erde  untersuchen  wollen, 
so  haben  wir  nur  die  Differenzen  der  Attraktionen  auf  verschiedene 
Punkte  der  Erde  in  Betracht  zu  ziehen.  Auf  der  dem  Himmelskörper 
zugewandten  Seite  der  Erde  ist  die  Attraktion  desselben  stärker,  auf 
der  abgewandten  schwächer  als  im  Mittelpunkte  der  Erde.  Betrachtet 
man  daher  den  Erdmittelpunkt  als  unbeweglich,  so  muTs  auf  der  ersten 
Seite  das  Wasser  sich  dem  Himmelskörper  nähern,  auf  der  zweiten  aber  sieh 
(relativ)  von  ihm  entfernen.  Daher  werden  zwei  diametral  gegenüber- 
liegende Wasseranschwellungen  stattfinden,  deren  Zentren  in  den  beiden 
Punkten  liegen,  für  welche  der  Himmelskörper  im  Zenith  und  im  Nadir 
steht  (Zenith-  und  Nadirflut).  In  dem  dazwischenliegenden  ring- 
förmigen Teile  der  Erdoberfläche  herrscht  Ebbe. 

Es  wird  nicht  schwer  sein,  diese  übersichtliche  Betrachtung  dorch 
eine  exakte  Rechnung  zu  ergänzen. 

2.  Der  Erdmittelpunkt  A  sei  der  Nullpunkt  des  Koordinatensystems; 
die  positive  o;- Achse  falle  in  die  Richtung  AB.  Der  Radius  des  festen 
Erdkerns  sei  r,  während  r  -{-  h  den  Abstand  AC  eines  Punktes  C  der 

•  _ 

Wassermasse  vom  Erdmittelpunkte  A  darstelle;  h  ist  im  Vergleich  zn  r 
als  eine  sehr  kleine  Gröfse  anzusehen,  so  dafs  die  Potenzen  von  -  zn 
vernachlässigen    sind.     Die   Strecke  AB  =  a   soll  als   so   grofs   gegen  r 

T  ... 

angenommen   werden,   dafs  von  den  Potenzen  von  —  nur  die   niedrigste 

vorkommende  in  Betracht  zu  ziehen  ist;  —  mag  ganz  vernachlässigt  werden. 

Femer  sei  BC  «a  ^,  -^  BAC  =  9,  während  M  und  w  die  Masse  der 
Erde  und  des  Hinunelskörpers  bezeichnen. 

Das  Potential  der  Erdattraktion  in  Bezug  auf  C  ist  (ein  gemein- 
samer konstanter  Faktor  wird  sogleich  überall  weggelassen) 


\ 
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M 


-"('-:)■ 


r  +  Ä 

Das  Potential  der  störenden  Kraft,  welche  der  Himmelskörper  austtbt,  ist 

die  Differenz  des  Potentials 

m 

seiner  direkten  Anziehung  auf  C  und  des  Potentials  seiner  Anziehung  auf 

Punkt  A.     Letzteres  ist  aber 

mx 

wie   man   durch  Differentiation   dieses  Ausdrucks   nach   den   Koordinaten- 
achsen verifiziert.     Somit  ist  das  Gesamtpotential 

(.)        ^_^(,_.;)+„(i_^^). 

Nun  ist  aber,  wenn  im  zweiten  Gliede  der  rechten  Seite  die  Gröfse  h 
sofort  vernachlässigt  wird. 


1 


(2)  Q  =  ya^  —  2  ar  cos  9  +  r^  *=  rt  1/  1  —       cos  g)  -j — 
also  wenn  man  bis  zur  zweiten  Potenz  von  —  entwickelt, 

(3)  —  =  —  M  -4 cos<p  —  _  -^  +  _-ä  cos^  Qp). 

Femer  ist 

(4)  rr  =  r  cos  <p 
zu  setzen,  so  dafs 

(5)  »«  (^   -  ä" )  =  »»  [i  +  2a^  (3  «««'  -^  -  1)] 
wird. 

Die  Gleichung  der  Wasseroberfläche  wird  somit,  wenn  wir  sogleich 
die  konstanten  Glieder  mit  der  rechten  Seite  vereinigen, 

(6)  —  TJT  +  "2^  cosV  =  a 

Nehmen  wir  an,  dafs  für  g>  =  90®  h  =  0  wird,  so  ist  C  =  0  zu  setzen, 
so  dafs  wir 

(7)  *  =  T  »  (ä*  *■  *^«' '' 

erhalten. 

Die  Gröfse  h  giebt  die  Höhe  des  Wasserstandes  über  dem  Niveau 
der  tiefsten  Ebbe  an;  sie  erreicht,  wie  zu  erwarten,  ihr  Maximum  für  die 
beiden  Punkte  der  Erdoberfläche,  welche  auf  der  Geraden  AB  liegt. 
Zenith-  und  Nadirflut  sind  —  d.  h.  bei  den  gemachten  Vernachlässigungen 
—  gleich  stark. 

3.  Identifiziert  man  den  Himmelskörper  in  B  mit  dem  Monde,  so 
ist  ungefähr 

16* 
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m  1  r   1 

M  ~  BÖ*        ~ä         6Ö 

zu  setzen,  so  dafs  etwa  'V 

-  rcos'qp 


11520  000 

ist.    Als  Flutmaximam  (über  dem  Niveau  der  tiefsten  Ebbe)  folgt  hieraus 
ungefähr 

(8)  0,66  Meter. 

Für  die  Sonne  ist 

~  =  322  800, 

r  1 


a         23  312 ' 
also  das  Flutmaximum  etwa 

(9)  0,24  Meter, 

somit  fast  halb  so  grofs  wie  für  den  Mond.  Durch  Addition  von  (8) 
und  (9)  findet  man  die  höchste  Fluthöhe  für  die  Zeit  des  Neu-  und 
Vollmondes,  wo  Sonne  und  Mond  ihre  Wirkung  vereinigen  (Springflut), 
durch  Subtraktion  für  die  Zeit  der  Quadraturen  (Nippflut). 

4.  Wir  erledigen  noch  die  Frage:  Wie  verhält  sich  (bei  Ein- 
wirkung ein  es  Himmelskörpers)  die  Durchschnittshöhe  ^  des  Wassers 
üb«r  dem  Stande  der  tiefsten  Ebbe  zur  Maximalfluthöhe  /«i? 
Bei  Vernachlässigung  von  Gröfsen  höherer  Kleinheit  können  wir  die  Wasser- 
oberfläche, welche  durch  die  Störung  deformiert  ist,  als  ein  Botations- 
ellipsoid  betrachten.  So  erhalten  wir  für  den  Bauminhalt  des-  Wassers^ 
welches  sich  oberhalb  des  Minimalstandes  befindet, 

j _ __. 

Diese  Qröfse  ist  dem  Inhalte  einer  Kugelschale  mit  den  Radien  r  nnd 
r  -|-  Äq,  also  dem  Werte 

gleichzusetzen.     Hieraus  folgt 

(10)  ^  =  3Äo, 

so  dafs  die  Durchschnittshöhe  ein  Drittel  'der  Maximalhöhe 
beträgt. 

Der  Winkel  9,  der  den  £[reisen  entspricht,  auf  welchen  das  Wasser 
die  Durchschnittshöhe  besitzt,  ist  durch 

(11)  cos*  9«=^ 
bestinmit,  woraus 

(12)  q>  =  54^  44' 
.  folgt. 
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5.  Bei  der  gegebenen  statischen  Fluttheorie  wurden  Sonne  und 
Mond  für  den  Augenblick  als  feststehend  betrachtet;  ihre  Entwicklung 
rührt  Yon  Newton  her.  Die  dynamische  Fluttheorie,  welche  yon 
Laplace  begründet  wurde,  hat  die  Bewegung  des  Wassers  infolge  des 
Weiterrückens  von  Sonne  und  Mond  zu  untersuchen.  Es  ergeben  sich 
hierdurch  Resultate,  welche  von  denen  der  statischen  Theorie  sehr  be- 
trächtlich abweichen. 

In  Wirklichkeit  werden  die  theoretisch  gefundenen  Resultate  noch 
sehr  bedeutend  infolge  der  unregelmäfsigen  Unterbrechungen  des  Meeres 
durch  das  Festland  modifiziert.  Ein  weiteres  Verfolgen  dieser  Erschei- 
nungen gehört  nicht  hierher. 


§  81. 
Umgestaltung  der  Differentialgleichimgen  der  Hydrodynamik. 

1.  Nachdem  wir  die  wichtigsten  Gleichgewichtsprobleme  bei  inkom- 
pressibeln  Flüssigkeiten  erledigt  haben,  wenden  wir  uns  der  Hydro- 
dynamik zu.  Unsere  erste  Aufgabe  wird  es  sein  müssen,  die  aufgestellten 
Fundamentalgleichungen  in  andere  Formen  zu  setzen.  Die  folgenden  Unter- 
suchungen gelten  für  beliebige  Flüssigkeiten.  Nach  §  76,  (4)  und  (7) 
sind  die  Fundamentalgleichungen 


(1) 


d;*y 
dt^ 


eZ  — 


dp 

ä7 


und 
(2) 


dt 


+  *ßl  +  lj+89  =  Ö' 


WOZU  noch  eine  Beziehung  zwischen  Druck  und  Dichtigkeit  hinzutritt. 

Verwendet  man  w,  v,  w  (wie  auch  in  (2)  geschehen)  in  der  in  §  76,  3 
eingeführten  Bedeutung,  so  dafs  also 


(3) 


dx 
dt 


u 


dy 


dz 
dt 


=  tP 


ist,  so  gehen  die  Gleichungen  (1)  über  in 


(4) 


du  ^ 


dp 

d~x^ 


dv  y. dp 

^  di~^^  ~  äy' 

dw  rw        dp 

dt  dz 


Dies  sind  die  Eul er' sehen  hydrodynamischen  Differentialgleichungen. 
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3.    Indem    wir  u,  Vy  w    als  Funktionen    von  x^  ^,  j?,  t   betrachten, 

haben  wir 

(du 

dl  "  dt  "*"  dx  dt 


(ö) 


du  i_  ^**  ^^  _i  ^^  ^y  _%_  ^^  ^^ 

-r  7^-:.^  -T  j^  ^i  -r  -^  ^ 


du    ,       du    ,       du    ,        du 


at 


a« 


dx 

U.  8.   W. 

Wir  wollen  femer  annehmen,  dafs  die   wirkenden  Kräfte*)   eine  Kiüfte- 
fonktion   U  besitzen,  und  aufserdem 

(6)  ^  =/¥ 

setzen;   £  ist  hierin   als  Funktion   von  p  gedacht.     Bei   einer   inkompres- 
sibeln  Flüssigkeit  ist  —  auf  eine  additive  Konstante  kommt  es  nicht  an  — 


P^t 


£ 


Aus  (6)  folgt 


dP 

d 


P  _    d    rdp  _  l   dp 

'   *->      I  ■ '  f\         u»  s. 

X  OXJ      B  B     ÖX 


W. 


Hiemach  können  die  Relationen  (4)  durch 


(du    .       du    .       du    ,       du       d{TJ -  P) 


(7) 


dt 


dx 


dy 


dx 


dv  ,  dv  ,  dv  ,  dv  d{ü  -  P) 

dt  ^  dx  ^  dy  ^  dz  dy       ' 

dro  ,  dw  .  dto  ,  dw  d(U—  P) 

dt  '  ex  *  oy  ^  dz  dz 


ersetzt  werden. 

FUr  die  Kontinuitätsgleichung  (2)  können  wir  entsprechend  setzen 

ds    1^  dh  dx    ^^  dB   dy    ^^  ds    dz 
d'i  *T"  f~x  lit    '    äy  ÄU     *    'd~z  ~dt 


oder 


dB 

dt 


/«   \  t/«     ,        dt    .        dB    .        dB    .       (du    .    dv    ,    dw\ 

^      ^  di     '        da;    '        ty    ^        dz    ^       \dx    '    dy    '    dz/ 
oder 

(ö;  p7  + ■ — ^^ ' — ~^ — '°^- 


dx 


dy 


dz 


3.  Von  den  zahlreichen  Transforaiationen ,  denen  die  hydrodyna- 
mischen Gleichungen  zugänglich  sind,  besitzt  die  sog.  Lag  ränge 'sehe**) 
Fomi  eine  besondere  Wichtigkeit. 

*)  Immer  in  dem  früher  (vgl.  p.  214,  Anm.)  erörterten  Sinne  genommen. 
**)  Eigentlich  wurde  auch   diese  Form   der  Gleichungen  zuerst  von  Euler 
aufgestellt;  doch  wurde  sie  erst  durch  Lagrange  bekannt  gemacht. 
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Es  mögen  a,  &,  c  irgend  drei  GrÖfsen  sein,  welche  einen  be- 
stimmten Punkt  der  Flüssigkeit  eindeutig  festsetzen;  sie  können  bei- 
spielsweise die  Koordinaten  desselben  zur  Zeit  ^  =  ^o  ^^^^-  ^^^  folgenden 
Gleichungen  beziehen  sich  dann  auf  die  Bewegung  dieses  Punktes,  dessen 
Koordinaten  zur  Zeit  t  durch  x,  y^  z  dargestellt  sein  mögen.     Die  Diffe- 

reutialquotienten  ;y—  u.  s.  w.   beziehen   sich   auf  die  Änderungen,    welche 

x^  y^  z  erleiden,  wenn  nmn  den  durch  a,  &,  c  fixierten  Punkt  durch  einen 
unendlich  benachbarten  ersetzt. 

Multiplizieren   wir  die   Gleichungen  (l)  mit  y- ^  0— ,  ^,   dann  mit 


dx 
db 


dy 


dh 
halten  wir 


zuletzt  mit  -0- ,    ^    ,   ^-   und    addieren   jedesmal,    so    er- 


\dt*  /  ca   '    \dt^  J  Ca   '   \ai^  J  ca   *    8  da  ' 


(V 


Besitzen    wieder    die    Kräfte    eine    Kräftefunktion    U  und    führen 
durch  (6)  ein,  so  gehen  die  Gleichungen  (9)  in  die  einfacheren 

d^x  dx 


wir 


(10) 


dt*  da 


•    d^y  dy    .    d*z  dz 
•"  d?  äa  "*■  dt'  da 

d^x  dx    .    d*y  dy  j^  d*z  dz 
T"  7i72  '^7^   "1" 


dt*  dh 

d^x  dx 
dt*  de 


dt*  dh 


dt*  dh 


,    d*y  dy^    ,    d}z  dz_ 
"•"  dt*  de  "^  ~dt*  de 


d{ü-P) 

"  da        ' 
d{ü-  P) 

dh 

d(U-P) 

"  de 


über.     Dies    sind    die    Lagrang  ersehen    Gleichungen.     Man    kann    darin 
auch  w,  e;,  w  einführen  und  schreiben 


'du  dx    i^  dv  dy    »    dw  dz 

-r  ,7/  ^;.-  '^  ~di  da 


(11) 


dt  da 

du  dx 
'dt  dh 

du  dx 


+ 


dt  da 

dv  dy 
dJ  dh 

dv  dy 


+ 


^dt  de  ^  dt   de  ^ 


dv)  dz 
dt  dh 

dw  dz 
dt  de 


d{U—P) 
da 

d{ü-P) 
dh 

d{U  —  P) 
de 


4.  Es  handelt  sich  noch  darum,  die  Kontinuitätsgleichung  (2)  in 
eine  den  Lag  ränge 'sehen  Gleichungen  entsprechende  Form  zu  setzen. 
Wir  gelangen  hierzu  am  einfachsten,  indem  wir  von  der  ursprünglichsten 
Form  derselben,  §  76,  (5),  ausgehen.  Wir  dürfen  in  dieser  Gleichung 
das  Baumelement  dt  durch  irgend  eine  ihm  proportionale  Gröfse  ersetzen. 
Als  solche  können  wir  die  Gröfse  des  Baumelementes  zur  Zeit  t^  dividiert 
durch  seine  Gröfse  zu  einer  festen  Zeit  t  ^=^  tQ  benutzen;  die  letztere 
Gröfse  ist  eben  als  Konstante  zu  betrachten. 
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Wir  wollen  die  Koordinaten  des  Punktes  x^  y,  z  zur  Zeit  /j)  niit 
^0»  yof  ^0  bezeichnen;  Xq  +  JXq,  y^  +  Jy^,  z^  +  Jz^  und  x  +  ^x, 
2^  -}"  -^y ,  ^  +  /^^^  mögen  die  Koordinaten  eines  unendlich  benachbarten 
Punktes  zur  Zeit  t^  und  t  sein.  Nun  wollen  wir  den  Inhalt  des  Tetra- 
eders, dessen  Eckpunkte  zur  Zeit  t^  die  Koordinaten 

•^o>  2/o7  ^07       ^0  +  ^^oj  %»  ^o;       -^0»  %  +  ^S^oi    ^o;       ^0»  ^0»  ^0  +  ^-0 


besitzen,   d.  h.  die  Gröfse 


i^-'o^^o^^o» 


mit   dem   Inhalte    des   entsprechenden   Tetraeders   zur   Zeit  t  vergleichen. 
Es  ist  allgemein 


(12) 


^^r 


^!/o 


3^^« 


^^         ao:,  ^^^  ^   dyo  ^«  ^   dz,  ^"^ 

A  ^^  A  t  ^^  A  \  ^^  Jl 

>"  (^«0  ^^0  <^^0 


und  wir  erhalten  als  Koordinaten  der  Ecken  des  transformierten  Tetra- 
edei*«,  wenn  wir  uns  der  Einfachheit  halber  den  Koordinatenanfajigspunkt 
für  den  Augenblick  nach  x,  y^  z  gelegt  denken,  die  Gröfsen*) 


dx 
dx, 

dx 

ex 
dz^ 


^^0  7 


0,  0,  0; 

dy 


dx, 
dy_ 
^yo 
dy 

dZe. 


^^0  1 

-^2^0  1 


dz 

C  Xq 

dz 

dz 
dz^ 


^Zc.. 


Der  Inhalt  dieses  Tetraeders  wird  aber  nach  einer  bekannten  Formel  durch 


1 

dx     , 
dx,       0 

^y   A 

1 

6 

dx     . 

2«    .< 

dx     . 

2«  ^ 

oder 

(.13) 

\ 

D,  Ja^o  ^»/o 

^«0 

dargestellt,  wenn 

*)  Wir  braachen  nur  in  (12)  immer  je  zwei  der  Gröfsen  ^x^^  ^S^o»  -'*- 
gleich  Null  zn  setzen,  wie  dies  der  betreifenden  Ecke  des  nicht  transformierten 
Tetraeders  entspricht. 
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(14) 


A  = 


(  X 

dy 

dz 

dx^ 

dx. 

dx. 

dx 

dy 

dz 

cy^ 

dyo 

dyo 

dx 
dz. 

dy 

dz. 

dz 

dz. 

gesetzt  wird. 

JJi  ist  also  der  Quotient  der  entsprechenden  Volumina  zur 
Zeit  t  und  (q. 

Statt  der  Anfangskoordinaten  können  wir  aber  auch  leicht  die  ganz 
willkürlichen  Bestimmungstücke  a,  b^  c  einführen.     Es  ist  nämlich 

dx         dx   da 


(15) 


dXr 


da  dxr 


,    ex   dh   j^  dx    de 

I   p/T  är;r   i 


db  dx. 


de  dx^ 


U.  B.   W. 

Setzen  wir  die  Ausdrücke  (15)  in  (14)  ein,  so  erhalten  wir  eine  Deter- 
minante, die  nach  dem  Multiplikationsgesetze  dieser  Gebilde  in  das  Produkt 
von  zweien  zerlegt  werden  kann.     Wir  finden 

db       de 


da 


(IG) 


D^^D 


worin 


(17) 


D  = 


dx,, 

dx. 

dx. 

da 

db 

de 

dyo 

dyo 

dyo 

da 

db 

(C 

dz. 

dz. 

dz. 

dx 

ry 

dz 

da 

c  a 

da 

dx 

dy 

dz 

db 

db 

db 

dx 

dy 

dz 

de 

de 

de 

gesetzt  ist. 

Da  in  (16)  der  zweite  Faktor  auf  der  rechten  Seite  eine  Konstante 
ist,  so  dürfen  wir  in  §  76,  (5)  1)  an  Stelle  von  dx  einführen  und  er- 
halten die  Kontinuitätsgleichung  in  der  Form 

worin  für  D  der  Wert  (16)  zu  nehmen  ist.     Bei  einer  inkompressibeln 
Flüssigkeit  tritt  an  Stelle  von  (18)  die  einfachere  Relation 

(19)  i)  =  Const. 

5.  Die  Eule  raschen  hydrodynamischen  Gleichungen  enthalten  nur 
die  Koordinaten  r,  y^  z^  welche  sich  auf  festgelegte  Koordinatenachsen 
beziehen;  sie  bestimmen  also  die  Bewegung,  welche  zur  Zeit  t  in  einem 
vorgelegten  Punkte  des  Raumes  vor  sich  geht.  In  den  Lagrange 'sehen 
Gleichungen  treten  aufser  x^  y^  z  die  Gröfsen  a^  b^  c  auf,  welche  einen 
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bestimmten  materiellen  Punkt  der  Flüssigkeit  fixieren.  Die  letzteren 
Gleichungen  bestimmen  daher  die  Bewegung  eines  vorgelegten  Elementes 
der  Flüssigkeit  im  Räume. 

Über  weitere  Transformationen  der  hydrodynamischen  Fundamental- 
gleichungen findet  man  reichhaltige  Angaben  bei  Auerbach,  Die  theo- 
retische Hydrodynamik,  Braunschweig  1881,  p.  14 ff. 


§  82. 
Die  beiden  Grundformen  der  Flüssigkeitsbewegung. 

1.  Die  Lagrange 'sehen  Gleichungen,  §  81,  (11),  liefern  drei  all- 
gemeine Integrale,  welehe  den  Flächensätzen  analog  sind  und  welche 
die  Grundlage   der  folgenden  fundamentalen  Untersuchung  bilden    sollen. 

Wir  differentiieren  die  zweite  Gleichung  nach  c,  die  dritte  nach  h  und 

subtrahieren'  die   dritte   von  der  zweiten;   analog  verfahren  wir  mit  den 

beiden    anderen    Kombinationen    von   je    zwei    Gleichungen.     Die    GrÖfse 

U  —  P  wird  hierdurch    eliminiert,    und   wenn   wir  beachten,    da£s  z.   B. 
dx 

wegen  w  =  ^ 


(1) 


/du  dx\         d    /du  dx\ 
\di  Vhl  """  U  \di  de) 


de 

d^u    dx 
Jcdt  db 


dl)  \dt  de 

d^u    dx         d   /du  dx 
dhdt  de 


d    /du  dx        du  dx\ 

~  dt  \dc  db  ~~  db   de) 


ist,  so  können  wir  eine  Integration  ausführen.  So  finden  wir,  wenn  A\ 
B\  Cf  Konstanten  in  Bezug  auf  die  Zeit  bezeichnen,  die  jedoch  von  a, 
&,  e  abhängig  sind, 

du  dx    ,    dv  dy       dv  dy  _j_  dw  dz 

db  de 


(2) 


"tu  dx 

de  db 

du  dx 
da  de 

tu  rx 
^db  d a 


::  j_  "  *:  ""^^  —  m  !ü^  -L  ^_ 
db  de    '    de  db        db  de    '    de  db 


dwdz  _  „  .. 


du  dx    ,    dv  dy 
de  da    '    da  de 

du  dx    ,    dv  dy 
da  db  "''  db  da 


dv  dy    ,    dw  dz  dw  dz  ^  p. 


de  da 
dv  dy 


+ 


da  de        de  da 

dw  dz        dw  dz  ^ 


da  db    "^  db  d.a        da  db 


2.  Aus  den  Gleichungen  (2)  lassen  sich  andere  ableiten,  welche  einen 
klareren  Einblick  in  die  Natur  der  Sache  gestatten.  Wenn  wir  uns  mit 
a,  &,  c,  also  auch  mit  x,  y^  z  Änderungen  vorgenommein  denken,  ohne  die 
Zeit  i  zu  ändern,  so  ist  einerseits 

3a!  +  ä^'^y+äl''*' 


^''  =  dx 

(3) 

du  —  ö— 
dx 

. 

de  =  A— 

^              ox 

andrerseits 
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(4) 


dx  == 


dy  = 


dx 


dx 


dx 
de 


^    duA-  .,,  db  4-  ^r     da. 
da         ^    db  '    t/C       ' 

ä^  da  +  o r  ^6  +  ,  -  rfc , 
da         ^    ob  •     ^^        » 


a^ 


a-? 


^^  =  p^  ^«+;^7:  ^^  + 


da 


db 


cc 

dz 

de 


de. 


Wir  setzen  wieder 


15) 


D  = 


dx 
da 

dx 
db 

dx 
de 


dy 
~da 

db 

dy 
de 


cz 
Ca 

cz 
db 

dz 

de 


dx 
da 

dy 
Ca 

dz 
da 


dx 
db 

dy 
c'b 

dz 
db 


ex 
de 

dy 

CC 

c  z 
ce 


da 


dx 


und    wollen    die    ..  -  u.  s.  w.  durch  die  tt—  u.  s.  w.  ausdrücken,    indem 

Cx  ca  ' 

wir  uns  die  Gleichungen  (4)  nach  den  Gröfsen  da^  db^  de  aufgelöst  denken 
und  dann  die  erhaltenen  Wei-te  mit  (3)*  vergleichen  j  die  Koeffizienten  von 
dx^  dy^  dz  müssen  wegen  der  Willkürlichkeit  dieser  Gröfsen  einzeln  über- 
einstimmen.    So  finden  wir 


(c) 


'da 

1 

dx 

D 

db 

1 

dx 

D 

de 

1 

dx 

D 

da 

1 

dy 

D 

da 

1 

dz 

D 

dy  d z\ 
de  db)' 


(dy  dz 
\db  de 

(dy  dj_  ^  dy  f  z\ 
\de  da         da  de)  ' 

Idy  dz         dy  d z\ 
\da  db    ■"  db  da)' 

l    /dz  dx        dz  dx\ 

~  B  \cb  FS  ~  de  d~b) 


u.  s.  w., 

(dx  dy 
db  d'e  " 

U.   8.    W. 


dx  dy\ 
de  cb) 


//  3'         fj  'IT         r     1* 

Nun    multiplizieren    wir   die   Gleichungen   (2)   mit   ^,  r.       t—  und 


addieren  sie.     Wir  erhalten  bei  Berücksichtigung  der  Relationen  (6) 

-^Prf  a«i    dv  db     ^^  dv  de 

Lda  dz     *    db  dz     *    de  dz 


dw  da       dw  db         dw  cel 
da  dy        db  dy         de  cyJ 


oder,  wenn  noch 

(7)  ^'==  —  ^«7),     B'^--BbD,     C'==-  —  C€r) 

gesetzt  wird   und   wir   sogleich   die   beiden   analogen   Gleichungen   hinzu- 
fügen , 
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Nach  §  66,  (7)  sind  die  linksstehenden  Gröfsen  die  Komponenten  der 
Drehung  für  die  x,  y,  ;? -Achse.  A^  J5,  C  sind  von  der  Zeit  unab- 
hängig, dagegen  von  a,  &,  c  abhängig. 

3.  Die  Gröfsen  a,  &,  c,  bis  jetzt  ganz  willktLrliche  Bestimmnngsstficke, 
mögen  nunmehr  die  Koordinaten  für  die  Zeit  i  =  (q  sein.  Für  diesen 
Zeitpunkt  wird  dann 


/i\\ 

(dx 
[da 

= 

db 

= 

dz 

de 

= 

1, 

(ö) 

< 
dx 

db 

= 

dx 
de 

dy 

de 

= 

da 

dz 
da 

Hiernach 

sind 

db      "• 

die  Werte,  welche  die  drei  Komponenten  der  Drehung  znr  Zeit 
t  =  Iq  annehmen. 

Verschwinden  A^  B,  C  für  ein  bestimmtes  Flüssigkeitselement  n,  A,  f 
zur  Zeit  ^  =  ^o,  findet  also  zu  dieser  Zeit  für  diesen  Punkt  keine  Drehaoa 
statt,  so  sind  nach  (8)  die  Komponenten  der  Drehung  zu  jeder  Zeit  gleich 
Null.     Dies  giebt  den  wichtigen  Satz: 

Ein  Flüssigkeitselement,  welches  zu  irgend  einer  Zeit  nicht 
rotiert,  rotiert  niemals. 

4.  Rotiert  kein  Teilchen  der  Flüssigkeit  zu  einer  bestimmten  Zeit 
so  verschwinden  die  Komponenten  der  Drehung  identisch;  es  ist  also 

X     N  (7«; dv       du       dw       dv^ d_u 

^^^^  dy~'dz'     Jz^dx'     dx~  dy' 

Diese  Gleichungen  sind  die  notwendigen  und  hinreichenden  Bedingimgec 
dafür,  dafs  w,  y,  w  die  Differentialquotienten  derselben  Funktion  <f 
nach  X,  y,  z  sind.  Da  diese  Funktion,  der  eine  willkürliche  additive 
Konstante*)  zugefügt  werden  kann,  zu  den  Geschwindigkeitskomponentec 
in  derselben  Beziehung  steht,  wie  das  Potential  (die  Kräftefunktion)  zu 
den  Kraftkomponenten,  so  nennt  man  sie  das  Geschwindigkeits- 
potential der  Bewegung.     Es  ist**) 

*)  q)  ist  im  allgemeinen  aach  eiae  Fanktion  von  t;  in  der  Konstanten  (is 
Bezug  auf  x,  y^  z)  kann  daher  t  vorkommen. 

**)  Die  Dimension  des  Geschwindigkeitspotentials  ist  It     .  —  Da  sich  v 
der  Kräftefunktion  ganz   analog  verhält,   so  findet  man   die  Geschwindigkeiti- 

komponente  nach  einer  beliebigen  Richtung  n,  indem  man  -=~  bildet  (vgl.  §  6, 

11).  —  Die  Bezeichnung  „Geschwindigkeitspotential"  rührt  von  v.  Helm- 
hol tz  her;  die  Einführung  dieser  Funktion  in  die  Hydrodynamik  verdankt  mao 
Lagrange. 
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/-i^\  ^9  ^9  ^V 

(11)  w  =a  -^         v  =  ^     ,      W=^~' 

^     ^  dx^  oy^  dz 

Die  FlüssigkeitsbewegtiDgen,  welche  durch  Kräfte  hervorgerufen 
werden ,  die  eine  Eräftefunktion  besitzen ,  zerfallen  also  in  zwei  Klassen : . 

a)  Bewegungen  ohne  Botation,  also  mit  Geschwindigkeits- 
potential; 

b)  Bewegungen  mit  Botation. 

Wir  werden  beide  Bewegungsgattungen  nacheinander  behandeln. 

Die  bisherigen  Untersuchungen  gelten  f!lr  kompressible  wie  inkom- 
pressible  Flüssigkeiten. 

5.  Nach  den  Untersuchungen  von  §§  65  und  66  läfst  sich  die 
Veränderung  eines  Körperteilchens  bei  einer  stetigen  Bewegung  aus  drei 
Bestandteilen  zusammensetzen: 

a)  einer  Translation  (des  Schwerpunktes), 

b)  einer  Drehung, 

c)  einer  Deformation  nach  drei  aufeinander  senkrechten  Achsen. 
Bei  der  Flüssigkeitsbewegung  mit  Oeschwindigkeitspotential  dürfen  also 
nur  die  Änderungen  a)  und  c)  vorkommen. 

§  83. 

Das  Gesohwindigkeitspotential. 

1»  Unter  Voraussetzung  eines  Geschwindigkeitspotentials  q)  läfst  sich 
ein  weiteres  allgemeines  Integral  der  hydrodynamischen  Differential- 
gleichungen angeben,  welches  dem  Satze  über  die  Erhaltung  der 
lebendigen  Kraft  verwandt  ist. 

Multipliziert  man  die  Gleichungen  §  81,  (7)  nach  Einführung  von  9 
mit  dx^  dpj  dz  und  addiert,  so  erhält  man 


(1) 


(ID.  .«(H).  .'(1I) 


^^+  -TS..  ■dy  +  -  ;i  -  dz 


dx  *       dy  *       dz 


dx  *         dy         ^    *         dz 

Durch  Integration  folgt 

W  tr  -  i.  -  If  +  i  [gD-+  (||)'+  |f)l  +  c, 

worin  die  Gröfse  C  eine  beliebige  Funktion  von  /,  dagegen  von  o?,  y^  z  unab- 
hängig ist;  man  kann  dieselbe  der  Null  gleichsetzen,  wenn  man  ^,  was 
zulässig  ist,  eine  geeignete  Funktion  von  t  additiv  zufügt.     Führt  man 
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in  P  den  Druck  p  selbst  ein,  so  giebt  (2)  den  Dmck  an,  welcher  in 
einem  Punkte  der  bewegten  Flüssigkeit  herrscht;  man  nennt  ihn  den 
hydrodynamischen  Druck.  Derselbe  ist  von  dem  hydrostatischen 
Drucke  bei  ruhenden  Flüssigkeiten  wesentlich  verschieden;  durch  zu- 
nehmende Geschwindigkeit  wird  er  vermindert. 

2.  In  dem  Falle  einer  inkompressibeln  Flüssigkeit,  der  uns 
weiterhin  beschäftigen  soll,  nimmt  die  Gleichung  der  Inkompressibilit^i 
eine  höchst  wichtige  Gestalt  an.     Aus  §  76,  (10)  wird  nSmlich 

m  -9-^.  +  r;  +  ?5  -  0. 

Bei  einer  inkompressibeln  Flüssigkeit  genügt  das  Ge- 
schwindigkeitspotential derselben  partiellen  Differentialglei- 
chung, wie  das  gewöhnliche  Potential  für  Punkte  aufserhalU 
der  attrahierenden  Masse. 

Dieses  Resultat  setzt  uns  in  den  Stand,  die  Ergebnisse  der  gewöhn- 
lichen Potentialtheorie  in  ausgiebiger  Weise  ftlr  die  Theorie  der  Flüssig- 
keitsbewegungen zu  verwerten.  Freilich  darf  nicht  aufser  acht  gelassen 
werden,  dafs  die  gewöhnlichen  Potentialausdrücke*)  die  Zeit  nicht  ent- 
halten, was  beim  Geschwindigkeitspotential  im  allgemeinen  der  Fall 
sein  kann. 

3»  Wir  wollen  sogleich  auf  einen  anderen  wichtigen  Unterschied 
in  dem  analytischen  Charakter  des  eigentlichen  Potentials  und  des  Ge- 
schwindigkeitspotentials aufinerksam  machen.  Das  erstere  ist  eine  durchaus 
eindeutige  Funktion  seiner  Variabein  a?,  y,  e.  Dies  geht  daraus  hervor, 
dafs  seine  Derivierten  nach  den  Yariabeln  als  die  Eräftekomponenten 
selbstverständlich  eindeutig  sein  müssen,  während  keine  um  eine  Kon- 
stante**) —  das  einzige  was  noch  denkbar  ist  —  verschiedenen  Wert4? 
des  Potentials  auftreten  können,  da  dasselbe  im  Unendlichen  den  be- 
stimmten Wert  Null  annehmen  mul's.  Anders  ist  es  bei  dem  Geschwindii:- 
keitspotential.  Allerdings  sind  die  Derivierten  desselben  nach  x,  py  r, 
d.  h.  die  Geschwindigkeitskomponenten,  eindeutige  Funktionen  von  a:,  y,  r,  /, 
wie  dies  selbstverständlich  ist;  auch  die  Derivierte  nach  der  Zeit  ist  ein- 
deutig, wie  dies  aus  (2),  in  dem  U  und  P  eindeutige  Funktionen  sind, 
ersichtlich  ist.  Da  aber  über  die  Integrationskonstante  beim  Geschwindig- 
keitspotential nicht  in  bestimmter  Weise  verfügt  wird,  so  können  sehr 
wohl  Mehrdeutigkeiten  des  Potentials  selbst  vorkommen.  Wir  untersuchen 
dies  etwas  genauer. 


*)  D.  h.  die  Potentialausdrücke  im  engeren  Sinne;  die  allgemeine  Ei&fbe- 
funktion  kann  sehr  wohl  die  Zeit  enthalten.  Bei  der  letzteren  braacht  aber 
die  Relation  (S)  nicht  za  gelten.  —  Dafs  Potential  und  Geschwindigkeitepoien- 
tial  Tersohiedene  Dimensionen  besitzen,  kommt  nicht  in  Betracht,  da  die  Zo- 
füguDg  eines  geeigneten  Faktors  Ausgleich  8cha£Ei. 

**)  Dieselbe  kann  als  Funktion  von  t  gedacht  werden. 
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Wir  gehen,  iudem  wir  t  als  anverändert  beibehalten,  von  einem 
bestimmten  Punkte  rr^,  ^q,  Sq  des  Baumes  aus,  innerhalb  dessen  die 
Flüssigkeitsbewegung  stattfindet;  ip  möge  hier  unter  anderen  den  Wert  <Pq 
besitzen.  Lassen  wir  nun  x^  y^  e  von  x^^  ^q,  Zq  aus  sich  stetig  weiter- 
bewegen*), bis  es  nach  Zurücklegung  eines  geschlossenen  Weges  inner- 
halb der  Flüssigkeitsgrenzen  wieder  nach  Xq^  ^q,  Zq  zurückkehrt,  so  wird 
sich  9  auf  dem  ganzen  Wege  stetig  ändern;  in  x^,  y^^  z^  wird  es  ent- 
weder wieder  zum  Werte  q>Q  zurückgekehrt  sein,  oder  einen  anderen 
Wert  9i  erlangt  haben.  Lassen  wir  den  gewählten  Weg  nach  und  nach 
in  immer  andere,  an  den  vorhergehenden  sich  jedesmal  stetig  anschliefsende 
Wege  übergehen,  die  aber  alle  nach  a;^,  y^,  Zq  zurückführen,  so  wird 
auch  q>  Werte  annehmen,  welche  sich  stetig  an  die  früheren  anschliefsen, 
also  nach  Rückkehr  zu  x^y  t/^,  Zq  wieder  zn  q)^^  resp.  q)^  werden,  da  q> 
(mit  ganz  speziellen  Ausnahmen)  in  einem  Punkte  keine  zwei  unendlich 
wenig  verschiedenen  Werte  haben  kann.  Ist  es  nun  möglich,  den  ur- 
sprünglichen Weg  stetig  so  zu  deformieren,  dafs  er  sich  schliefslich  auf 
den  Punkt  Xq^  yQ^  Zq  zusanoanenzieht,  so  leuchtet  es  ein,  dafs  <p  auf  dem 
ursprünglichen  Wege  zu  g)Q  zurückgelangen  mufs.  Ist  dagegen  eine  solche 
Überführung  nicht  möglich,  so  kann  (p  auch  den  anderen  Wert  ^j  an- 
genommen haben. 

Man  nennt  einen  Raum,  der  durch  jeden  Querschnitt,  d.  h.  durch 
jede  Fläche,  welche  sich  zwischen  seinen  Grenzen  ausbreitet,  in  zwei 
getrennte  Teile  zerlegt  wird,  einfach  zusammenhängend.  Ein  Raum, 
der  durch  einen  Querschnitt  in  einen  einfach  zusanmien hängenden  ver- 
wandelt werden  kann,  heifst  zweifach  zusammenhängend  u.  s.  w.  Der 
Hohlraum  einer  Kugel  oder  einer  Eugelschale  ist  einfach  zusammen- 
hängend; derjenige  eines  Ringes  zweifach  zusammenhängend,  da  man  ihn 
durch  einen  Querschnitt,  ohne  ihn  zu  zerstückeln,  in  einen  einfach  zu- 
sammenhängenden Raum  verwandeln  kann  u.  s.  w. 

Der  Augenschein  zeigt  —  auf  eine  eingehendere  Begründung  können 
wir  wohl  an  dieser  Stelle  verzichten  — ,  dafs  in  einem  einfach  zusammen- 
hängenden Räume  jede  geschlossene  Linie  in  jede  andere  stetig  über- 
geführt werden  kann.  Nicht  so  in  einem  mehrfach  zusanamenhängenden 
Räume.  Eine  Linie,  welche  sich  durch  den  Hohlraum  eines  Ringes  ganz 
hindurchzieht  und  in  sich  selbst  zurückläuft,  kann  nicht  zu  beliebiger 
Kleinheit  zusammengezogen  werden. 

Wir  gelangen  zu  dem  Schlufs:  Bewegt  sich  die  Flüssigkeit  in 
einem  einfach  zusammenhängenden  Räume,  so  ist  das  Flüssig- 
keitspotential durchaus  eindeutig;  dagegen  kann  es  vieldeutig 
sein,  wenn  der  Flüssigkeitsraum  mehrfach  zusammen- 
hängend ist. 


*)  Diese  Bewegung  soll  nicht  etwa  der  wirklichen  Bewegung  eines  Flüssig- 
keitsteilchens  entsprechen;  ee  handelt  sich  nnr  um  ein  Durchlaufen  in  der  Vor- 
stellnng. 
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4*  Die  Eigenschaften  des  gewöhnlichen  Potentials  lassen  sich  leicht  anf 
das  Geschwindigkeitspotential  tibertragen,  nötigenfalls  mit  Berücksichtignng 
des  einfachen  Zusammenhanges  des  von  der  Flüssigkeit  eingenommenen 
Raumes.  Da  das  gewöhnliche  Potential  von  der  Zeit  unabhängig  ist,  so 
mufs  bei  dieser  Übertragung  von  Sätzen  die  Zeit  im  Geschwindigkeits- 
potential  als  konstant  angenommen  werden. 

Beim  Potential  F  hatten  wir  Niveauflächen,  fllr  welche  V  =  Const. 
war,  und  Kraftlinien  mit  den  Differentialgleichungen  (§  35,  (9)) 

(4)  j^  :  -^  :  -^^  ^  dx  :  dy:  de. 

Beim  Geschwindigkeitspotential  <p  treten  an  Stell«  der  letzteren  die  Strom- 
linien mit  den  entsprechenden  Differentialgleichungen 

(5)  gl  :  ^  :  ll  =  dx  :  dy  :  d£r. 

Diese  Stromlinien  fallen  überall  mit  der  Geschwindigkeitsrichtung  zu- 
sammen. Die  Flächen  <p  «»  Gonst.  stehen  überall  auf  der  Bewegungs- 
richtung senkrecht. 

Durch  unendlich  viele,  unendlich  benachbarte  Stromlinien  wird  ein 
Strom  faden  abgegrenzt.  Da  die  Flüssigkeit  in  dem  Stromfaden  gewisser- 
mafsen  wie  in  einer  Eöhre  (von  allerdings  veränderlicher  Gestalt)  fliegst, 
so  mufs  in  ein  durch  zwei  Querschnitte  abgegrenztes  Teilchen  desselben 
stets  soviel  Flüssigkeit  eintreten  wie  austreten.  Es  leuchtet  daher  unmittel- 
bar ein,  dafs  in  einem  Stromfaden,  in  dem  irgendwo  Bewegung  vorhanden 
ist,  nicht  an  einer  Stelle  Buhe  stattfinden  kann.  Daher  kann  ein  Strom- 
faden nicht  innerhalb  der  Flüssigkeit  endigen;  er  läuft  entweder 
in  sich  selbst  zurück  oder  endigt  beiderseits  in  der  Begrenzung  der  Flüssig- 
keit. Das  letztere  scheint  auf  sachliche  Schwierigkeiten  zu  sto£sen;  zur 
Hebung  derselben  diene  die  folgende  Bemerkung,  auf  die  überhaupt 
immerfort  Rücksicht  zu  nehmen  ist.  Die  Begrenzung  der  Flüssigkeit 
braucht  keine  feste  Wand  zu  sein,  in  der  ein  Stromfaden  natürlich  nicht 
endigen  kann.  Sie  kann  vielmehr  eine  rein  ideale  sein,  und  nur  dazu 
dienen,  denjenigen  Teil  der  Flüssigkeit  abzusondern,  ftir  den  ein  Ge- 
schwindigkeitspotential existiert.  So  können  z.  B.  innerhalb  eines  Gefäfses 
beliebige  Botationsbewegungen  herrschen,  während  für  einen  Strahl,  der 
durch  eine  Öffnung  des  Gefäfses  austritt,  ein  Geschwindigkeitspotential 
vorhanden  ist.  In  der  idealen  Scheidewand  von  innerer  und  äafserer 
Flüssigkeit  werden  dann  Stromfäden  endigen  können. 

5.  Aus  §  44,  6  folgt,  dafs  innerhalb  eines  einfach  zusammenhängenden 
Raumes 

nirgends  ein  Maximum,  wohl  aber  ein  Minimum  sein  kann.  Die  gröfsten 
vorkommenden  Geschwijidigkeiten  treten  also  in  der  Begren- 
zung auf. 
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fp  selbst  kann  nach  §  44,  5  in  dem  betrachteten  Räume  weder 
Mazimtim  noch  Minimum  sein,  d.  h.  es  existiert  in  demselben  kein 
Punkt,  nach  welchem  von  allen  Richtungen  her  die  Flüssig- 
keit zuströmt  oder  von  welchem  sie  überallhin  abströmt,  was 
auch  selbstverständlich  ist. 

6*  Wenn  eine  Flüssigkeit  ringsum  von  festen  Wänden  begrenzt 
ist,  so  mufs  die  Grenzbedingung 

(«)  rn  =  « 

auf  der  ganzen  Umgrenzung  befriedigt  sein.    Aus  der  Gleichung  (§  44,  (5)) 

welche  die  lebendige  Biaffc  der  ganzen  Flüssigkeit  durch  ein  Oberflachen- 
integral ausdrückt,  folgt  dann,  dafs  die  Geschwindigkeit  im  ganzen  Baume 
Null  ist,  dafs  also  überhaupt  keine  Bewegung  stattfindet.  Somit  haben 
wir  das  Resultat: 

Innerhalb  eines  von  festen  Wänden  umgrenzten  einfach 
zusammenhängenden  Raumes  ist  überhaupt  keine  Bewegung 
mit  Geschwindigkeitspotential,  d.  h.  ohne  Rotation  möglich. 

Auch  der  bloCse  Augenschein  zeigt  schon,  dafs  in  einem  solchen 
Räume  ohne  Rotationen  keine  Bewegung  denkbar  ist.  Für  den  mehr- 
fach zusammenhängenden  Raum  sind  diese  Schlüsse  nicht  anwendbar. 

7«    Aus  §  44,  3  geht  hervor,  dafs  in  einem  beliebigen  einfach 

zusammenhängenden  Räume,  für  dessen  Oberflächenpunkte  ^- 

überall  gegeben  ist,  nur  eine  einzige  rotationsfreie  Bewegung 
möglich    ist.     Ein    Teil    der   Oberfläche    kann    dann    z.  B.   durch    feste 

Wände  gebildet  werden,  für  die  >-  -  =0   ist,   während   an   den   übrigen 

Teilen  ein  bestimmtes  Ein-  und  Ausströmen  stattfindet. 

In  einem  mehrfach  zusammenhängenden,  überall  mit  festen  Wänden 
umgrenzten  Räume  sind  unendlich  viele  rotationsfreie  Bewegungen  möglich. 
Ist  etwa  ein  zweifach  zusammenhängender  Raum  (z.  B.  ein  ringförmiger) 
gegeben,  so  kann  man  denselben  durch  einen  Querschnitt  in  einen  einfach 
zusammenhängenden  verwandelt  denken.     Alsdann  können  wir  festsetzen, 

dafs  an  der  ursprünglichen  Wandung  ^  =  0  sein  soll.    Der  Querschnitt 

tritt  mit  seinen  beiden  Seiten  als  Grenzfläche  auf;  man  kann  daher  auf 
der  einen  Seite  ein  beliebiges  Ausströmen  durch  ihn  festsetzen,  während 
auf  der  andern  Seite  ein  kongruentes  Einströmen  stattfinden  mufs. 

Dabei  ist  leicht  zu  ersehen,  dafs  das  Geschwindigkeitspotential  hier 
mehrdeutig  sein  mufs.  Es  kann  sich  kein  Teil  der  Strömung  auf  einen 
einfach  zusajnmenhängenden  Bestandteil  des  von  der  Flüssigkeit  durch- 
flossenen  Gebietes  beschränken,  da  dies  dem  Vorhergehenden  widersprechen 
würde.    Die  Strömung  mufs  daher  selbst  eine  ringförmige  sein.    Aus  der 

Bausenberger,  an&lyt.  Mechanik.   II.  16 


242  Siebenter  Abschnitt. 

Bedeutung  des  Geschwindigkeitspotentials  folgt  aber  umnittelbar,  dafs  es 
innerhalb  eines  Stromfadens  in  der  Richtung  der  Strömung  beständig 
zunimmt.  Durchläuft  man  also  einen  Stromfaden  von  einem  Punkte  des 
Querschnittes,  der  zugleich  eine  Fläche  gleichen  Geschwindigkeitspotentials 
sein  möge,  bis  zur  Rückkehr  zum  Querschnitt,  so  mufs  der  Wert  des 
Potentials  zugenommen  haben.  Das  Geschwindigkeitspotential  ist  daher 
unendlich  vieldeutig. 

8.  Aus  Gleichung  (2)  wollen  wir  noch  eine  einfache  Folgerung  ftir 
einen  besonders  wichtigen  Fall  ziehen.  Wir  betrachten  den  Ausflufs  einer 
inkompressibeln  Flüssigkeit,  auf  welche  nur  die  Schwere  wirkt,  durch 
eine  Öffnung  des  Gefäfses,  in  welchem  sie  sich  befindet.  Dabei  mag  die 
Aufgabe  durch  die  Annahme  vereinfacht  werden,  dafs  die  Öffnung  so 
klein   ist,   dafs   die   Geschwindigkeit  an   der  Oberflache   infolge   des  Aus- 

strömens  verschwindend  klein  ist;  wir  können  dann  näherungsweise  -^  =  0 

setzen.  Nehmen  wir  die  o*- Achse  senkrecht  abwärts  gerichtet  and  den 
Nullpunkt  in  der  Oberfläche  an,  so  geht  (2),  wenn  noch  die  Geschwindig- 
keit mit  V  bezeichnet  wird,  in 

(7)  ^^_|.  =  l^.  +  cr 

über.  Da  für  die  Oberfläche  a:  =  0,jt)  =  0,  t?  =  0  ist,  so  mufs  C  =  0 
sein.  Femer  ist  an  der  Stelle,  wo  die  Flüssigkeit  frei  ausfliefst,  gleich- 
falls |)  =  0.  Daher  folgt  aus  (7)  für  die  Ausflufsgeschwindigkeit  in  der 
Tiefe  x  unter  der  Oberfläche  die  Relation 


(8)  V  -«  y2gx, 

die  das  bekannte  Torric eil i' sehe  Theorem  ausspricht. 

Die  Flüssigkeit  fliefst  mit  der  Geschwindigkeit  aus,  die 
ein  Körper  erreicht,  wenn  er  von  der  Höhe  der  Flüssigkeits- 
oberfläche bis  zur  Höhe  der  Ausflufsöffnung  herabfällt  (vgl. 
§  3,  (6)). 

§84. 

Benutzung  der  Besultate  der  Fotentialtheorie  zur  Untersncliiins 

stationärer  Strömungen. 

1.  Bei  der  Lösung  hydrodynamischer  Probleme  erscheint  es  auf  den 
ersten  Blick  als  das  Naturgemäfseste,  von  den  gegebenen  Kräften  und 
Grenzbedingungen  auszugehen  und  hiernach  die  Bewegung  zu  entwickeln; 
zur  vollständigen  Fixierung  der  Aufgabe  wäre  es  hierbei  notwendig,  die 
Anfangslage  und  die  Anfangsgeschwindigkeit  (nebst  ihrer  Richtung)  für 
unendlich  viele  Flüssigkeitsteilchen  zu  kennen.  In  Wirklichkeit  bietet 
aber  die  Durchführung  so  grofse  Schwierigkeiten,  dafs  es  zweckmäfsiger 
erscheint,  einen  ganz  anderen  Weg  einzuschlagen,  den  wir  zunächst  für 
die  rotationslose  Bewegung  erörtern  wollen. 
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Wie  wir  sahen,  rnnfs  in  diesem  Falle  ein  Geschwindigkeitspotential  <p 
vorhanden   sein,   welches   für   inkompressible  Flüssigkeiten  die  Gleichung 

(1)  ^,_«^,  +  |V+|V_„ 

befriedigt.  Jede  Lösang  der  Gleichung  (l),  welche  zugleich  die 
vorhandenen  Grenzbedingungen  befriedigt,  liefert  eine  mög- 
liche Bewegung  der  Flüssigkeit. 

Die  Kräfte,  welche  die  Bewegung  bewirken,  müssen  sich  aus  dieser 
selbst  herleiten  lassen;  oft  werden  wir  sie  durch  die  Bewegnngs Verhält- 
nisse ersetzen,  welche  an  den  freien  Teilen  der  Umgrenzung  vorhanden 
sind.  Statt  also  die  Bewegung  zu  entwickeln,  welche  gegebenen  Kräften 
und  Grenzbedingungen  entspricht,  stellen  wir  umgekehrt  eine  bestimmte 
Bewegung  auf  und  suchen  die  Bedingungen,  unter  denen  sie  möglich  ist 
(vgl.  hiermit  das  Verfahren  in  §  70). 

2.  Man  nennt  die  Flüssigkeitsbewegung  eine  stationäre,  wenn  an 
demselben  Orte  stets  dieselbe  Bewegung  herrscht,  obgleich  beständig  neue 
Flüssigkeitsteile  an  denselben  gelangen.  Die  Bewegung  des  Was^rs  in 
einem  Flusse  entspricht  diesen  Anforderungen  sehr  nahezu.  An  der  Stelle, 
wo  in  einem  Momente  eine  Stromschnelle,  ein  Wirbel,  ein  Wassersturz 
statthat,  ist  diese  Erscheinung  fortdauernd  wahrzunehmen.  Ein  Wasser- 
fall bietet  trotz  der  wechselnden  Wasserteile  fortgesetzt  nahezu  das  gleiche 
Bild.  Überhaupt  wird  sich  da,  wo  stets  dieselben  Kräfte  in  Thätigkeit 
sind,  der  Untergrund  derselbe  bleibt  und  sich  die  Art  der  ZustrÖmung 
der  Flüssigkeit  nicht  ändert,  eine  stationäre  Strömung  herausbilden  müssen. 

Bei  der  stationären  Bewegung  sind  die  Geschwindigkeitskomponenten 
Funktionen  des  Ortes,  also  von  ät,  y,  z^  nicht  der  Zeit  t.  Existiert 
daher  ein  Geschwindigkeitspotential,  so  wird  dasselbe  im  Falle  der  sta- 
tionären Strömung  lediglich  eine  Funktion  von  ir,  y^  z^  nicht  von  t  sein. 

3.  Der  letzten  Bedingung  entsprechen  nun  die  Potentialausdrücke, 
welche  wir  im  vierten  Abschnitte  kennen  lernten.  Jeder  derselben  liefert 
uns,  als  Geschwindigkeitspotential  betrachtet,  eine  mögliche  stationäre 
Bewegung.  Da  diese  Potentiale  nebst  ihren  ersten  Deri vierten  in  unend- 
licher Feme  verschwinden,  so  liefern  sie  eine  Flüssigkeitsbewegung,  welche 
in  unendlicher  Feme  in  den  Buhezustand  übergeht;  man  sagt,  die 
Flüssigkeit  ruhe  im  Unendlichen.  Wegen  der  Eindeutigkeit  dieser 
Potentiale  liefern  sie  stets  nur  eine  Bewegung  in  einem  einfach  zu- 
sammenhängenden Baume. 

Wir  untersuchen  die  Bewegung,  welche  dem  Potential  der  homogenen 
Kugel  entspricht. 

4.  Das  Potential  einer  homogenen  Kugel  ist  für  einen  äufseren 
Punkt  mit  demjenigen  eines  materiellen  Punktes  von  der  Kugelmasse, 
der  sich  im  Kugelzentrum  befindet,  identisch.  Wir  denken  uns  um  dieses 
Zentrum  eine  beliebig  kleine  Kugel  beschrieben  und  haben  für  den 
ganzen  Raum  aufserhalb  derselben  das  Potential 

16* 
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m 


(2)  9-  =  ^. 

worin  r  den  Abstand  vom  Zentrum  bedeutet.  Aufserhalb  der  Kngel  gili 
die  Gleichung  (l).  Betrachten  wir  (p  als  Flttssigkeitspotential,  so  siod 
die  Flächen  gleichen  Geschwindigkeitspotentials  konzentrische  Engeln, 
die  Strömungslinien  Gerade,  welche  im  Zentrum  zufiammentreffen.  Die 
nach  dem  Zentrum  gerichtete  Geschwindigkeit  (falls  m  positiv  ist) 
wird  durch 

(3)  7-- " 

dargestellt. 

Die  Flüssigkeit  strömt  daher,  aus  dem  Unendlichen  konmiend,  von 
allen  Seiten  her  gleichmäfsig  auf  das  Zentrum  los,  um  im  Innern  der 
angenommenen  Kugel  zu  verschwinden.  Man  kann  sich  auch,  um  die 
Betrachtung  des  Unendlichen  zu  vermeiden,  um  das  Zentrum  eine  gröfsere 
Kugel  beschrieben  denken.  Auf  dieser  tritt  die  Flüssigkeit  überall  gleich- 
mäfsig und  mit  gegen  das  Zentrum  gerichteter  Bewegung  ein,  um  schliefs* 
lieh  VT)n  der  kleinen  Kugel  aufgenommen  zu  werden.  Die  Geschwindigkeit 
nimmt  umgekehrt  proportional  dem  Quadrate  der  Entfernung  vom  Zen- 
trum zu,  was  sich  auch  ganz  direkt  erklärt;  da  nämlich  die  Flüssigkeit 
immer  kleinere  Kugelflächen  zu  passieren  hat,  so  mufs  die  Geschwindig- 
keit entsprechend  zunehmen. 

Ist  m  negativ,  so  ist  der  Verlauf  gerade  der  umgekehrte. 

Man  sieht,  dafs  die  Bealisierbarkeit  des  Problems  von  der  Möglich- 
keit abhängt,  den  Zuflufs  und  Abflufs  in  der  beschriebenen  Weise  zu 
regulieren.  In  der  kleinen  Kugel  kann  dies  natürlich  nicht  genau  erreicht 
werden,  da  ein  heraujBführendes  Ableitungsrohr  angebracht  werden  müfste. 
Überhaupt  leiden  viele  Resultate,  welche  die  Potentialtheorie  für  die 
Hydrodynamik  liefert,  an  dem  Mifsstande,  dafs  sie  den  wirklich  vorkom- 
menden Verhältnissen  sehr  wenig  entsprechen. 

Auch  das  Potential  eines  homogenen  Ellipsoids  läfst  sich  in  ähn- 
licher Weise  zur  Herleitung  einer  möglichen  Flüssigkeitsbewegung  Ye^ 
wenden;  doch  sind  die  sich  ergebenden  Resultate  von  keinem  besonderen 
Interesse. 

5«  Aus  den  bekannten  Potentialausdrücken  der  Kugel  und  de5 
Ellipsoids*)  können  wir  noch  bemerkenswertere  Ergebnisse  ableiten,  ße 
zeichnet  7  das  Potential  des  homogenen  Ellipsoids 

mit  der  Dichtigkeit   1   in  Bezug  auf  einen   äufseren  Punkt,  ist  also  T 
durch  die  Gleichung  §  38,  (44)  bestimmt,  so  stellt 

(6)  9>  =  ilf^-^, 


dz 


*)  Für  die  Kugel  wurde  die  UnterBuchung  von  Lejenne-Dirichlet,  fär 
das  EUipsoid  von  Clebsch  durchgeführt. 
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worin  M  eine  Konstante  bezeichnet,  das  Geschwindigkeitspotential  für 
eine  mögliche  Bewegung  auTserhalb  des  Ellipsoids  dar.  Die  Gleichung 
^(p  sss  0  wird  nämlich  durch  (ö)  befriedigt.  Wegen  des  bekannten  Ver- 
haltens Yon  V  im  Unendlichen  ist  hier 

W  dx—  dy       ^'      dz  ^' 

hier  strömt  also  die  Flüssigkeit  mit  der  Geschwindigkeit  1  in  der  Rich- 
tung der  negativen  ;er-Achse. 

Wir  untersuchen  nun  das  Verhalten  der  Flüssigkeit  an  der  Ober- 
fläche des  hypothetischen  Ellipsoides  selbst;  dabei  möge  ria  die  nach  dem 
Inneren,  ni  die  nach  dem  Äufseren  des  Ellipsoides  gerichtete  Normale  in 
einem  Punkte  der  Oberfläche  bezeichnen.     Es  ist 

(7)  -ö-^  ==  M  ö — 5-  —  -5 —  =  M  Q — ö cos  (n«,  z). 

Aus  §  43  (Zusatz  p.  317)  folgt,  dafs 

(8)  o        ö-   +    Q"  ->»-  =  47B  COS  fWa,  Z) 

ist,  so  dafs  aus  (7) 

(9)  ^  ^  (4«Jlf  -  1)  cos  («„,  ^)-M^^- 

wird.  Hierin  können  wir  für  V  den  einfacheren  Potential ausdruck  für 
einen  inneren  Punkt  einsetzen,  der  sich  in  der  Form 

(10)  V  —  Const.  —  Äx^  —  Bi/  —  Cz"" 

darstellt,  worin  der  Wert  der  Konstanten  A^  B^  C  aus  §  38,  (47) 
hervorgeht.     Hiemach  wird 

(11)  ^~ 2C  cos  (n„  z)  =  2(7  cos  («»,  z) , 

so  dafs  (9)  in 

(12)  -|j-=.(4«Jlf  —  2CJf  —  l)c08(Ma,«) 

übergeht.  Hieraus  folgt  das  wichtige  Resultat,  dafs  ^^  konstant  Null 
wird,  wenn  man 

setzt. 

Nach  dieser  Festsetzung  stellt  (5)  eine  Bewegung  dar, 
bei  der  das  Ellipsoid  (4),  welches  man  sich  als  festen  Körper 
denken  kann,  in  Ruhe  bleibt.  Wegen  (6)  ist  die  Bewegung  im 
allgemeinen,  d.  h.  in  gröfserer  Entfernung  vom  Ellipsoid  als  eine  der 
;?-Achse  entgegengesetzt  fiiefsende  anzusehen. 

6.  Wir  wollen  die  Bewegung  etwas  weiter  untersuchen  für  den 
Fall,  dafs  das  Ellipsoid  (4)  in  eine  Kugel  mit  dem  Radius  R  übergeht. 
Es  ist  dann 
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(U) 
also 


4E^ 


3l/x»+y*  +  /«' 


(16)      9==-    ( _  +  l)^  =  _/-— 3 [-l)z. 


Hier  wird 


(^n     ""         r*        ^         V     31-3       "^    /^«.  ' 


bedenkt  man  noch,  dafs  offenbar 


1± 


z 

r 


dtp 


und  dafs  r  =  K  zu  nehmen  ist,   so  folgt,  dafs  v,    -  ==  0  wird,  wenn  man 

3 


(16) 

setzt.     Hiemach  wird 

(17) 


M  = 


Sn 


»--©+•)•■ 


In  allen  durch  die  ;e? -Achse  gelegten  Ebenen  verläuft  die  Bewegung 
in  derselben  Weise;  wir  brauchen  daher  nur  die  Bewegung  in  der  a;^ -Ebene 
zu  verfolgen.     Es  ist 

(d^  ^  SB^xz 


(18) 


dq> 


SE^'z' 


R 


dz  2r^  2r»         ^' 


Man   erkennt  hieraus,   dafs   ^     für  sehr  grofse  r»  verschwindet,    während 

A^  =  —  1   wird;  hier  weicht  also  die  Bewegung  nur  sehr  wenig 
von  der  geradlinigen  Strömung  ab.    Für  a;  ==  0,  ^  =  +  r  =  -J-  i? 


wird 


dx       ^' 


d~z 


0, 


^  =  0, 

(  X  ' 


—  1. 


d.  h.  in  den  Punkten  der  Kugel,   welche   in   die  je;-Achse    fallen, 

findet  überhaupt   keine   Bewegung   statt.      Sonst  ist    fllr   x  ==  0, 

z  =  r 

d^  ^  B^ 

dz  r 

In  der  2:-Achse  findet  also  eine  Strömung  statt,  welche  mit 
abnehmendem  r  abnimmt,  um  für  r  ^^  B  der  Null  gleich  zu 
werden. 

Für  X  =  r  =  B^  ^r  «=  0  wird 

^_?  ==  —  A 

dz  2  * 

Am  „Rande^^  der  Kugel  ist  also  die  Strömung  am  die  Hälfte 
stärker  als  in  unendlicher  Ferne. 


l^  =  0, 
ex  ' 
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Das  durchgefdlirte  Beispiel  zeigt  für  einen  speziellen  Fall,  welche 
Bewegung  eine  im  allgemeinen  gleichmäfsig  strömende  Flüssigkeit  an- 
nimmt, wenn  sich  ihr  ein  fester  Körper  —  hier  speziell  eine  Kugel  — 
in  den  Weg  stellt. 

§  85. 
Die  Methode  der  Eoordinatentransformatioii. 

1.  Die  nächstliegende  Methode,  passende  Lösungen  der  partiellen 
Differentialgleichung 

(1)  J<p  =  0, 

die  ja  nach  §  47  auch  allgemein  integriert  werden  kann,  zu  erhalten, 
besteht  in  dem  einfachen  Erraten  solcher.  So  übersieht  man  auf  den 
ersten  Blick,  dafs  eine  beliebige  lineare  Funktion  der  Koordinaten, 

(2)  9>  «=  aa;  +  Z;«/  +  C£f, 

der  Gleichung  (l)  Genüge  leistet. 

Die  Flächen  gleichen  Geschwindigkeitspotentials  sind  in  diesem  Falle 
parallele  Ebenen,  die  Stromlinien  daher  die  auf  diesen  senkrechten  Ge- 
raden. Wir  haben  hier  die  einfache,  geradlinige  Bewegung  mit  konstanter 
Geschwindigkeit. 

2.  Das  Erraten  von  anderen,  komplizierteren  Lösungen  von  (1) 
wird  sehr  gefördert  durch  geeignete  Transformationen  dieser  Gleichung 
in  andere  Koordinatensysteme.  Durch  die  bekannte  Umrechnung  von  (1) 
in  Polarkoordinaten  (§  40  (10))  würden  wir  z.  B.  leicht  auf  die  erste  der 
im  vorigen  Paragraphen  behandelten  Bewegungen  geführt  werden.  Die 
Einführung  elliptischer  Koordinaten,  mit  der  wir  uns  alsbald  be- 
schäftigen wollen,  liefert  ein  Resultat,  welches  von  dem  in  §  84,  4  zuletzt 
erwähnten  vei^schieden  ist. 

3.  Da  die  direkte  Koordinatentransformation  sehr  umständlich  ist, 
so  wählen  wir  ein  indirektes  Verfahren,  welches  aus  §  45,  2  hervorgeht. 
Wir  sahen  dort,  dafs  ein  Integral 

welches  über  einen  vorgelegten  einfach  zusammenhängenden  Baum  aus- 
zudehnen und  in  welchem  q>  für  die  Grenze  dieses  Raumes  gegeben  ist, 
zu  einem  Minimum  wird,  wenn  innerhalb  dieses  Raumes  die  Gleichung  (i) 
befriedigt  ist.     Wir  können  daher  die  Gleichung  (l)  durch 

(4)  dSl  =  0 

ersetzen.  Da  in  (3)  relativ  leicht  neue  Koordinaten  einzuführen  sind, 
so  ist  die  Transformation  auf  diesem  Wege  der  direkten  Öfters  vor- 
zuziehen. 

4.  Die  Darstellung  der  Gröfse  unter  dem  Integral  mittels  der  in 
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§  31  eingeführten  elliptischen  Koordinaten  ist  munittelbar  zn  leisten. 
Es  ist*) 


worin 


(6) 


^  —  (a*  +  h)  (&*  +  i.)  (c*  +  X,) ' 


(a>H-J,)(&'  +  i,)(c'  +  l,)' 


(a«  +  i.)  (6»  +  l.)  (c'  +  1,) 
zu  setzen  ist.     Wir  haben  daher  an  Stelle  von  (1) 

(')     '/-[idjy+idsy+^d?)-]-« 

oder,  da  infolge  von  §  31,  (18) 

(8)  dx  =  \  YlMN  dk^  dXjj  dAj 

ist,  nach  Ausführung  der  Variation  unter  dem  Integralzeichen 

Ähnlich  wie  in  §  43,  (10)  können  wir  hier  partielle  Integrationen  aus- 
führen, wodurch  wir  die  linke  Seite  von  (9)  in  ein  Baumintegral  und 
in  ein  Oberflächenintegral  zerlegen;  beide  enthalten  den  Faktor  öq).  Da 
nun  ög)  auf  der  Oberfläche,  wo  q>  feste,  nicht  zu  variierende  Werte  be- 
sitzt, verschwinden  mufs,  so  kommt  das  Oberflächenintegral  ganz  in  Weg- 
fall und  wir  erhalten  an  Stelle  von  (9) 

Wegen  der  Willkürlichkeit  von  S(p  in  jedem  Punkte  schliefsen  wir, 
dafs  die  Gröfse  unter  dem  Integralzeichen  verschwinden  mufs,  und  wir 
finden  so  als  Transformation  von  (l)  die  Gleichung 

•)  Der  Ausdruck  ( ^ j  +  y^)  +  (ö^)    ^^^  ^^  Doppelte  der  lebendigen 

Kraft  eines  materiellen  Punktes,  wenn  die  Masse  der  Einheit  gleichgeaetxt  wird. 
Die  Geschwindigkeitskomponenten  nach  den  Richtungen  der  Schnittlinien  des 
orthogonalen,  elliptischen  Systems  sind  durch   (s.  zu  diesem  Zweck  §  31,  (18), 

worin  YLdli  u.  s.  w.  in  ^yLdl^   u.  s.  w.  zu  verbessern  ist) 

1      d(p  1       dq>  1       dq> 

dargestellt,  woraus  sich  (5)  unmittelbar  ergiebt. 
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6.    Um   eine  partielle  Lösung  von  (11)  zu  erraten,  betrachten   wir 

eine  der  Wurzelgröfsen  auf  der  linken  Seite,  z.  B.  y  —y~  i  genauer.    Setzen 
wir  die  Werte  (6)  darin  ein,  so  erkennen  wir,  dafs  der  untersuchte  Aus- 


druck aus  dem  Faktor 

1 


und  einem  weiteren  Faktor,  der  X^  nicht  enthält,  besteht.    Nun  übersehen 
wir  sofort,  dafs  der  von  X^  xmd  X^  unabhängige  Ausdruck    - 


Cä)  ",  -Jy^ 


+  «.)  (»'  +  ",)  («•  +  >.) 


die   Gleichung   (1 1)   befriedigt.     Es   wird   nämlich  —^  =  ^p  =  0  und 

V  ^T~  ^   ^^°    ^1    unabhängig.     Ebenso    befriedigen    auch   die    beiden 
analog  gebildeten  Ausdrücke  q>2  und  gpg  die  Gleichung  (ll). 

G*  Die  Diskussion  der  erhaltenen  Geschwindigkeitspotentiale  ist 
einfach.  Setzen  wir  <p,  =  Const.,  so  folgt  auch  X^  =  Const.  Dies  ist 
aber  die  Gleichung  eines  der  konfokalen  EUipsoide,  welche  das  eine 
System  der  Fundamentalflächen  des  elliptischen  Koordinatensystems  aus- 
machen. Erinnern  wir  uns  daran,  dafs  die  elliptischen  Koordinaten  ortho- 
gonal sind,  so  folgt  sofort,  dafs  die  Schnittlinien  der  konfokalen 
einschaligen  und  zweischaligen  Hyperboloide,  welche  die  beiden 
andern  Schaaren  von  Fundamentalflächen  bilden,  die  Strom- 
linien darstellen. 

Ähnlich  wie  im  vorigen  Paragraphen  können  wir  uns  ein  gröfseres 
und  ein  kleineres  Ellipsoid  vorstellen,  durch  dessen  Fläche  die  Flüssig- 
keit ein-  und  ausfliefst,  während  sich  im  Innern  des  von  beiden  ein- 
geschlossenen Raumes  die  Flüssigkeit  in  den  genannten  Stromlinien  bewegt. 

Analog  ist  die  Diskussion  der  Geschwindigkeitspotentiale  (p^  und  (p^. 
Auch  läfst  sich  eine  in  einer  Ebene  (resp.  parallel  einer  solchen)  vor- 
gehende Bewegung  konstruieren,  bei  welcher  Systeme  von  konfokalen 
Ellipsen  und  Hyperbeln  die  Kurven  gleichen  Geschwindigkeitspotentials 
und  die  Stromlinien  darstellen. 

§  86. 
Die  konforme  Abbildung. 

1.  Die  bisher  benutzten  Methoden  zur  Herleitung  möglicher  Flüssig- 
keitsbewegungen leiden  vielfach  an  dem  Mifsstande,  dafs  sie  sich  den  in 
der  Wirklichkeit  gegebenen  Verhältnissen  zu  wenig  anpassen  und  Resul- 
tate von  lediglich  theoretischem  Interesse  liefern.  Weit  leistungsfähiger 
ist  die  folgende,  in  diesem  und  dem  nächsten  Paragraphen  durchzu- 
führende, von   V.  Helmholtz   begründete,  von  Kirchhoff  ausgebildete 
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Methode*).  Dieselbe  ist  nur  auf  Bewegungen  in  einer  Ebene  (resp. 
parallel  einer  solchen)  anwendbar.  Flüssigkeitsbewegungen,  bei  denen 
sich  alle  zu  einer  bestimmten  Geraden  normalen  Schichten  gleichmSisig 
bewegen,  gehören  hierher.  Auch  sollen  nur  stationäre  Bewegungen 
behandelt  werden. 

Das  Gescbwindigkeitspotential  einer  inkompressibeln  Flüssigkeit,  das 
nur  von  zwei  Varial^eln  x  und  y  abhängt,  genügt  der  partiellen  Differen- 
tialgleichung 

und  jede  Lösung  dieser  Gleichung  giebt  eine  mögliche  Bewegung,  welche 
parallel  einer  £bene  vor  sich  geht.  Die  allgemeinste  Lösung  von  (H 
haben  wir  bereits  früher  aufgestellt;  die  Hauptaufgabe  liegt  indessen 
darin,  solche  spezielle  Lösungen  ausfindig  zu  machen,  welche  gegebenen 
Grenzbedingungen  genügen.  Hierzu  werden  wir  aber  befUhigt  durch  die 
Beziehungen,  in  denen  die  Gleichung  (l)  zu  der  Theorie  der  komplexen 
Funktionen  steht. 
2.    Es  sei 

(2)  z  =  x+  iy^ 

worin  i  die  Quadratwurzel  aus  der  negativen  Einheit  bedeutet,  und  f(z) 
stetige  Funktion  von  ;?;  femer  sei 

(3)  f{z)  ==«;  =  «+  *^'i 

worin  u  und  v  ebenso  wie  x  und  y  reell   sein  mögen.     Es   ist   alsdann 

dw         d  (m  +  tv)         du  +  idv 


(4) 


dz         d{X'\'iy)         dx-^-idy 

du  ,      ,   <"  t*  ,      t    .cv  j      .    .  dv   . 
r-~  dx  +  - —  dy  +  i  ^ —  dx  +  %  r^~  dy 
ex         ^    ry    ^    *      ex  cy 

dx  +  idy 


^  ^  dy    *^     dy  \dx^^     dxJ 


Soll  -T^  einen  bestimmten  Grenzwert  repräsentieren,  also  von  der  speziellen 

Wahl  von  dx  und  dy  nicht  abhängen,  so  müssen  sich  diese  beiden  Gröfsen 
herausheben,  was  offenbar  nur  eintritt,  wenn 

du    ^    .  dv        .  (du    ,    .  dv\        ,du  dv^ 

dx        dx 

ist;   denn   nur  dann   enthält  der   Zähler  den   Faktor   dx  +  ^dy.      Durch 
Trennung  von  Reellem  und  Imaginärem  erhalten  wir  aus  (5) 

.  cu (V        dv  du^ 

^  ^  dy  dx'^      dy        dx 

Differentiieren  wii*  diese  beiden  Gleichungen  nochmals  nach  x  und  y, 
so  erhalten  wir 


*)  V.  Helmholtz,  Über  diskontinuierliche  Flüssigkeilabe  we 
gungen,  Ges.  Werke,  B.  1,  p.  146 ;  Kirchhoff,  Zur  Theorie  freier  Flüssig 
keitsstrahlen,  Ges.  Werke,  p.  416;  Mechanik,  p.  872  u.  290. 
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dxcy  cx^  '       dx'öy        dx^  ' 

^y*  dxdy^       dy-         dxdy 

und  hieraus 

r«^  ^''*  4.  ^  -  0       ^  4.  ^  -  0 

Der  reelle  und  der  durch  i  dividierte  imaginäre  Teil  der 
stetigen*)  Funktion  f {z)  genügen  also  derselben  partiellen 
Differentialgleichung,  wie  das  Geschwindigkeitspotential  einer 
ebenen  Bewegung. 

Sind  also  x  und  y  die  Koordinaten  eines  Flüssigkeits- 
teilchens und  bildet  man  willkürlich  eine  stetige  Funktion 
f  (x  +  yi),  so  liefern  der  reelle  und  der  durch  i  dividierte 
imaginäre  Teil  dieser  Funktion  das  Geschwindigkeitspotential 
einer  möglichen  Bewegung. 

3.  Aus  (6)  folgt  femer  die  Richtigkeit  der  Gleichung 

/J.X  du  dv^    I    du  dv  ^ 

^  ^  dx  dx    *    dy  dy 

Denkt  man  sich  zwei  Kurven  durch  die  Gleichungen  u  ==  c  und  t;  =  c, , 
worin  c  und  Cj  beliebige  Konstanten  sind,  u  und  v  aber  als  Funktionen 
von  X  und  y  aufgefafst  werden,  so  besagt  die  Gleichimg  (6),  dafs  beide 
Kurven  aufeinander  senkrecht  stehen.  Die  Richtungskosinus  der  Tan- 
genten  an    beide  Kurven    im   Schnittpunkte    verhalten   sich  nämlich  wie 

du      dv  ,      du      dv 

dx^     dx  dy^     dy 

Betrachtet  man  nun  u  als  Geschwindigkeitspotential,  so  stellen 
die  Kurven  u  =  c  die  Linien  gleichen  Ge.'-chwindigkeitspotentials  dar. 
Die  Kurven  t;  =  q,  welche  auf  diesen  ersten  senkrecht  stehen,  müssen 
daher  die  zugehörigen  Stromlinien  sein.     Also: 

Betrachtet  man  u  oder  v  als  Geschwindigkeitspotential, 
so  liefern  v  ==  Const.,  resp.  u  =  Const.  die  Gleichungen  der 
Stromlinien. 

4.  Wir  denken  uns  jetzt  auch  u  und  v  als  rechtwinklige  Koordi- 
naten; sowohl  z  =^  x  '{'  yij  als  auch  w  '^  u  -}-  vi  geben  dann  die  all- 
gemein bekannte  Darstellung  einer  komplexen  Zahl  als  Punkt  in  je  einer 
Ebene.  Durch  die  Gleichung  (2)  wird  jedem  Punkte  der  ;?- Ebene  ein 
Punkt  der  tc-^hene  zugeordnet  oder,  wie  man  zu  sagen  pflegt,  die  ;?-Ebene 
wird  mittels  der  Funktion  tc  '^^  f{z)  auf  der  w-Ebene  abgebildet. 

Die  Gröfse    .      stellt   nach   dem  Vorhergehenden   einen   bestimmten 


*)  Der  Begi'iff  der  Stetigkeit  einer  Funktion  w  einer  komplexen  Varia- 

beln  z,  wie  wir  ihn  hier  aaffaBsen,  verlangt,  dafs  -^-   einen  bestimmten  end- 
lichen Wert  repräsentiert. 
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Grenzwert  dar  —  einzelne  singulare  Funkte  etwa  abgerechnet  — ,  der 
von  der  speziellen  Wahl  von  dz  nicht  abhängt.  Sind  daher  dSi,  dr^, 
dz^,  .  . .  verschiedene  unendlich  kleine  Inkremente  von  g'^  dwi,  dw^^  du>^ 
die  entsprechenden  Inkremente  von  tr,  so  ist 

,     V  dw^  _  dw^  _  dwg  _ 

^     "^  dzi  dgf  dz^ 

Bezeichnen  wir  (Fig.  17)  die  absoluten  Beträge  von  dz^^  dz^^  dz^^.., 
mit  eif],  dr^^  dr^^ . .  »  diejenigen  von  dw^^  dw^^  dtp^j . .  .  mit  d^^,  dQ,^ 
d^3, . .  . ,  so  muTs  auch 


(11) 


dQi  _^  dp,  ^_  dg^ 
dri         dr,         dr^ 


Fig.  17. 


Nur  wenn  -j-  =  0  oder  3— 
dz  dz 


sein,  da  der  absolute  Betrag  eines  Quo- 
tienten dem  Quotienten  der  absoluten 
Beträge  von  Dividend  und  Divisor  gleich 
ist.  Hiermit  haben  wir  das  Besultat: 
Den  unendlich  kleinen  Strecken^ 
welche  in  der  z  Ebene  von  einem 
Punkte  auslaufen,  entsprechen  in 
der  ti;-Ebene  proportionale  Strecken. 

•  00  ist,  können  die  gemachten  Schlüsse 

nicht  angewandt  werden. 

Einem  unendlich  kleinen  Dreieck  ABC  der  ;?- Ebene  entspricht  in 
der  f«;-Ebene  ebenfalls  ein  unendlich  kleines  Dreieck  AyB^Cy,  Nach  dem 
eben  Bewiesenen  ist 

^^^^  B,C,    ~  C,Ä,  A^B,' 

d.  h.  die  beiden  unendlich  kleinen  Dreiecke  sind  einander  ähnlich;  ihre 
entsprechenden  Winkel  sind  gleich.  Dem  Winkel  zweier  sich  schneidenden 
Kurven  in  der  £"- Ebene  entspricht  daher  ein  gleicher  Winkel  in  der 
yr -Ebene.     So  gelangen  wir  zu  dem  Ergebnis: 

Durch  eine  stetige  Funktion  w  ='  f(z)  wird  die  £r-Ebene  auf 
der  t^-Ebene  derart  abgebildet,  dafs  entsprechende  unendlich 
kleine  Figuren  in  beiden  einander  ähnlich  sind;  entsprechende 

Winkel    sind    gleich.     Nur    in    den    Funkten,    wo    j—  =  ö    oder 
=  00  ist  (den  Unstetigkeits-  und  Verzweigungspunkten),  ver- 

tt  z 

liert  dieses  Gesetz  seine  Gültigkeit.  Man  bezeichnet  diese 
Abbildung  als  konform,  isagonal  oder  in  den  kleinsten  Teilen 
ähnlich. 

Es  braucht  nicht  etwa  vorausgesetzt  zu  werden,  dafs  w  eine  ein- 
deutige Funktion  von  z  ist;  im  Falle  der  Vieldeutigkeit  kann  man  einen 
Komplex  stetig  zusammenhängender  e^ -Werte  herausgreifen,  und  für  diesen 
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gilt  das  hergeleitete  Oesetz.  Die  Verzweigangspnnkte,  in  denen  mehrere 
sonst  verschiedene  Werte  der  mehrdeutigen  Funktion  in  einen  zusammen- 
fallen, gehören  immer,  wie  fiuiktionaltheoretische  Betrachtungen  zeigen, 
zu  den  vorhin  ausgeschlossenen  Funkten. 

5.  Wir  untersuchen  jetzt  den  speziellen  Fall  genauer,  dafs  w  eine, 
lineare  Funktion  von  j?,  d.  1l  dafs 

ist.  Da  eine  Multiplikation  des  Zählers  und  des  Nenners  mit  derselben 
Gröfse  ohne  Einflufs  ist,  so  enthält  die  lineare  Funktion  drei  willkür- 
liche Eonstanten. 

Es  gilt  nun  der  wichtige  Satz*): 

Durch  eine  lineare  Funktion  wird  ein  Kreis  wieder  als 
Kreis  abgebildet;  dabei  wird  die  Gerade  als  ein  Spezialfall 
des  Kreises,  nämlich  als  ein  Kreis  mit  unendlichem  Raditis 
angesehen. 

Beweis.  Die  Transformation  (13)  kann  durch  eine  Folge  einfacherer 
ersetzt  werden.     Es  ist  nämlich 

hc  —  ad 
a     ,  c 

c     '     cz  +  d  ^ 


(14) 


so  dafs  w  durch   folgende  Reihenfolge  von  Operationen  erhalten  werden 

kann: 

/    ,      a  /        bc  —  ad     „  „  1 

'      c  '  c  '  ti;     ' 

Diese  Transformationen  lassen  sich  auf  die  drei  Grundformen 

(15)  w  ^^  n  •\-  a^     «j  «=s  bZf     w  =*  - 

zurückführen. 

Die  erste  Transformation  (15)  liefert  in  der  «(;- Ebene  eine  kon- 
gruente Abbildung  det  z-Ebene,  die  nur  gegen  den  Nullpunkt  verschoben 
erscheint.  Die  zweite  Transformation  giebt  eine  ähnliche  Abbildung, 
die,  wenn  b  komplex  ist,  mit  einer  Drehung  aus  der  ähnlichen  Lage  ver- 
bunden ist.  Durch  beide  Transformationen  wird  ein  Kreis  wieder  in  einen 
Kreis,  eine  Gerade  in  eine  Gerade  transformiert. 

In  der  dritten  Transformation  (15)  setzen  wir 

j?  =  a;  -}-  iy,     w  =  m  +  tv 
und  haben 

also 


*)  a,  &,  c,  d  dürfen  beliebig  komplex  sein. 
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Besitzt  ein  Kreis  in  der  ^-Ebene  die  Gleichung 

(x  -  af  +  (y-  ßy  =  r\ 
'SO  liefert  die  Transformation 


oder 


oder 


tt'  +  «•  M-  +  ^'' 

(r«  -  a«  -  j3«)  (li*  +  v^)  +  2(a«  -  ^r)  =  1. 

Dies    ist   wieder   die    Gleichung   eines   Kreises,   da   kein    Glied    mit   t/r 
auftritt  und   u^  und  v^  denselben  Koeffizienten   besitzen;    im   Spezialfälle 

r«  -  a«  -  ^^  ==  0 

geht  der  Kreis  in  eine  Gerade  über. 
Eine  Gerade 

aa*  +  6y  +  c  =  0 
in  der  j^-Ebene  wird  in 

au  bv 


+  c  =  0 


M*  +  t?*  W*  +  ^* 

oder 

c(u^  -{-  v^  -{'  au  —  hv  =  0 

transformiert,  was  die  Gleichung  eines  Kreises  ist,  der  durch  den  Null- 
punkt geht.     Bei  c  ="  0  ist  die  Abbildung  eine  Gerade. 

Jede  Zusammenstellung  von  Transformationen  (15),  also  auch  die 
Transformation  (13),  führt  einen  Kreis  wieder  in  einen  andern  Kreis 
über,  wobei  die  Gerade  als  Spezialfall  des  Kreises  erscheint. 

G,    Durch  Differentiation  von  (13)  erhalten  wir 

/.^x  dw  ad  —  bc 

(16) 


dz  {cz  +  d) 


9  ) 


ein  Nullwerden   des  Differentialquotienten  tritt  nur  für  e  =  oo,  ein  ün- 

endlich  werden  für  ;2r  == ein.     Eine  Unterbrechung   der  Konformität 

der  Abbildung  könnte  also  nur  für  ^  =  oo  oder  w  ==  oo  eintreten. 
Selbst  in  diesen  Fällen  jedoch  bleibt  die  Konformität  gewahrt,  wenn  das 
Unendliche  in  geeigneter  Weise  aufgefafst  wird;  wir  gehen  jedoch  hierauf 
nicht  weiter  ein.  Wir  bemerken  blofs,  dafs  hier  nur  das  Vorhandensein 
eines  unendlich  fernen  Punktes  angenonmien  werden  darf. 

Da  die  Transformation  (13)  drei  willkürliche  Konstanten  enthält,  so 
kann  man  es  durch  geeignete  Wahl  derselben  dahin  bringen,  dafs  drei 
Punkte  der  ^-Ebene  in  drei  beliebig  gegebene  der  fr-Ebene 
übergeführt  werden.  Da  ein  Kreis  durch  drei  seiner  Punkte,  ebenso  eine 
Gerade  durch  zwei  im  Endlichen  gelegene  Punkte  und  den  unendlich  fernen 
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Punkt,  durch  den  sie  immer  geht,  vollkommen  bestimmt  ist,  so  kann 
man  (13)  stets  so  bestimmen,  dafs  ein  vorgelegter  Kreis  der  je;-Ebene 
in  einen  vorgelegten  der  w-Ebene  übergeführt  wird,  wobei 
wieder  die  Gerade  als  Spezialfall  erscheint.  Wir  werden  gerade  diesen  Um- 
stand —  freilich  in  etwas  modifizierter  Weise  —  später  zu  benutzen  haben. 

7.  Wir  betrachten  weiter  die  Transformation 

(17)  w  =  jer«, 

worin  n  eine  positive   ganze  Zahl   bedeuten   möge.     Da  für  z  =  0  auch 

.—  =  0  wird,  so  ist  ;e:  =  0  ein  Punkt,  in  welchem  die  Konformität  eine 

Unterbrechung  erleiden  kann  und,  wie  wir  sogleich  sehen  werden,  wirklich 
erleidet.     Setzen  wir 

p=  r(cosg>  +  isingp), 
\w  =  Q  (cos  1p  -\-  i  sin  i/;) , 

worin   r   und   q  reell   sind,   so   wird   aus  (17)  nach  dem  Moi  vre 'sehen 

Satze 

Q  (cos  ^  4"  ^  sin  1/;)  =  r*  (cos  ntp  -j-  i  sin  «9>), 
also 

(19)  ^  =  *^»     tj;  =  «9  +  2fe7c. 

Es  mögen  nun  in  der  ^- Ebene  zwei  Gerade  gegeben  sein,  welche 
durch  den  Nullpunkt  gehen  und  mit  der  Halbachse  der  reellen,  positiven 
Zahlen  die  Winkel  gpj  und  (p^  einschliefsen,  also  den  Winkel  q>i  —  (p2 
miteinander  bilden.  In  der  w-Ebene  entsprechen  ihnen  noch  zwei  Gerade, 
welche  mit  der  entsprechenden  Achse  die  Winkel  fifp^  und  nq>^  ein- 
schliefsen, also  den  Winkel  n  ((p^  —  (p^  miteinander  bilden. 

Ein  jeder  Winkel  in  der  r-Ebene,  welcher  den  Nullpunkt 
zum  Scheitel  hat,  wird  also  in  der  w-Ehene  durch  sein  n-faches 
dargestellt.  Während  eine  durch  den  Nullpunkt  gehende  Ge- 
rade in  der  ;s:-Ebene  eine  einfache  Umdrehung  ausführt,  führt 
die  entsprechende  Gerade  in  der  w-'EheYie  n  Umdrehungen  aus. 

Entsprechendes  kann  man  über  die  Winkel  annehmen,  welche  im 
CFn endlichen  entstehen;  sonst  herrscht  überall  Konformität.  Alle  Kreise, 
welche  in  der  ;?-Ebene  den  Nullpunkt  zum  Mittelpunkte  haben,  werden 
in  der  ft'-Ebene  wieder  als  Kreise  mit  demselben  Mittelpunkte  abgebildet. 
Für  andere  Kreise  gilt  dies  nicht. 

8,  Ist  umgekehrt 

(20)  2v  =  }/z  -= 


n 


SO  entsprechen  jedem  ;sr- Werte  n  «? -Werte,  Jeder  Geraden  der  r-Ebene, 
welche  durch  den  Nullpunkt  geht  und  durch  den  Richtungswinkel  q> 
fixiert  ist,  ensprechen  in  der  u*-Ebene  solche  Geraden  mit  den  Richtungs- 
winkeln 
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•  • 


n  '  n       '  n       '  '  n 

Unter  den  verschiedenen  Winkeln,  welche  in  der  w-Ebene  einem  Winkel 
der  ;?-Ebene  entsprechen,  der  seinen  Scheitel  im  Nullpunkte  hat,  findec 
sich  solche,  welche  den  ^ten  Teil  des  ersten  Winkels  betragen,  während 

die  übrigen  sich  um  Vielfache  von  —  hiervon  unterscheiden.    Führt  eine 

durch  den  Nullpunkt  gehende  Gerade  eine  Drehung  um  denselben  aas, 
so  dreht  sich  die  entsprechende  Gerade  der  i<;-Ebene  n-mal  langsamer. 
Bei  Anwendungen   fixiert   man   als  Winkel,    welcher  q)    entsprechen  soll 

gewShnUch  |. 

Über  die  Abbildung  von  Kreisen  gilt  Analoges,  wie  in  der  yorigeo 
Nummer. 

Stellt  man  die  Resultate  dieser  und  der  vorhergehenden  Noinmer 
zusammen,  so  gelangt  man  zu  dem  folgenden  Resultate: 

Durch  die  Transformation 

(21)  IT  =  iB«, 

worin  n  beliebig  gehrochen  ist,  wird  im  Nullpunkte  ein  Winkel 
in  sein  n-faches  verwandelt,  und  dasselbe  ist  für  den  unend- 
lich fernen  Funkt  anzunehmen;  sonst  herrscht  Konformität 
Nur  die  Kreise,  welche  den  Nullpunkt  zum  Mittelpunkte  haben, 
werden  wieder  als  Kxeise  abgebildet,  und  nur  diejenigen  Ge- 
raden, welche  durch  den  Nullpunkt  gehen,  wieder  als  Gerade. 
9.  Es  ist  nun  leicht  Transformationen  anzugeben,  welche  die  r-Ebeoe 
konform  auf  die  fr -Ebene  abbilden,  mit  Ausnahme  von  zwei  beiderseits 
beliebig  zu  wählenden  Funkten,  in  denen  jeder  Winkel  in  das  n-fache'^ 
verwandelt  wird.     Setzen  wir  nämlich 


(22) 


{az  +  6\»  ,    , 


cz  4-  d 
w  — 


.  {^ay+ ". ' 


OB  +  d. 
so  kann  diese  Transformation  durch  die  Folge  dreier: 

ersetzt  werden.  Die  dritte  Transformation  bildet  die  «-Ebene  durchaus 
konform  ab,  und  zwar  können  die  Koeffizienten  so  gewählt  werden,  dafs 
zwei  beliebig  vorgegebenen  Punkten  z^  und  z^  in  der  «'"-  Ebene  der  Null- 
punkt und  der  unendlich  ferne  Punkt  entsprechen.  Es  braucht  zu  dieseni 
Zwecke  nur 

(24)  az^  +  b  =  0^     Ci»j,  +  c  =  0 


*)  n  ist  eine  beliebige  gebrochene,   positive  Zahl.    Auch  negative  n  - 
die  man  aber  vermeiden  kann  —  bringen  keine  Schwierigkeit  herror. 
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gemacht  zu  werden.  Ein  Koeffizient  bleibt  noch  willkürlich.  Alle  Kreise 
werden  durch  diese  Transformation  wieder  als  Kreise  (resp.  als  Gerade) 
abgebildet.  Insbesondere  werden  alle  Kreise,  welche  durch  z^  imd  z^ 
gehen,  als  Kreise  abgebildet,  welche  durch  den  Nullpunkt  und  den  un* 
endlich  fernen  Punkt  gehen,  d.  h.  als  Gerade,  welche  sich  im  Nullpunkte 
schneiden. 

Die  zweite  Transformation  bringt  eine  Abweichung  von  der  Kon- 
formität in  dem  Nullpunkte  und  dem  xmendlich  fernen  Punkte  hervor 
derart,  dafs  hier  jeder  Winkel  durch  den  n- fachen  ersetzt  wird.  Den 
Geraden,  welche  durch  den  Nullpunkt  gehen,  entsprechen  wieder  Gerade, 
den  Kreisen,  welche  den  Nullpunkt  zum  Mittelpunkte  haben,  die  also  auf 
jenen  Geraden  senkrecht  stehen,  entsprechen  ebensolche  Kreise.  Durch 
die  durchaus  Konformit&t  erzeugende  erste  Transformation  werden  dann 
bei  geeigneter  Wahl  der  Koeffizienten  (entsprechend  (24))  der  NuUpimkt 
und  der  unendlich  ferne  Punkt  in  zwei  beliebige  Punkte  w^  und  w^  über- 
geführt*).    Nehmen  wir  alles  zusanunen,  so  erhalten  wir  das  Resultat: 

Die  Transformation  (22)  kann  so  bestimmt  werden  (wobei 
noch  zwei  Koeffizienten  willkürlich  bleiben),  dafs  zwei  vor- 
gelegte Punkte  der  z-Ehene  in  zwei  vorgelegte  Punkte  der 
w-Ebene  transformiert  werden  derart,  dafs  alle  Winkel  an 
diesen  Punkten  eine  vorgegebene  proportionale  Änderung  er- 
fahren. Alle  durch  die  beiden  Punkte  der  £?-Ebene  gehenden 
Kreise  und  die  auf  diesen  normalen  Kreise  werden  wieder  als 
Kreise  abgebildet.  Aufser  in  den  beiden  Punktepaaren  herrscht 
überall  Konformität  der  Abbildung. 

10«  Die  Gröfse  n  in  (22)  kann,  wenn  sonst  die  KoefEzienten  ent- 
sprechend gewählt  werden,  auch  unendlich  grofs  oder  —  was  auf  eine 
ümkehrung  hinausläuft  —  unendlich  klein  sein.  Wir  gelangen  dann 
zu  einer  Exponentialfunktion,  resp.  einem  Logarithmus.  Im  ein- 
fachsten Falle  ist 

(25)  «;— =t«  +  it;  =  c*  =  e*+»y  =  e*  (cos  y  -f  i  sin  y) , 
also 

(26)  M  =  c*  cos  y ,       «;  =  c*  sin  y 
und 

(27)  «»  +  t;»  =  e*>,      ^  =  tg». 

Den  Geraden  x  =  Const,  d.  h.  den  Parallelen  zur  y -Achse  ent- 
sprechen daher  in  der  ««'-Ebene  Kreise,  welche  den  Nullpunkt  zum  Mittel- 
punkte haben;  den  Geraden  y  =  Const.  dagegen,  die  der  o; -Achse  parallel 


*)  Da  die  beiden  Winkel,  unter  denen  sich  zwei  Kreise  schneiden,  gleich 
sind  9  so  bilden  die  darch  w^  und  to^  gehenden  Kreise  in  beiden  Punkten  die 
gleichen  Winkel  miteinander.  Hierdurch  sind  alle  Schwierigkeiten  gehoben, 
welche  etwa  durch  das  Hereinziehen  des  unendlich  fernen  Punktes  der  w''-  Ebene 
hervorgerufen  werden  konnten. 

Baasoiiberger,  analyt.  Mechanik.    I[.  17 
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laufen,  entsprechen  Gerade,  welche  durch  den  Nullpunkt  gehen.  Einer 
Verschiebung  der  Geraden  y  =  Const.  in  der  Richtung  der  a; -Achse  ent- 
spricht eine  Drehung  ihrer  Abbildung  um  den  Nullpunkt.  Da  tgy  die 
Periode  it  besitzt,  so  zieht  eine  Verschiebung  um  n  eine  Drehung  am 
einen  Gestreckten  (nach  der  die  Gleichung  der  Geraden  wieder  die  näm- 
liche wird),  also  eine  Verschiebung  um  27t  eine  volle  Umdrehung  nach 
sich.  Dafs  die  Drehung  der  Verschiebung  proportional  ist,  geht  aus  der 
zweiten  Gleichung  [21)  hervor,  welche  angiebt,  dafs  der  Winkel  (d.  h.  der 
entsprechende  Bogen)  der  abgebildeten  Geraden  mit  der  o: -Achse  y  gleich  ist 

Es  hat  keine  Schwierigkeit,  durch  Kombination  von  (25)  mit  linearer 
Transformationen,  sowie  w  =»  f^  eine  Transformation  zu  erzeugen,  welche 
eine  Parallelverschiebung  als  eine  Drehung  von  beliebiger  Gröfse  abbildet 

Die  Abbildung  durch  den  Logarithmus  liefert  selbstverst&ndlicb 
die  ümkehrung  der  soeben  besprochenen  Abbildung  durch  die  Exponen- 
tialfunktion. 

§  87. 

Flüssig^eitastrahlen. 

1«  Bei  der  stationären  Bewegung,  die  wir  jetzt  betrachten  wollen, 
mögen  keine  Kräfte  wirken;  ein  Geschwindigkeitspotential  möge  vor- 
handen sein.  Da  bei  der  inkompressibeln  Flüssigkeit  P=  —  ist,  so 
wird  aus  §  83,  (2)  hier 

c  ist  hierin  eine  absolute  Konstante;  der  eingeklammerte  Ausdruck  auf 
der  rechten  Seite  stellt  das  Quadrat  der  Geschwindigkeit  dar.  Wir  haben 
das  wichtige  Besultat: 

Bewegt  sich  eine  inkompressible  Flüssigkeit  stationär 
ohne  Einwirkung  einer  Kraft,  so  ist  der  hydrodynamische  Druck 
an  irgend  einer  Stelle  lediglich  eine  Funktion  der  daselbst 
vorhandenen  Geschwindigkeit;  er  nimmt  mit  wachsender  Ge- 
schwindigkeit ab. 

Bei  einer  Bewegung,  die  parallel  der  a;^- Ebene  vor  sich  geht,  ver- 
einfacht sich  (l)  zu 

2«  An  die  Gleichungen  (l)  und  (2)  ist  eine  Bemerkung  von  funda- 
mentaler Bedeutung  anzuknüpfen.  Es  folgt  aus  diesen  Gleichungen^  dafs 
für  hinreichend  grofse  Geschwindigkeiten  —  der  hierüber  ent- 
scheidende Wert  von  c  hängt  von  den  Grenzbedingungen  ab  —  der 
Druck  p  negativ  wird.  Wir  hoben  bereits  in  §  76,  5  hervor,  dafs 
eine  ideale  Flüssigkeit  bei  negativem  Drucke  zerreifst.  In  Wirklichkeit 
findet  infolge    der  Wirksamkeit    molekularer  Ejräfte    das   Zerreifsen  erst 
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bei  einem  negativen  Dracke  yon  gewisser  Gröfse  statt.  Unter  allen  Um- 
ständen ist  daran  fest  zu  halten,  dafs  bei  Überschreitang  eines  gewissen 
Grenzwertes  in  der  Geschwindigkeit  ein  Zerreifsen  statthaben  mnfs. 

Wenn  sich  eine  Flüssigkeit  innerhalb  einer  andern  so  bewegt,  dafs 
an  der  Grenzfläche  die  Kontinuität  der  Bewegung  aufgehoben  ist,  so  sagt 
man,  dafs  sie  einen  Flüssigkeitsstrahl  bilde.  Auch  kann  man  von 
einem  solchen  sprechen,  wenn  die  bewegte  Flüssigkeit  teilweise  an  den 
leeren  Raum  angrenzt.  Im  letzteren  Falle  mufs  der  Druck  an  der  freien 
Oberfläche  natürlich  Null  sein.  Im  ersteren  Falle  mufs  an  der  Grenz- 
fläche der  Flüssigkeiten  gerade  der  Druck  statthaben,  bei  welchem  das 
Zerreifsen  eintritt.  In  jedem  Falle  ist  an  der  Grenzfläche  des 
Strahles  gegen  die  umgebende  Flüssigkeit  oder  den  leeren 
Raum  der  Druck,  also  auch  die  Geschwindigkeit  konstant. 

ti.  Wir  untersuchen  nun  die  Bewegung  einer  Flüssigkeit  parallel 
zur  rr 2/ -Ebene,  welche  allen  angeführten  Bedingungen  Genüge  leistet,  für 
die  also  die  Gleichung  (2)  gilt;  wir  sprechen  der  Einfachheit  wegen  nur 
von  einer  Bewegung  in  der  2;^-Ebene.  Die  Grenzen  der  Flüssigkeit  (hier 
Linien)  sind  dreierlei  Art.  Erstens  giebt  es  feste  Grenzen,  welche 
zugleich  Stromlinien  sein  müssen.  Zweitens  sind  freie  Grenzen  vor- 
handen, in  denen  die  Flüssigkeit  an  den  leeren  Baum  angrenzt  — 
auf  diesen  Fall  können  wir  uns  hier  beschränken.  Der  Druck  mufs  auf 
diesen  Linien  gleich  Null,  die  Geschwindigkeit  konstant  sein;  bei  geeig- 
neter Wahl  der  Einheiten  können  wir  letztere,  was  in  der  Folge  stets 
geschehen  soll,  der  Einheit  gleich  setzen.  Endlich  giebt  es  noch  Grenz- 
linien der  Flüssigkeit,  an  welchen  ein  bestimmtes  oder  zu  bestimmendes 
Ein-  oder  Ausströmen  stattfindet.  Durch  dieses  vorgeschriebene  Ein- 
und  Ausströmen  wird  gewissermafsen  eine  Kraft,  die  sonst  nicht  als  vor- 
handen angenommen  wurde,  ersetzt. 

Ähnlich  wie  früher  machen  wir  im  voraus  keine  Annahmen  Über  die 
Gestalt  der  Grenzen  oder  die  Art  des  Ein-  und  Ausströmens;  dagegen 
unterwerfen  wir  die  Stromlinien  und  die  in  ihnen  herrschenden  Geschwindig- 
keiten gewissen  Bedingungen.  Durch  geeignete  Wahl  derselben  suchen 
wir  mögliche  Bewegungen  zu  konstruieren,  welche  wirklichen  Verhält- 
nissen möglichst  nahe  kommen. 

4,    Wir  setzen  nun 

(3)  z  =  X  -{■  iy  ,     w  ^=:  q>  -^  iilj\ 

X  und  y  sind  die  Koordinaten  des  bewegten  Flüssigkeitsteiles,  q>  und  t^ 
aber,  wie  früher,  das  Geschwindigkeitspotential  und  die  GrÖfse,  welche 
Konstanten  gleich  gesetzt  die  Gleichungen  der  Stromlinien  liefert.  Aus 
den  Untersuchungen  von  §  86  ist  ersichtlich,  dafs  man  nur  w  als  be- 
liebige stetige  Funktion  von  z  zu  wählen  braucht,  um  —  gewisse  aus- 
zuschliefsende  Punkte  oder  Flächenteile  abgerechnet  —  für  tp  und  tf; 
mögliche  Werte  zu  erhalten. 

Da  in  den  Bedingungen  die  Geschwindigkeit  eine  wichtige  Rolle 

17* 
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spielt,  so  müssen  wir  sie  mit  e  nnd  w  in  geeignete  Beziehang  zu  setzen 
suchen.     Es  ist  nach  §  86,  (4),  (5),  (6) 

dw  ^qp    ,     .  ^^  d(p  .  dfp 

dz         ^Ä    *       dx         dx  ^" ' 


(4) 

also 


ay 


dz 

1 

dx    '      dy 

dw        dq> 
dx 

dz 

.  dtp 

^y 

1 

dtp    .    .dtp 
dx    ^      dy 

dw       ,  /"; 

'r^irA^          l?ii 

«\«     -%  //p#«\«       /;)#«\« 

oder 


Wir   fahren   nun    ein    drittes    Koordinatensystem    ein    —  das   der 
f-Ebene  — ,  indem  wir 

(^)  5^  =  ?  =  ^  +  ^^  ~  ^  (<5^s  O  +  i  sin  ^) 

setzen;  wir  denken  uns  behufs  späterer  Yergleichung  die  ^'  and  i; -Achse 
der  X'  und  t/ -Achse  resp.  parallel.     Aus  (5)  folgt,  dafs 


(7) 


Q 


FgD'H-  ©•■ 


COS  O 


dtp 

dx 


V{W+  ©■ 


sinO  = 


dtp 


vm+ ®' 


ist.  Q  stellt  also  den  reciproken  Wert  der  Oeschwindigkeii 
dar;  zugleich  ist  es  in  der  ^-Ebene  der  Abstand  d«s  Punktes  ^  e=  £  -|-  ii} 
vom  Nullpunkte. 

5*  Nunmehr  operieren  wir  also  mit  drei  Funktesystemen  jr,  u^,  ^, 
welche  in  drei  verschiedenen  Ebenen  ausgebreitet  sind.  Durch  das  erste 
System  z  <=  x  -j^  iy  ist  die  wirkliche  Bewegung  dargestellt,  während  das 
letzte  zu  den  Geschwindigkeiten  in  Beziehung  steht.  Das  zweite  System 
enthält  die  Gröfsen  tp  und  tp  als  Koordinaten. 

Bei  dem  ersten  Spezialfälle,  dessen  Behandlung  wir  jetzt  näher  treten, 
mögen  (Fig.  18)  in  der  ^^-Ebene  zwei  Wandungen  vorhanden  sein,  welche 
die  Flüssigkeit  begrenzen;    dieselben   mögen  in    den  Punkten  z^   und   s^ 
endigen,   zwischen  denen  also  der  Flüssigkeit  der  Austritt  in  den  freien 
Baum  gestattet  ist.     Im  übrigen    mögen    sich    der   von    der  Flüssigkeit 
ganz  erfüllte  Baum  sowie  der  austretende  Strahl  ins  Unendliche  erstrecken. 
Über  die  Gestalt  der  Grenzlinien  und  über  die  Zufluijsverhältnisse  machen 
wir  keine  beschränkenden  Annahmen,  sondern  suchen  sie  vielmehr  den 
weiteren  Ergebnissen    entsprechend    zu   bestimmen.     Die    beiden    festen 
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Grenzlinien  müssen  Stromlinien  darstellen,  die  sich  dann  als  die  freien 
Grenzlinien  des  Strahles  fortsetzen..  Diese  Stromlinien  mögen  die  Glei- 
chungen 

(8)  t(;  =»  0     und     tp  =  w 

besitzen.     Ferner  mufs  an  den  freien  Grenzen  ^  =  1  sein,  d.  h.  Teile  der 

Fig.  18. 
«-Ebene. 


IT-Ebene. 
»/>  —  in 


%l)*0 


C-Bbene. 


beiden  Geraden  (8)  in  der  t(;-Ebene  müssen  sich  in  der  ^-Ebene  als  ein 
Teil  eines  Kreises  abbilden,  der  mit  dem  Badius  1  um  den  Nullpunkt 
beschrieben  ist.  Da  an  den  festen  Grenzen  nicht  gleichförmige  Ge- 
schwindigkeit herrscht,  so  müssen  sich  andere  Teile  von  (8)  als  andere 
Kurven  darstellen,  welche  in  den  Funkten  i^  und  i^^  die  Zy^  und  z^ 
entsprechen,  an  jenen  Kreisbogen  anstofsen. 

Es  handelt  sich  nun  darum,  eine  Funktion  f  «=  f{w)  aufzustellen, 
durch  welche  eine  den  Bedingungen  genügende  Abbildung  der  t(;-Ebene 
auf  der  f-Ebene  vermittelt  wird.  Da  verschiedene  Teile  der  Geraden  (8) 
in  der  |;-Ebene  durch  verschiedene  Kurven  dargestellt  werden  sollen, 
die  in  i^  und  i^  zusammenstofsen,  so  müssen  diese  beiden  Punkte  Ver- 
zweigungspunkte der  Funktion  f(w)  sein;  es  genügt,  eine  Verzweigung 
in  zwei  Äste  anzunehmen.     Da  femer  Teile  der  beiden  Geraden  (8)  als 
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derselbe  Kreisbogen  abgebildet  werden  sollen,   so  werden  wir  f{w)  als 


7t  10 

m 


eine  Funktion  einer  Exponentialfunktion  e        annehmen;  denn 

m  m     ^ 

e        ==  C 

erhält  für  tf;  =  0  und  tf;  ==  tn  entgegengesetzte  Werte,  die  demselbeE 
Kreise  entsprechen  (vgl.  §  86,  10).  Nach  alledem  entspricht  die  Be- 
ziehung, welche  durch  die  Gleichung 

TT  10 


(9) 

ce  '^  +d 

festgesetzt  wird,  allen  Bedingungen,  wenn  a,  &,  c,  d  geeignet  bestimmt 
werden;  i^  und  ^2  ^^^^  ^^  ^^^  That  Verzweigungspunkte.  Die  Koeffizienten 
a,  &,  c,  d^  welche  drei  unabhängige  Gröfsen  repräsentieren,  sind  bei  ge- 
gebenem ^1  und  ^2  durch  die  Bemerkung  bestimmt,  dafs  die  Gerade  if;  =  0 
als  ein  bestimmter  Kreis,  der  also  durch  drei  vorgelegte  Punkte  geht, 
abgebildet  werden  soll. 

6.    Besonders  einfach  gestaltet  sich  die  Rechnung,  wenn 

(10)  ?,  =  1,     ?,  =  -! 

angenommen  wird.  Setzen  wir  gleichzeitig  m  =  n^  so  genügt  die 
Gleichung 


(■■)  (fiD-r 


den  Anforderungen.  Für  <!/;=:  0  wird  nämlich  e^  reell,  und  wir  brauchen 
nur  für  drei  reelle  Werte  von  c^  zu  zeigen,  dafs  sie  drei  Punkten  des 
Kreises  entsprechen,  der  in  der  ^-Ebene  mit  dem  Radius  1  um  den  Null- 
punkt beschrieben  wurde.     Nun  entsprechen  sich  aber 


e^  = 

1, 

f  = 

1 

e«-  = 

-1, 

?  = 

—  1 

,,«-_ 

00, 

?  = 

so  dafs  dem  Verlangen  genügt  ist. 

Aus  (11)  berechnen  wir,  wobei  wir  die  Vorzeichen  der  Wurzeb  so 
wählen  wollen,  dafs  letztere  für  e*"  =  0  in  -f"  1  übergehen, 


2  +  2}/l  -  >*^ 


oder 


(12)  t  =  «'-"'  +Ve"^*"  —  1. 
Aus  (6)  folgt 

(13)  z  =r[e-'^  +  ]/6~-^~'"  ^^^]  dtr; 
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die  AnsfUhnmg    der  Integration   liefert,    wenn  dem  Werte  £  =»  1  (also 
e"'  «a  1  ^  f<7  =.  0)  der  Wert  ;?  «=  —  1  zugeordnet  wird*): 

(14)  ;ef  =  —  e-«  —  i/e-««  -^  -f  arc  tg  }/e-«^^^^. 

Für  tf;  =  0  oder  ip  =  tt  wird  e^  reell;  ;?  wird  (bei  reellem  w)  reell, 
so  lange  ß-^v— 1>0,    d.  h.  9<0  ist.     Für  9  >  0   haben   wir  bei 


z 
also 


(15)    a;  =  —  e-y,    y  =  -  }/i  —  r-«^  —  ^  log  ^ ^^~  1= 

1  + Vi  -  e-^^iP 
oder 


y=— V^l— a;*  — — log 


1  — 1/1  — a:» 


X' 


(16)  {"  2    °i+yrzr 

=  —  |/1— x^  +  loga;  —  log  (1  — j/l-a;^). 

Da  ;?  für  9  <  0  und  1/;  =  0  reell  ist,  so    bildet  die  a; -Achse  eine 
feste  Wand;  dieselbe  ist  in  dem  Teile  unterbrochen,    der  zwischen  den 

Fig.  19. 
«-Ebene. 


\ 


\ 


o 


^f^-^  ^z"^  lo-Bbene. 


I  •?._ _ 


C -Ebene. 


W^-'O 


\ 


beiden  Punkten  liegt,  fttr  die  f  =  +  1  ist,  d.  h.  zwischen  den  Funkten 
^r  =  ^  1  (Fig.  19).   Da  nach  (16),  wie  leicht  zu  erweisen**),  y  für  +  a;  <  1 

*)  arc  tg  K  e"*"* —  1  mOge  für  «?  «=  0  vergeh  winden. 

*♦)  Für  o;*  <  1  ist  l/l  —  rc*  «  tt  <  1.    Wirhabennun  y  — — t»  — ^log  (1  — tt) 
-|-  -^  log  (1  -f"  ^)   oder,   wenn   bei    den  Logarithmen    die    bekannten   Reihen- 
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positiv  ist  (bei  positivem  9),  so  stellt  die  Bewegung  ein  Überströmen  der 
Flüssigkeit  von  der  unteren  Ebenenhälfte,  welche  ganz  angeftlUt  ist,  in  die 
obere  Hälfte,  wo  nur  ein  Strahl  entsteht,  dar.  Die  Gestalt  des  Strahles  ist 
durch  die  Gleichung  (16)  gegeben,  da  die  Grenze  i(;  «==  ic  zu  der  unter- 
suchten synunetrisch  verläuft.  Wie  zu  erwarten,  wird  fttr  a;  =  + 1 
^  =  0,  d.  h.  der  Strahl  hat  bei  seinem  Austritt  aus  der  Öffnung  die 
volle  Breite  der  letzteren.  Für  verschwindend  kleine  x  nähert  sich  y 
dem  Unendlichen.  Der  Strahl  verschmälert  sich  fortwährend, 
um  im  Unendlichen  unendlich  schmal  zu  werden. 

Bekanntlich  zeigt  die  Beobachtung,  dafs  beim  Austritt  eines  Strahles 
durch  eine  Wandöffnung  eines  Gefäfses  stets  die  sog.  contr actio  vcnat 
eintritt,  d.  h.  dafs  der  Durchschnitt  des  Strahles  kleiner  ist  als  die  O&ang. 
Doch  ist  diese  Kontraktion  keine  unbegrenzte,  so  dafs  das  hier  gefundene 
Resultat  sich  mit  der  Wirklichkeit  sehr  mangelhaft  deckt. 

7*  Einen  besseren,  wenn  auch  nicht  vollständigen  Erfolg  in  Bezai; 
auf  die  Bestimmung  der  contr  actio  venae,  bietet  die  folgende  Ab- 
bildungsgleichung : 

(17)  (a+ViX=L+ 

Dieselbe  liefert  für  irgend  zwei  der  9 -Achse  parallele  Gerade  im  Ab- 
stände TT  dieselbe  Abbildung.  Die  Yerzweigungspunkte  ziehen  sich  in 
den  einzigen  Punkt  %  zusammen.     Es  entsprechen  sich  die  Punkte 

6«^=    00,    j:=  — i, 

e«=       0,       ?«=      cx). 

Hieraus  geht  hervor,  dafs  ein  Teil  der  Achse  der  reellen  Zahlen  in 
der  M;-Ebene  als  Kreis  mit  dem  Radius  1  in  der  ^-Ebene  abgebildet  wird; 
denn  drei  Punkten  jener  Achse  entsprechen  drei  Punkte  dieses  Kreises 
—  darunter  zwei  zusammenfallende.  Aufserdem  erscheint  noch  die  i| -Achse, 
vom  Punkte  J^  «=  i  ab  bis  ins  positiv  Unendliche,  als  Abbildung  eines 
Teiles  jener  Achse  (wie  aus  (18)  ersichtlich). 

.  Wir  berechnen  aus  (17),  wobei  wir  das  Vorzeichen  der  Wurzeln  im 
rechtsstehenden  Bruche  wie  in  der  vorigen  Aufgabe  festsetzen. 


e«' 


Jio 


^^  =  ^1^"^+"'+^^ 


e 


1/1  +  e«  ->  -j/i  _ 


€«' 


oder 

(18)  ?  =  i(2c-2«'  —  1  -f  26-«^  }/iF*""-^^)  , 

woraus  nach  (6)  folgt*) 


tt'     .     t4* 


ent  Wicklungen  vorgenommen  werden,  y  =  -s"  +  -^ — h  *  "  1  ^^  y  >  ^1  f*!^^  ^^' 

)/ 1  —  rc*  das  positive  Zeichen  gewählt  wird.    Dies   entspricht  aber  der  oben 
gemachten  Festsetznng. 

*)  Der  Logarithmus  möge  für  11;  »»  0  verschwinden. 
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W 


(19) 


=  r^dw  =  —  i[6-»«'  +  w;  —  1  +  e-^f/e-««'  —  1 
0 


Bei  dieser  Wahl  der  Grenzen  wird  fllr  w  =  0^  resp.  w  =  niy   also  f  =  ?, 
z  =  0^  resp.  je?  =  2«,  wenn  log  1=0  angenommen  wird. 
Für  if;  =  0 ,  9  <  0  wird 

(x  =  0, 

(20)  ^  .  . ,  , ,, 

\y=-.[e-^v-{^(p^l  +  e-"pye-^'P--l—\og{e-v^Ye-^'i'—l)]', 

flir  tf;  a=  Ä ,  g>  <  0  aber 

X  =  27t, 


(21) 


y  =  — [€-"»v  +  9— l+c-y]/^«»'  — 1— log(c-y  +  l/c-2y  — l)]. 


Durch  die  Gleichungen  (20)  und  (21)  sind  die  beiden  festen  Wände 
dargestellt;  dieselben  sind  die  negative  ^ -Achse  und  eine  Parallele  zu 
ihr   im    Abstände    27t    (Fig.  20).      Die    Flüssigkeitsbewegung    stellt    ein 


Flg.  so. 

^-Ebene. 


«-Ebene. 


X^^O 


X^^ZJt 


io-£bene. 


0'-Jt 


/ 


/ 


o 


t/ß^O 


lO.^O 


\ 


strömen  im  unendlichen  Baume  von  der  negativen  zur  positiven  j^-Bichtung 
dar;  nur  der  Baum  zwischen  den  beiden  festen  Wänden  ist  von  der  zu- 
sammenhängenden Bewegung  ausgeschlossen;  in  ihn  ergiefst  sich  ein 
Strahl,  dessen  Grenzen  wir  erhalten,  wenn  wir  tf;  =  0  und  t(;  =  tt,  aber 
9)  >  0  annehmen.  Wegen  der  herrschenden  Symmetrie  brauchen  wir 
nur  die  erste  Grenze  zu  untersuchen;  wir  finden*) 


(22) 


^=  —  er-2y  —  9-f  1. 


*)  Es  ist  nämlicb,  wenn  t    ^  ^^  cos  %  gesetit  wird,  log  \t    ^  +  *  r  1  —  ^    *^/ 
log  (cos  %-\-  i  sin  j;)  =  log  e'-^  "»  »Z  =  *  ^^^  ^O"  ^^' 
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Für  q>  =  CO  wir^    if  =  —  oo,    rc  =  —  ;    der  Strahl,    dessen  Breite 

immer  abnimmt,  besitzt  im  unendlichen  daher  noch  die  Breite x, 
also  die  Hälfte  der  Breite  des  Kanals.  Auch  in  diesem  Fall  ist  die 
contractio  venac  stärker,  als  die  in  Wirklichkeit  bei  freilich  anderem 
Arrangement  beobachtete. 

8«    Einen  bemerkenswerten  Strömungsvorgang   liefert  uns  noch  die 
rein  algebraische  Funktionalbeziehong 

oder 

(24)  t  = -i.  +  -1/137, 

worin  wir  für  reelle,  positive  m?,  die  nnterhalb  1  liegen,  beiden  Wurzeln 
das  gleiche  Zeichen  geben  wollen.     Aus  (6)  folgt 


(25) 

'-J 

Sdw 

=  2 1/w  +  /w       w» 

+  arc 

sin 

Das  letzte 

Glied 

möge 

fttr  M>  — 0 

verschwinden. 

Da 

t 1, 

Yw  — 

1, 
-1, 

einander  entsprechen,  so  wird  der  Kreis,  welcher  in  der  ^-Ebene  mit  dem 

Radius  1  um  den  Nullpunkt  beschrieben  ist,  in  der  Ebeue,  welche  y^ 
entspricht,  und  daher  auch  in  der  ic;-Ebene  selbst  als  die  Achse  der  reellen 
Zahlen,  resp.  als  ein  Teil  derselben  abgebildet;  er  entspricht  also  teilweise 
if;  =  0.  Leicht  überzeugt  man  sich,  dafs  die  obere  Hälfte  des  Kreises  in 
der  i;-Ebene,  welche  allein  verwandt  zu  werden  braucht,  den  Teilen  der 
9 -Achse  entspricht,  welche  aufs  erhalb  der  Grenzen  0  ^  9  ^  1  liegen. 
Der  Teil  der  9) -Achse  innerhalb  dieser  Grenzen  bildet  sich  in  der 
^-Ebene  durch  diejenigen  Teile  der  | -Achse  ab,  welche  aufs  erhalb  der 
Grenzen  —  1  "^  S  1^  1  liegen. 
Für  t/;  =  0  wird  aus  (25) 

(26)  z  =  2  VV+  V9  —  9*  +  arc  sin  "[/y, 
und  diese  Gröfse  ist  reell  für 

(27)  0<:9<1, 
einer  Ungleichheit,  der 

0  <  iC  <  2  +  y 

entspricht,  oder  vielmehr,  da  auf  der  rechten  Seite  von  (26)  auch  negatire 
Reichen  zulässig  sind, 
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(28)  _2_|.<x<2+|. 

Die  feste  Wand  wird  hier  also  durch  eine  einzige  Gerade  gebildet  (Fig.  21), 
welche  sich  auf  der  a; -Achse  von  —  2  —  --  bis  2  -j-  —  erstreckt,  also 
die  Länge  4  -|-  tc  besitzt. 


Flg.  ii. 


«-Ebene. 

I 


'^2  ^         Z 


WO 


tD-Ebene. 


+ 


'^r  «y ' 


X,^Z  ¥-f 


^-Ebene. 


o 


S^-^ 


o 


^r' 


Die  freie  Grenze  erhalten  wir,  wenn  wir  in  (26)  solche  q>  eintreten 
lassen,  die  (27)  nicht  genügen.  Für  negative  q>  wird  z  rein  imaginär, 
repräsentiert  also  die  Hälfte  der  j/- Achse,  die  wir  als  die  positive  be- 
trachten wollen.  Für  q>>l  hat  die  Trennung  von  Reellem  und  Imaginärem 
keine  Schwierigkeit.  Die  Flüssigkeit  strömt  in  der  Richtung  der  negativen 
^ -Achse  gegen  die  feste  Wand,  um  sich  hier  in  zwei  Zweige  zu  teilen. 


§  88. 
Bewegung  eines  festen  Körpers  in  einer  Flüssigkeit. 

1.  Wir  haben  in  §  84,  5,  6  Flüssigkeitsbewegungen  kennen  gelernt, 
bei  denen  ein  festes  Ellipsoid,  resp.  eine  Kugel  in  Ruhe  blieb,  während 
in  unendlicher  Entfernung  von  demselben  die  Flüssigkeit  mit  der  gleich- 
mäfsigen  Geschwindigkeit  1  in  der  Richtung  der  negativen  «r -Achse 
strömte.  Denken  wir  uns  nun,  dafs  die  Flüssigkeit  im  Unendlichen  in 
Ruhe  sei,  während  der  eingetauchte  Körper  sich  mit  der  Geschwindig- 
keit 1  in  der  Richtung  der  positiven  ;er -Achse  bewegt,  so  bleibt  die 
relative  Bewegung  die  gleiche.  So  liefert  uns  die  angeführte  Unter- 
suchung zugleich  die  Bewegung,  welche  eine  mit  gleichmäfsiger  Geschwin- 
digkeit in  gerader  Linie  in  der  Richtung  einer  seiner  Hauptachsen 
verschobenes  Ellipsoid,  resp.  eine  Kugel,  in  einer  an  sich  ruhenden 
Flüssigkeit  hervorruft. 

2«  Um  die  allgemeinere  Frage  zu  erledigen:  „Welcher  Bewegungs- 
zustand wird  in  einer  Flüssigkeit  durch  irgend  welche  ein^ 
getauchte,  bewegte  oder  ruhende  feste  Körper  hervorgerufen,^^ 
müssen  wir  einen  direkteren   Weg  wählen.     Die  soeben  benutzte  Ober'^ 
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tragung  ist  nicht  mehr  anwendbar,  wenn  Drebnngen  der  Körper  vor- 
kommen oder  wenn  mehrere  Körper  vorhanden  sind,  welche  sich  nicht 
gegeneinander  im  Zustande  relativer  Buhe  befinden. 

um  die  Bewegung  des  festen  Körpers  darzustellen,  nelunen  wir  wie 
in  §  52  aufser  dem  im  Räume  festen  Koordinatensysteme  x,  tfy  z  ein 
zweites  $,  t;,  t  ^.n,  welches  im  Körper  fest  ist;  beide  Systeme  seien  darch 
die  Gleichungen  §  52,  (l)ff.  verknüpft.  Die  unendlich  kleine  Yerschiebnng, 
welche  ein  Punkt  des  Körpers  gegen  das  feste  System  erleidet,  wenn  die 
Lage  unendlich  wenig  geändert  wird,  ist  durch  §  52,  (11)  dargestellt 
Lassen  wir  an  Stelle  der  möglichen  Bewegung  sofort  die  wirkliche  treten 
und  setzen  abkürzend 


(1) 


da 

dt        "' 

dh 
dt-"^ 

de 
dt 

da 

dt   --P' 

dß 

dt        "' 

dy 
dt 

w 


so  erhalten  wir  für  die  Geschwindigkeitskomponenten   eines  Punktes  des 
festen  Körpers,  dessen  Koordinaten  im  Baume  zur  Zeit  t  x^  y^  z  sind, 


(dx 


(2) 


—  =  u  +  (^  -  c)2  —  (s^  —  6)r, 
-|  =  V  +  (o:  —  a)r  —  (^  —  c)p, 


dj_ 
dt 


«^  "f"  (y  —  ^)P  —  (^  —  öt)g. 


Wir  machen  nun  wieder  die  Annahme,  dafs  ein  Gesebwindigkeits- 
potential  q>  der  Flüssigkeitsbewegung  vorhanden  sei,  aufserdem  aber 
noch,  dafs  der  von  der  Flüssigkeit  erfüllte  Baum  einfach  zusammen- 
hängend, q>  also  eindeutig  sei.  Soll  sich  die  Flüssigkeitsbewegimg 
mit  der  gegebenen  Bewegung  des  festen  Körpers  vertragen  —  wir 
nehmen  für  den  Augenblick  nur  das  Vorhandensein  eines  solchen  an  •— , 
so  mufs  an  der  Oberfläche  des  Körpers  die  nach  der  augenblicklichen 
Normalen  genommene  relative  Geschwindigkeitskomponente  verschwinden. 
Bezeichnet  n  die  vom  Körper  aus  nach  aufsen  gerichtete  Normale,  so  mufs 


(3) 


Sern. 


^  =  [tt  4-  (5  —  c)^  —  (y  —  h)r\  cos(n,a;) 
+  [«;  +  (»—  a)r  —  (z  —  c)p\  cos(w,y) 
+  [^^"f"  {y  -~  ^)P  —  (^  —  ^)q]  cos(w,f) 


Die  Funktion  (p  mufs,  aufser  der  Bedingung  (3),  auch  in  dem  von 
der  Flüssigkeit  erfüllten  Baume  die  Gleichung  ^9  «»  0  befriedigen, 
aufserdiem,    wie  schon  vorausgesetzt,  dort  überall  eindeutig  sein.     Weiter 

wollen   wir  q>  als   stetig  in  diesem  Baume   annehmen,   und  i~»   q^j  rr 

mögen    im   Unendlichen    verschwinden,    d.  h.    die   Flüssigkeit    möge   im 
Unendlichen  ruhen.     Nach  bekannten  Sätzen  über  das  Potential  (§  44,  3 
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ist  dann  (p  eindeutig  bis  auf  eine  additive  Eonstante  bestimmt;  wir 
können  willkürlich  annehmen,  dafs  es  im  Unendlichen  den  Wert  Nnll 
erhalten  möge. 

3.    Um    nnn    den   Ausdruck   für   q)   abzuleiten,    machen   wir   (nach 
Kirchhoff)  die  Annahme,  dafs 

(4)  q,  =  u(pi  +  V(p^  +  wq>^  +  pg>^  +  qq>^  +  rtp^ 

sei.  Die  Gröfsen  ti,  v,  tr,  jp,  q,  r  sind  hierin,  weil  die  Bewegung  des 
Körpers  gegeben  ist,  lediglich  als  Funktionen  der  Zeit  t  aufzufassen. 
Schreiben  wir  nun  vor,  dafs  die  q)a  sämtlich  der  Gleichung  J(pa  "^^^  0 
genügen  und  dafs  sie  nebst  ihren  Deriyierten  nach  x,  y^  e  im  Unend- 
lichen verschwinden,  so  sind  sie  eindeutig  bestinmit  und  liefern  das  rich- 
tige 9,  wenn  ihnen  nur  noch,  (3)  entsprechend,  die  Bedingungen 

'''*-=  cos  (w,  x),     ^  —  cos  (w,  y),     j^  =  cos  (fi,  e), 


(5) 


dn 


-g?i  =  (y  —  5)  COS  (w,  z)  —  (z  —  c)  cos  (n,  y). 


dn 
.  dn 


{z  —  c)  cos  (w,  x)  —  {x  —  a)  cos  (w,  z)^ 
(x  —  a)  cos  (n,  y)  —  (y  —  h)  cos  («,  x) 


auferlegt  werden.     Hiermit  ist  zugleich  die  Zulässigkeit  der  gemachten 
Annahme  erwiesen. 

4«    Sind  n  bewegte  Körper  gegeben,  so  mag  der  Körper  a  die  Be- 
wegungskomponenten Ua^  Va^  Way  paj  ?a,  ^a  besitzen.     Wir  setzen  dann 

9  =«^%  Ua  9>a  1  +  ^a(Pa2-{''  Wag>aZ'\-  Pa(Pal-}-  ffa^Jtfö-f-  fatpaß 

und  haben  den  g>afi^  aufser  der  Erfüllung  der  Gleichung  Jq>a(i  ^=  0  und 
der  Anforderung  im  Unendlichen  noch  die  6  n  Bedingungen 


(6) 


— —  -  =  cos  (n«,  X)  u.  s.  w., 

^Y^  -  =  (y  —  fea)  cos  (Wa,  Z)  —  {Z  —  Ca)  COS  (w«,  y)     U.   S.   W. 


aufzuerlegen. 

5*  Wir  wollen  diese  Methode,  wenigstens  teilweise,  zur  Aufstellung 
des  Geschwindigkeitspotentials  anwenden,  welches  der  durch  eine  beliebig 
bewegte  Kugel  vom  Radius  i?  in  einer  im  Unendlichen  unbewegten 
Flüssigkeit  hervorgerufenen  Bewegung  entspricht.  Da  eine  Drehung 
der  Kugel  auf  die  Bewegung  einer  nicht  reibenden  Flüssigkeit  ohne  Ein- 
flufs  ist,  so  brauchen  wir  fp  nur  in  der  Form 

(7)  fp  =  uq>^+  vq>i  -f  W(p^ 

anzunehmen. 
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Nach  §  84,  (17)  haben  wir  als  Geschwindigkeitspotential  bei  einer 
mhenden  Engel,  deren  Mittelpunkt  a,  2>,  c  ist, 

d  - 

(8)  ^=_(-^;+i),=-^_-^_,, 

worin 

(9)  ^  =  (:p  _  a)«  +  fy  _  6)«  +  (^  _  cy 

ZU  setzen  ist.  Die  Geschwindigkeit  ist  im  Unendlichen  der  Einheit  gleich 
und  besitzt  die  Richtung  der  negativen  jer-Achse.  Denken  wir  uns  nnn 
die  Flüssigkeit  im  Unendlichen  ruhend,  den  Mittelpunkt  der  Kugel  aber 
mit  der  Geschwindigkeit  1  in  der  Richtung  der  positiven  xr- Achse  bewegt 
so  ist  in  (8)  das  Geschwindigkeitspotential  um  z  zu  verraeliren,  da  dies 
einer  Vermehrung  der  Geschwindigkeit  in  der  Richtung  der  positiven 
r- Achse  um  1  entspricht.  Stellen  wir  schliefslich  das  Potential  filr  den 
Fall  auf,  dafs  die  Geschwindigkeit  des  Kugelmittelpunktes  in  der  Rich- 
tung der  positiven  ;sr-Achse  w  ist,  so  erhalten  wir 

w 


2    dz 

Indem  wir  dasselbe  Verfahren  auf  die  Bewegung  nach  den  beiden  andern 
Koordinatenachsen  anwenden,  finden  wir 

1  .1  .1 


worin  t4,  v,  tr,  a,  &,  c  als  gegebene  Funktionen  von  i  zn  betracbteu 
sind.  Führen  wir  das  System^,  ty,  f  wieder  ein,  dessen  Nullpunkt  der 
Kugelmittelpunkt  ist  und  dessen  Achsen  der  x,  y^  £*- Achse  resp.  parallel 
bleiben,  so  kann  statt  (lO) 


(11)  <p=    ^    ^^  ^^ 

geschrieben  werden,  worin  jetzt 

(12)  r«  =  |» +  ,«  +  £» 

ist,  so  dafs  nur  noch  u^  v^  w  von  der  Zeit  abhängen. 

6.  Bisher  nahmen  wir  die  Bewegung  des  festen  Körpers  als  eine 
gegebene  an  und  untersuchten  die  durch  sie  verursachte  Bewegung  der 
Flüssigkeit.  Nun  kann  weiter  die  Frage  aufgeworfen  werden:  Welche 
Bewegung  führt  ein  fester  Körper,  auf  den  gegebene  Kräfte 
wirken,  in  einer  Flüssigkeit  aus,  die  ebenfalls  gegebenen 
Kräften  unterworfen  sein  kann?  Häufig  wird  es  vorteilhaft  sein  die 
Fragestellung  umzukehren  und  die  Aufgabe  so  zu  formulieren:  Weicht 
Kräfte  sind  nötig,  um  einem  Körper  eine  vorgeschriebene  Be- 
wegung in  einer  Flüssigkeit  zu  erteilen? 
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Man  kann  die  Aufgabe  allgemein  in  Angriff  nehmen,  indem  man 
die  Drucke  der  Flüssigkeit  auf  die  einzelnen  Teile  der  Eörperoberfläche 
in  Bechnung  bringt  und  den  übrigen  Ejräften  beifügt.  Andrerseits  giebt 
es  ein  von  Thomson  und  Tait  begründetes,  von  Eirchhoff  weiter 
ausgebildetes  allgemeines  Verfahren,  welches  die  Theorie  der  Hamil- 
ton'sehen  Differentialgleichungen  benutzt.  Wir  beschränken  uns  auf  eine 
direkte  Behandlung  des  einfachsten  Falls:  die  Bewegung  einer  Kugel, 
deren  Schwerpunkt  mit  ihrem  Mittelpunkte  zusammenfällt, 
bei  der  also  auf  Rotationen  keine  Bücksicht  zu  nehmen  ist, 
in  einer  Flüssigkeit  zu  untersuchen. 

7.  Zunächst  möge  sich  die  Kugel  mit  der  Geschwindigkeit  1  in 
der  Richtung  der  ;?- Achse  bewegen;  Kräfte  mögen  keine  in  Wirksamkeit 
sein.  Wir  untersuchen,  welche  Drucke  dann  die  einzelnen  Teile  der 
Kugeloberfläche  erfahren;  dabei  können  wir  uns  wieder  die  Kugel  als 
ruhend,  die  Flüssigkeit  aber  in  entgegengesetzter  Richtung  bewegt  denken, 
also  die  Resultate  von  §  84,  6  verwenden.  Die  Gleichung  §  83,  (2) 
liefert  hier,  wo  U^»»  0  und  (p  von  der  Zeit  unabhängig  ist,  das  schon 
in  §  87  aufgestellte  Resultat 

<•')         ^-«-i[(ID'+ (!:)■+ ß!)T 

Der  Druck  ist  also  hier,  wo  keine  Kräfte  wirken  und  £  konstant  ist, 
lediglich  eine  Funktion  der  Geschwindigkeit. 

Aus  §  84,  (18)  ist  aber  ersichtlich,  dafs  das  Quadrat  der  Geschwindig- 
keit in  Punkten,  welche  sich  nur  durch  das  Vorzeichen  von  z  unter- 
scheiden, die  also  zur  o:"^- Ebene  symmetrisch  liegen,  das  gleiche  ist. 
Ebenso  herrscht  für  alle  Punkte,  welche  zur  ;er- Achse  die  gleiche  Lage 
haben,  vollständige  Symmetrie.  Das  Gleiche  gilt  nach  (13)  fttr  die  Druck- 
kräfte. Ohne  weitere  Rechnung  sehen  wir  daher  ein,  dafs  sich  die 
Druckkräfte,  welche  auf  die  Kugeloberfläche  wirken,  gegen- 
seitig das  Gleichgewicht  halten.  So  finden  wir  das  fast  befremdlich 
erscheinende  Resultat: 

Bewegt  sich  eine  Kugel  ohne  Einwirkung  von  Kräften  mit 
einer  gegebenen  Anfangsgeschwindigkeit  in  einer  unendlich 
ausgedehnten,  idealen,  inkompressibeln,  im  Unendlichen  ruhen- 
den und  keine  Rotationen  aufweisenden  Flüssigkeit,  so  behält 
sie  ihre  Geschwindigkeit  der  Gröfse  und  Richtung  nach  bei. 
Die  Flüssigkeit  übt  also  auf  die  Bewegung  gar  keinen  Ein- 
flufs  aus,  sofern  sie  nur  diö  Kugel  von  Anfang  an  umgab. 

Infolge  der  Reibung  stimmen  die  wirklichen  Beobachtungen  mit 
diesem  theoretischen  Resultate  keineswegs  überein.  Auch  ist  zu  beachten, 
dafs  bei  einer  begrenzten  Flüssigkeit  das  Resultat  je  nach  ihrer  Aus- 
dehnung kleinere  oder  gröfsere  Modifikationen  erfährt. 

8«  Es  sei  nun  die  Bewegung  der  Kugel  eine  beliebig  gegebene, 
und  die  hierdurch  indizierten  Druckkräfte  seien  gesucht.  An  Stelle  von 
(13)  triti^  hier,  da  q>  von  t  abhängig  ist,  nach  §  83,  (2) 
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(»)      p-'-  -;■  re-:)"+  &)'+  (19"]  -'S- 

Dieser  Druck  kann  in  zwei  Teile  zerlegt  werden,  von  denen  der  erste 
mit  (13)  identisch  ist,  also  auf  die  Bewegung  der  Kugel  keinen  Einflals 
übt,  wahrend  der  zweite  durch 


(lö) 


—  s 


dtp 


dt 
dargestellt  wird.     Durch  Benutzung  von  (11)  wird  aus  (15) 


^^^  ^  2  \dt  di  ^  dt  dfj  ^  dt  dt 

der  wirksame  Teil  des  Druckes  hängt  also  von  -^ ,  ^ ,   ^ ,    d.  L  von 

den  Komponenten  der  Beschleunigung  des  Kugelmittel- 
punktes  ab. 

Lassen  wir  die  je; -Achse  mit  der  augenblicklichen  Bichtang  der  G«- 
samtbeschleunigung  zusammenfallen,  so  reduziert  sich  (16)  auf 

(17)  ^ r~dtw'^ 

es  genügt  offenbar,  die  Wirkung  der  Druckkomponenten  nach  der  £- Achse 
zu  untersuchen,  da  der  Symmetrie  halber  nach  keiner  anderen  Richtung 
hin  ein  Druckeffekt  erzielt  wird.  Die  Komponente  des  Druckes  nach  der 
^- Achse  wird  für  ein  Oberflächenelement  dcD  durch  Multiplikation  von  p 

mit  -^  d<o    erhalten;    führen   wir   aufserdem   in   (17)   die   Differentiation 

nach  S  aus  und  setzen  dann  r  =  Jß,  so  finden  wir  fOLr  diese  Komponente 

(1^)  "2"  -Jt  W  >  ^®  ~  ¥M  -dt  ^"• 

Die  Summation  über  die  Oberfläche  der  Kugel  führen  wir  zun&chst  nach 
Zonen  aus,  deren  Grundflächen  auf  der  {;- Achse  senkrecht  stehen;  dann 
ist  über  alle  Zonen  zu  summieren.  Da  der  Flächeninhalt  einer  Zone  ?od 
der  Höhe  d^,  in  deren  sämtlichen  Elementen  der  Druck  der  gleiche  ist, 
den  Wert  2R7tdS  hat,  so  erhalten  wir  für  die  gesamte  Druckwirkung 

(19)  P  =  «.  ^J  i^dt  =  —3-  -^-  ■ 

—R 

Da  — —  die  Hälfte  der  Masse  ist,  welche  die  mit  der  Flüssigkeit  ge- 

füllte  Kugel  besitzen  würde,  so  haben  wir  das  merkwürdige  Resultat: 

Bewegt  sich  eineKugel  in  einer  Flüssigkeit,  so  setzt  letztere 
jeder  Beschleunigung  eine  (im  Mittelpunkte  anzubringende) 
Kraft  entgegen,  die  zu  ihr  entgegengesetzt  gerichtet  und  dem 
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Produkte  von  ihr  mit  der  halben  Flüssigkeitsmasse  gleich  ist, 
welche  die  Engel  zu  fassen  vermag. 

Bezeichnet  Q  die  auf  das  Zentrum  der  Kugel  wirkende  Kraft  ohne 
Bücksicht  auf  den  Flüssigkeitsdruck,  Qf  die  Kraft  unter  Berücksichtigung 
des  Druckes,  so  mufs,  wenn  M  die  Masse  der  Kugel,  m  die  Masse  der 
gleichgrofsen  Flüssigkeitskugel  bezeichnet, 

(20)  Q-Qf^-=<3f 

also 

(21)  (jf ^ 

sein.  Diese  Relation  läfst  uns  die  Sache  von  einer  andern  Seite  erblicken. 
Statt  die  auf  den  Körper  wirkende  Kraft  zu  ftndem,  können  wir  auch 
dessen  Masse  ge&ndert  denken.  Wir  ziehen  aus  (21)  das  folgende 
Resultat: 

Bewegt  sich  eine  feste  Kugel,  deren  Schwerpunkt  mit  dem 
Mittelpunkte  zusammenfällt,  unter  dem  Einflufs  einer  in  den 
Mittelpunkt  zu  verlegenden  Kraft,  so  ist  die  Bewegung  gleich 
derjenigen,  welche  die  Kugel  im  freien  Räume  ausführen 
würde,  wenn  ihre  Masse  um  die  H&lfte  der  ihren  Raum  ein- 
nehmenden Flüssigkeitsmasse  vergröfsert  würde. 

Die  Bewegung  einer  Kugel  in  einer  homogenen,  unendlichen,  nicht 
reibenden,  nicht  rotierenden,  keiner  Kraft  unterworfenen  Flüssigkeit  wird 
durch  letztere  also  nur  insoweit  beeinflufst,  als  die  Flüssigkeit  mit  in 
Bewegung  gesetzt,  die  bewegte  Masse  also  vergröfsert  wird.  Ist  die 
Bewegung  einmal  eingeleitet,  so  schreitet  sie  ungestört  weiter  fort,  woraus 
sich  das  Bestehenbleiben  des  Beharrungsgesetzes  erklärt. 

9«  Um  die  Bewegung  einer  Kugel  der  geforderten  Art  unter  Ein- 
flufs der  Schwerkraft  in  einer  schweren  Flüssigkeit  zu  ermitteln,  müssen 
wir  noch  das  Ergebnis  von  §  78,  3  mit  in  Betracht  ziehen.  Die  Schwere 
der  Flüssigkeit  macht  sich  auf  den  völlig  eingetauchten  Körper  in  der 
Weise  geltend,  dafs  ein  Auftrieb  mit  einer  Kraft  stattfindet,  welche 
der  auf  eine  Flüssigkeitskugel  vom  Volumen  der  untersuchten  wirkenden 
Schwerkraft  gleich  und  entgegengesetzt  ist.  Daher  wirkt  auf  die  Kugel 
in  vertikal  absteigender  Richtung  die  Ej*aft  , 

gM  —  ^m, 

and  die  erzielte  Beschleunigung  des  Mittelpunktes  wird  nach  dem  Vorher- 
gehenden durch 

(22)  g^-'l 

dargestellt.     Also: 

Eine  in  eine  unendlich  ausgedehnte,  schwere  u. s.w.  Flüssig- 
keit eingetauchte  Kugel  der   oben   beschriebenen   Art   bewegt 

Bansenberger,  analyt.  Mechanik.  II.  18 
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sich  unter  dem  Einflufs  der  Schwerkraft  wie  im  freien  Banme, 
wenn  man  nur  die  Beschleunigung  g  der  Schwerkraft  mit 

(23)  ^  -  " 

multipliziert. 

Ist    die    Pltlssisfkeit    reines    Wasser    vom    spezifischen    Gewichte    1. 
während  die  Kugel  das  spezifische  Gewicht  s  besitzt,  so  geht  (23)  in 

(2*)  ,  +  i-l-27+T 

über.    Ist  s  <  1,  so  bewegt  sich  die  Kugel  aufwärts;  bei  s  =  \    bewegt 
sie  sich  wie  ohne  Einflufs  einer  Kraft. 


§  89. 
Die  Wirbelbewegung*). 

!•  In  §  82  teilten  wir  sämtliche  Plüssigkeitsbewegungen ,  die  ent- 
weder ohne  Wirkung  einer  Kraft  oder  solcher  Kräfte,  die  eine  Kräft^- 
funktion  besitzen,  entstehen,  in  zwei  Klassen  ein:  die  Bewegungor 
ohne  Eotation,  bei  denen  ein  Geschwindigkeitspotential  auf- 
tritt, und  die  Bewegungen  mit  Rotation,  bei  denen  kein  solche- 
vorhanden  ist.  Nachdem  wir  in  den  vorhergehenden  Paragraphen  nu: 
Bewegungen  der  ersten  Klasse  untersucht  haben,  wenden  wir  uns  jetzt 
der  Behandlung  der  zweiten  Klasse  zu. 

Bezeichnen  wir  die  Komponenten  der  Drehung  eines  Plüssigkeit^- 
teilchens  mit  J,  ?y,  f,  so  haben  wir  nach  §  82,  (8) 

«-v(li-l7)-(4:+*L'+«f:)- 
«    N  -i-  (I-:  - 15)  -  •  (^  *'. + ^  ff + «^  Ä). 

,**        2   V^ic        öy/  \      da    *         db    *         dc/^ 

die   Gröfsen  Ä^  B^  G  sind  von  a^  h^  c   —  den   Gröfsen,   welche    eines 
Punkt  der  Flüssigkeit  fixieren  —  abhängig,  von  der  Zeit  aber  onabhfingig. 


*)  Die  Theorie  der  Wirbelbewegung  ist  eine  Errongenschafb  der  neue«iec 
Zeit.  Obgleich  bereits  früher  Svanberg  einige  Sätze  herleitete,  so  wurde  doch 
die  Wirbel theorie  erst  durch  die  wichtige  Untersuchang  von  v.  Helmholts, 
Über  Integrale  der  hydrodynamischen  Gleichangen,  welche  den 
Wirbelbewegungen  entsprechen,  Ges.  Werke,  B.  1,  p.  101,  recht  eigentlich 
begründet.  Thomson  glaubte  hieran  eine  eigenartige  Atomtheorie  anknüpfen 
zu  können.  Wichtige  Arbeiten  über  den  Gegenstand  wurden  von  Beltrami, 
Gröbli,  Hankel,  Kirchhoff,  Veitmann  u.  A.  geliefert  Eine  ausführliche 
Übersicht  der  Theorie  und  ihrer  Litteratnr  findet  man  bei  Auerbach,  die 
theoretische  Hydrodynamik. 
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In  §  82  wurde  bereits  bewiesen,  dafs  ein  Teilchen,  welches  in  irgend 
einem  Momente  nicht  rotiert,  überhaupt  nie  rotiert.  Bezeichnen  a,  fe,  c 
speziell  —  was  in  der  Folge  angenommen  werden  soll  —  die  Koordi- 
naten des  Flüssigkeitspunktes  zur  Zeit  ^  =  ^01  ^^  ^^^  °^^  §  ^^  ^-^1 
tJ?,  BÖ  die  Drehungskomponenten  für  die  Zeit  t^. 

Die  folgenden  Entwicklungen  gelten  auch  für  kompressible 
Flüssigkeiten. 

2«  Bevor  wir  auf  weitere  Untersuchungen  über  die  Drehung  der 
Flüssigkeitsteilchen  eingehen,  wollen  wir  uns  von  dem  Drehungs vorgange 
selbst  ein  klares  Bild  zu  machen  suchen.  Ein  Flüssigkeitsteilchen  kann, 
abgesehen  von  einer  Deformation,  eine  Lagenänderung  erleiden; 
letztere  kann  man,  wie  aus  den  Untersuchungen  von  §  51  hervorgeht, 
in  eine  Rotation  um  eine  durch  das. Teilchen  selbst  gehende  Achse  und 
eine  Translation  zerlegen.  In  Bezug  auf  die  Rotationen  der  einzelnen 
Teilchen  einer  Flüssigkeitsmasse  sind  nun  sehr  verschiedene  Vorkommnisse 
möglich.  Denken  wir  uns  einen  Cylinder  von  kreisförmiger  Basis  mit 
Flüssigkeit  gefüllt  und  dann  ohne  Änderung  der  gegenseitigen  Lage  der 
Flüssigkeitsteilchen  um  seine  Achse  gedreht,  so  haben  alle  Teilchen  eine 
Rotation  erfahren*),  deren  Achse  man  sich  in  das  Teilchen  selbst  (unter 
Hinzunahme  einer  Translation)  verlegt  denken  mufs. 

Aber  es  kommt  auch  sehr  häufig  vor,  dafs  nur  in  einzelnen 
Linien  Rotation  herrscht.  In  eiaem  ringförmigen  Räume  kann  eine 
Flüssigkeit  fliefsen,  ohne  dafs  ein  Teilchen  eine  Rotation  ausführt  und 
ohne  dafs  hierdurch  eine  Diskontinuität  einzutreten  brauchte.  Denkt  man 
sich  aus  dem  obigen  Cylinder  einen  kleineren  Cylinder  mit  derselben 
Achse  ausgeschnitten,  so  kann  in  dem  entstehenden  Cylinderringe  sich  die 
Flüssigkeit  ohne  Rotation  bewegen.  Nun  lasse  man  den  inneren  Cylinder 
immer  schmäler  werden,  bis  er  sich  auf  die  Achse  selbst  zusammenzieht. 
An  der  inneren  Ringfläche  ist  dann  notwendigerweise  die  Bewegung  der 
Flüssigkeit  gegen  die  feste  Wand  diskontinuierlich.  Fällt  der  innere 
Cylinder  ganz  weg,  ohne  dafs  die  Bewegung  in  den  schon  bestehenden 
Teilen  eine  Änderung  erfährt,  so  können  die  Teilchen  der  Achse  selbst 
unmöglich  in  Ruhe  bleiben,  wenn  keine  Diskontinuität  eintreten  soll;  es 
kann  hier  nur  eine  Drehung  stattfinden.  Hier  ist  also  nur  eine  Linie 
der  Rotation  vorhanden,  und  ähnlich  verhält  es  sich  in  anderen  Fällen. 
Natürlich  kann  man  sich  immer  dann,  wenn  nicht  die  ganze  Flüssigkeit 
von  der  Rotation  ergriffen  ist,  die  nicht  rotierenden  Teile  abgesondert 
denken;  für  sie  mufs  dann  ein  Flüssigkeitspotential  bestehen.  Die  Linien 
der  Drehung  spielen  hier  eine  ähnliche  Rolle,  wie  im  allgemeinen  bei 
stetigen  Funktionen  die  Unstetigkeitspunkte;  wir  werden  bei  speziellen 
Beispielen  sehen,  dafs  die  Rotationsgeschwindigkeit  in  solchen  isolierten 
Linien  der  Drehung  als  unendlich  betrachtet  werden  mufs. 


*)  Hiermit  soll  nicht  ausgesproohen  sein,  dafs  es  überhaupt  möglich  ist, 
gerade  diese  Bewegung  hervorEurufen. 

18* 
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• 

3«  Wir  betrachten  nun  zwei  unendlich  benachbarte  Punkte,  welche 
so  gelegen  sind,  dafs  zur  Zeit  ^q  i^^  Verbindungslinie  mit  der  Botations- 
achse  zusammenföUt.  Ihre  Koordinaten  seien  zur  Zeit  t^i  a^h^c  und 
a  +  da,  b  +  db^  c  +  dc^  also  zur  Zeit  t:  x^  y,  e  und  x  +  dx^  y  +  ^^Ä 
z  -^  dz.  Das  Zusammenfallen  von  Verbindungslinie  und  Botationsachse 
zur  Anfangszeit  wird  durch  die  Doppelgleichung*) 

(2)  daidhidc  —  AiBiC 
ausgedrückt,  statt  deren  wir  auch 

(3)  da  —  hA^     db  =  kB,     dc^kC 

schreiben  können,  worin  k  eine  unendlich  kleine,  Ton  t  unabhSngige 
Gröfse  bedeutet.  Führen  wir  die  aus  (3)  folgenden  Werte  ftlr  A^  B^  C 
in  (l)  ein,  so  erhalten  wir 


(4) 


e     /S  X  O  X  V  X  \  S 


also 

(5)  dx  :  dy  i  dz  =  ^  :  fi :  f. 

Diese  Gleichungen  sagen  aus,  dafs  auch  zur  Zeit  t  die  Verbindungslinie 
der  Punkte  mit  der  Rotationsachse  zusammenfällt.     Also: 

Liegen  zwei  Flüssigkeitsteilchen  zu  irgend  einer  Zeit  auf 
einer  Botationsachse,  so  liegen  sie  zu  jeder  Zeit  auf  einer 
solchen. 

Von  irgend  einem  rotierenden  Flüssigkeitsteilchen  können  wir  zu 
einem  zweiten  übergehen,  welches  zur  Zeit  Iq  auf  der  Rotationsachse  de^ 
ersten  liegt,  von  diesem  zu  einem  dritten,  welches  sich  auf  der  Botations- 
achse des  zweiten  befindet  u.  s.  w.  So  können  wir  eine  zusammenhängende 
Linie  konstruieren,  deren  Elemente  zur  Zeit  /^  die  Rotationsachsen  ffir 
die  betreffenden  Stellen  bestimmen.  Nach  dem  eben  gefundenen  Resultate 
behält  die  Linie  andauernd  diese  Eigenschaft  bei.  Man  nennt  sie  eine 
Wirbellinie: 

Jede  Wirbellinie  behält  ihre  Eigenschaft  als  solche  fort- 
dauernd bei. 

4,  Sind  die  Wirbellinien  nicht  vereinzelt  oder  in  einzelnen  Blftehet 
vorhanden,  so  kann  man  den  Flüssigkeitsteil  ins  Auge  fassen,  der  durck 
die  Wirbellinien  umgrenzt  wird,  welche  durch  die  Punkte  des  Unifange> 
einer  unendlich  kleinen  Fläche  gelegt  sind.  Man  nennt  einen  solcher. 
Flüssigkeitsteil  einen  Wirb  elf  aden.  Infolge  der  eben  behandelten  Eigen- 
schaft der  Wirbellinien  besteht  ein  Wirbelfaden  und  insbesondere  auch 
seine  Oberfläche  stets  aus  denselben  Flüssigkeitselementen. 

*)  Die  RichtaDgakosinnB  der  Hauptdrehnngsachse  verhalten  sich  wie  die 
Komponenten  der  Drehnng  (vgl.  z.  B.  §  66  (3)). 
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Die  Drehungsgeschwindigkeit  zur  Zeit  t  im  Punkte  rc,  y^  -z  ist 
nach  (4)  durch 

(6)  Vi*  +7T^  =  I  i/dx*  +  df  H-  dz* 

dargestellt;  sie  ist  dem  Produkte  der  Dichtigkeit  in  den  varia- 
beln  Abstand  zweier  unendlich  benachbarten  Punkte  in  der 
Wirbellinie  proportional. 

Nun  denken  wir  uns  aus  einem  Wirbelfaden  ein  unendlich  kleines 
Stück  durch  zur  Längsrichtung  senkrechte  Querschnitte  von  dem  Flächen- 
inhalte q  ausgeschnitten;  die  Länge  desselben  sei  l.  Dann  ist  die  mit 
der  Zeit  unveränderliche  Masse  des  Fadenteiles  qls.  Jeder  Änderung  von 
Is  entspricht  daher  eine  ihr  umgekehrt  proportionale  Änderung  yon  q. 
Hieraus  folgt  der  Satz: 

Das  Produkt  der  jeweiligen  Drehungsgeschwindigkeit  in 
den  entsprechenden  Querschnitt  des  Wirbelfadens  ist  bei  einer 
inkompressibeln  Flüssigkeit  konstant. 

Bei  einfachen  Wirbellinien  behält  nur  der  erste  der  beiden  aus- 
gesprochenen Sätze  seine  Gültigkeit. 

5.  Nach  §  43,  (4)  ist  bei  der  gewöhnlichen  Bezeichnung  für  einen 
beliebig  abgegrenzt  gedachten  Teil  der  Flüssigkeit 


(7) 


r(äi+  äy +  aJ^^'"  -  rr5cos(w,a?)  +  i^cos(«,y)  +  fcos(n,Är)]d5 
=  —  I  X  cos  (x,  n)  dSy 

wenn    x    gleichzeitig    die    Gröfse    der   Drehungsgeschwindigkeit   und   die 
Richtung  der  Drehungsachse  bezeichnet.     Da  sich  aber  aus  (1) 

(8)  l^  +  l^+?"=0 
ergiebt,  so  folgt 

(9)  I  X  cos  (x,  n)  ds  =  0. 

Wir  wenden  dieses  Resultat  auf  einen  endlichen  Teil  eines  Wirbel- 
fadens an,  welcher  durch  die  zur  Längsrichtung  senkrechten  Querschnitte 
(/i  und  q2  begrenzt  wird;  Xj  und  x,  mögen  die  Drehungsgeschwindigkeiten 
sein,  welche  diesen  Querschnitten  entsprechen.  Für  den  einen  dieser 
Querschnitte  ist  cos  (x,  n)  ==  1 ,  für  den  andern  =  —  1 ;  für  die  übrige 
Oberfläche  verschwindet  cos  (x,  n).     Demgemäfs  liefert  (9)  einfach 

(10)  ^i»i=^aÄs5; 
also: 

Das  Produkt  aus  der  Drehungsgeschwindigkeit  in  den  ent- 
sprechenden Querschnitt  des  Wirbelfadens  ist.  nicht  nur  an 
derselben  Stelle  im  Laufe  der  Zeit,  sondern  auch  für  alle 
Teile  des  Fadens  das  gleiche. 
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Falls  die  Bewegung  der  Flüssigkeit  keine  diskontinuierliche  ist,  i^- 
kann  daher  ein  Wirbelfaden  nicht  im  Innern  der  Flüssigkeit  endijreD. 
Ein  Wirbelfaden  läuft  immer  ringförmig  in  sich  selbst  zurück 
oder    endigt   beiderseits   in   den   Grenzflächen    der  Flüssigkeit 

Durch  Grenzübergang  folgern  wir  die  gleiche  Eigenschafb  für  ein«' 
einfache,  isolierte  Wirbellinie.  Niemals  kann  ein  einzeluer  rotierender 
Punkt  in  einer  (räumlich  ausgedehnten)  Flüssigkeit  vorkommen. 

6.  Während  die  bisherigen  Betrachtungen  auch  bei  kompressiblt-. 
Flüssigkeiten  ihre  Gültigkeit  bebalten,  wollen  wir  jetzt  die  Gleichung  dt-: 
Inkompressibilität  zu  den  Bewegungsgleichungen  hinzunehmen;  t> 
sei  also 

(11)  ^  +  ^.  +  '>  =  o. 

Wir  behaupten  nun:  Wenn  die  Drehungskomponenten  |,  ij,  >' 
für  jeden  Punkt  zu  jeder  Zeit  gegeben  sind,  die  Wirbelfädei 
sich  ganz  im  Endlichen  befinden,  die  Flüssigkeit  sich  aber 
ins  Unendliche  erstreckt  und  daselbst  ruht  und  im  übrige: 
stetige  Änderung  von  n,  «;,  w  mit'  den  Koordinaten  x,  y^  : 
vorausgesetzt  wird,  so  ist  die  Bewegung  eindeutig  bestimm: 

Gäbe  es  nämlich  zwei  Wertesysteme  für  t«,  v,  t(?,  welche  allen  Be- 
dingungen genügen,  und  setzten  wir  die  Differenzen  entsprechender  KoiC' 
ponenten  gleich  u\  v\  w\  so  hätten  wir  wegen  (l) 

dui  dv   ^       du   dw^ ^        dv^  d_u^ 

dy  dz  '       dz         dx  ^      dx         dy  ' 

d.  h.  u\  v\  w  wären  die  partiellen  Differentialquotienten  derselben  Fnnk 
tion  —  wir  nennen  sie  ^  —  nach  o:,  y,  z.  Aus  (11)  folgt  mittels  die*: 
Beziehungen 

Nach  §  44,  3  *)  ist  dann  tp    eine  Eonstante,  also  u  ^=^  v  ^=^  w'  ^=^  0. 

?•  Wir  beschäftigen  uns  jetzt  mit  den  Wirbelbewegungen  in  einer 
inkompressibeln  Flüssigkeit,  welche  sich  paraUel  zur  a;y- Ebene  daran 
bewegt,  dafs  in  allen  Punkten,  welche  sich  nur  durch  ihre  j^-Koordinau 
unterscheiden,  die  Bewegung  die  gleiche  ist  Die  Flüssigkeit  mGge  dnnb 
zwei  zur  o;^- Ebene  parallele  Ebenen  begrenzt  sein,  im  übrigen  aber  sid 
allseitig  ins  Unendliche  erstrecken  und  daselbst  ruhen.  Etwa  vorhandene 
Wirbellinien  müssen  dann  der  jer*  Achse  parallel  sein  und  in  allen  ihren 
Punkten  gleiche  Geschwindigkeit  aufweisen.  Da  keine  Änderung  in  deio 
Abstand  ihrer  Punkte  eintritt,  so  ist  die  Drehungsgeschwindigkeit  naiL 
Nr.  4  auch  zu  verschiedenen  Zeiten  die  gleiche.  Dagegen  können  die 
Wirbellinien  selbst  ihre  Stelle  ändern.  Von  den  Drehungskomponenten  (\ 
tritt  hier  nur  die  eine: 


*)  Die  Zeit  kann  während  der  ganzen  Untersuchung  als  konstante  Gröf^* 
behandelt  werden. 
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auf. 

Es  mögen  nur  isolierte  Wirbellinien  vorhanden  sein;  von  Wirbel- 
faden kann  man  dann  nur  in  uncigentlichem  Sinne  sprechen.  Denkt  man 
sich  die  Wirbellinien  durch  unendlich  schmale  Cylinder  ausgeschlossen, 
die  natürlich  ihre  Lage  ändern  können,  so  ist  die  Flüssigkeitsbewegung 
in  dem  übrig  bleibenden,  nunmehr  mehrfach  zusanmienhängenden  Baume 
von  Drehung  frei;  sie  besitzt  demnach  hier  ein  Geschwindigkeitspotential. 
Die  Wirbellinien  qualifizieren  sich  also  in  diesem  Falle  als 
Linien,  in  denen  das  sonst  vorhandene  Geschwindigkeitspoten- 
tial seine  Stetigkeit  verliert.  Sie  bilden  eine  Art  Stetigkeitsunter- 
brechung der  sonst  stetigen  Flüssigkeitsbewegung. 

8.  Die  Gleichung  der  Likompressibilität  nimmt  hier  die  Form 

/iQ\  du    .    dv        ^        ,         du        d(—v) 

(13)  ^ — ^  K—  =»  0      oder     k—  «=     \—- 

^     ^  ex    *    cy  ox  oy 

an;   sie   sagt   aus,   dafs  u  und  —  -o  die  partiellen  DifPerentialquotienten 
derselben  Funktion  W  nach  y  und  x  sind.     Setzen  wir  aber 


dW  dW 

oy  '  €X 


(14) 

so  wird  aus  (12) 

(15)  _2t=y:  +  |^. 

Hiemach  zeigt  W  die  Eigenschaften  eines  logarithmischen  Potentials, 
welches  von  Massen  ausgeht,  die  man  sich  in  den  Wirbellinien  konzen- 
triert denken  mufs.  Nach  §  48,  (4)  (worin  rechts  —  vorzusetzen  ist) 
und  (7)  setzen  wir 

(16)  W ^ß  log  (fdf, 

worin  q  die  Entfernung  des  untersuchten  Punktes  von  einer  der  Wirbellinien, 
df  aber  ein  Element  des  Querschnittes  eines  (unendlich  dünnen)  Wirbel- 
fadens bedeutet.  Die  Integration  ist  über  alle  Wirbelfäden  auszudehnen. 
Soll  W  von  Null  verschieden  sein,  so  mufs,  wegen  der  unendlichen 
Dünne  der  Wirbelfaden,  f  unendlich  sein*).     (16)  geht  über  in 

(17)  W -l' ^-m.  log  (fa. 

Hierin  bedeutet  n»«  eine  für  jede  Wirbellinie  a  charakteristische,  unver- 
änderliche Gröfse,  welche  aus  f  S^f,  ausgeführt  für  die  betreffende  Linie, 

hervorgegangen  gedacht  werden  kann;  Qa  ist  die  Entfernung  des  unter- 
suchten Punktes  von  der  Wirbellinie  a.  Je  nach  dem  positiven  oder 
negativen  Sinne  der  Drehung  ist  ma  positiv  oder  negativ. 


*)  Dies  hat  nichts  Befremdliches,  wenn  man  bedenkt,  dafs  die  Rotation 
hier  nur  als  eine  Stetigkeitsonterbrechong  in  einer  Linie  erscheint. 
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1).  W  ist  nicht  das  Geschwindigkeitspotential  für  die  rotationsfreie 
Flüssigkeit;  doch  steht  es  mit  diesem  in  enger  Beziehung.  Gelingt  es 
nämlich,  eine  Funktion  Z  von  x  und  y  zu  konstruieren,  so  dafs  (g»  und 
W  sind  reell) 

(18)  Z  =  g)  +  iW 

wird,  so  ist  q)  das  Geschwindigkeitspotential.    Nach  §  86,  (6)  ist  nämlich 

(IQ\  ^1  =  ^^^       a<p  ^  dW 

^     ^  dy  dx  ^      dx         dy  "* 

also  wegen  (14) 

(20)  ^I  =  «.      ||  =  - 

10«  Den  Wirbellinien  kann  man  eine  Schwerlinie  mit  den  Koor- 
dinaten Xq^  y^  zuschreiben,  indem  man 


(21)  '^qx?  ^a  =^^  ^«  **•« »     yp^  Wo  =^^  ya  «»a 


setzt,  worin  sich  rra,  ^a  ^uf  die  Wirbellinie  a  beziehen.  Man  kann  dann 
behaupten,  dafs  die  Schwerlinie  der  Wirbellinien  in  Buhe  bleibt, 
wenn  nicht  Zma  =  0  ist.  Das  letztere  kann  eintreten,  wenn  die 
Drehungsrichtung  nicht  bei  allen  Wirbellinien  die  gleiche  ist. 

um  den  ausgesprochenen  Satz  zu  beweisen,  differentiieren  wir  (21"! 
nach  t: 

(22)  (^^^ *^«  ^^j  ^"''^^" '      'dt2' ^"^  ^2 ^''"*" ' 
Nach  (17)  und  (14)  ist 

(23)  e.=  ~-2"-V"'      ^=«2"     -^— ' 
so  dafs  ans  (22) 


ldx„ 
dl 


(24) 


wird,  worin  sich  a  und  ^  auf  je  zwei  Wirbelföden  beziehen,  Qafi  aber 
den  Abstand  derselben  angiebt.  Da  sich  in  jeder  der  Doppelsummen  je 
zwei  Glieder  zerstören,  so  verschwinden  sie,  und  wir  haben 

(25)  'S2--  =  «'     ^^--^O' 

woraus  das  Behauptete  folgt. 

11.  An  (23)  knüpfen  wir  eine  Bemerkung  an,  die  sich  auch  ver- 
allgemeinern läfst.  Die  Geschwindigkeitskomponenten  u  und  v  irgend 
eines  Flüssigkeitselementes  setzen  sich  aus  einer  Summe  von  £inzei- 
bestandteüen   zusammen,   die   Beziehung   zu  je   einer  Wirbellinie    haben. 
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Man  kann  daher  yon  der  Auffassung  ausgehen,  dafs  zu  der  Geschwindig- 
keit eines  Punktes  x^  y  jede  Wirbellinie  einen  bestimmten  Anteil  liefert. 
Die  Anteile  der  Wirbellinie  a  sind 

woraus  ein  Anteil  an  Geschwindigkeit*) 

(27)  ]/.i7+"^^  =  ±  i? 
mit  den  Bichtungskosinus 

(28)  --^^^^-J^^JI^,  _.^_^  +  *_Zff 

yV  +  V  ««         |/V  +  V      ""    *« 

folgt.     Beachten  wir  nun,  dafs 

^  —  *a         y  —  Va 

die  Bichtungskosinus  des  Yon  x,  y  auf  die  Wirbellinie  gefällten  Perpen- 
dikels sind,  so  erkennen  wir,  dafs  der  Geschwindigkeitsanteil  auf  diesem 
Perpendikel  senkrecht  steht  und  in  der  Bichtung  yor  sich  geht,  in  welcher 
Punkt  rr,  y  fortgeführt  würde,  wenn  sich  die  Botation  um  die  Wirbel- 
linie  bis  zu  ihm  erstreckte.  Fassen  wir  Alles  zusammen,  so  können  wir 
das  Besultat  aussprechen: 

Jeder  Punkt  einer  inkompressibeln  Flüssigkeit,  welcher 
sich  in  der  oben  angegebenen  Weise  bewegt,  empfängt  von 
jeder  der  yorhandenen  Wirbellinien  (a)  einen  Geschwindigkeits- 
anteil, welcher  der  Gröfse  m«  direkt,  der  Entfernung  yon  der 
Wirbellinie  umgekehrt  proportional  ist  und  den  Punkt  in  der 
Bichtung  bewegt,  in  der  er  durch  die  um  die  Wirbellinie  yor 
sich  gehende  Botation  fortgeführt  würde. 

12«  Ist  nur  eine  Wirbellinie  yorhanden,  so  behält  dieselbe  ihre 
Lage  bei;  sie  möge  durch  den  Nullpunkt  gehen.     Es  ist  dann 

(29)  TT  -  -  J  log  9  =  - -*"- log  (^r«  +  y*) , 

also 

^^    X  dW_ my  oW  mx 

{^öi})       u—  ^~  ^  (x'~+if) '      ^  —  ~'~^''n  {x*~"+'y^ 

oder,  wenn  wir  Pplarkoordinaten  durch 

(31)  X  =  Q  cos  d,     y  =  ^  sin  O 

einführen, 

/,^^^\  m  sin  9"  w  cob^ 


*)   In   (27)   ist  immer  der  positive   Wert  za   wählen,  auch    wenn   m^ 
negativ  ist. 
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Jedes  Teilchen   beschreibt  um   die  Wirbellinie   einen    Kreis    mit  der 
konstanten  Geschwindigkeit 

(33)  4-    -• 

Das  Geschwindigkeitspotential  lautet  in  diesem  Falle 

(34)  <p  =  --  =  ^  arctg  ^  ; 

fllr  X  =  y  =^  0  wird  dasselbe  unbestimmt. 
13.    Bei  zwei  Wirbellinien  ist 

(35)  W  =  —   ^  (»ii  log  Qi  +  mjj  log  Q^) , 
woraus 

1^  _  }_  [       ^^1  (y  —  Vi)         I          ffl«  (y  —  yJ 1 
n  l{x-x,y+  (y-y,y  "^  {x^x,r+  {y-y^yJ' 
JLf w,^^^^i)_ . m^(x--x^) -| 
nl(x--  x,r  +'(2/  -  y,y    '^  (x-  x,)^  +  (y  -  y,y  J 

folgt.    Für  je  einen  Funkt  der  ersten  und  zweiten  Wirbellinie  haben  wir 
insbesondere*) 


(37) 


u   =  ^  L  ^  (yi  —  Vi)  «   =  i-  w»i  (g,  —  a;«) 


Verlegen    wir   nun    den  Nullpunkt    des  Koordinatensystems    in    die 
Schwerlinie  der  beiden  Wirbellinien,  so  wird 

(38)  m^Xi  +  »»2^2  =  0,     wi^^i  +  m^y^  =  0 . 

Durch  Elimination  von  x^  und  y^   mittels   (38)   folgen    aus    den   beiden 
ersten  Belationen  (37) 

_      1     %'         yi 


u. 


/g^N  I    '  »  t»i  +  fn,  aJi*+y,»' 


1        m«*  a;, 


und  analoge  Resultate  aus  den  beiden  andern  oder,  wenn 

(40)   iC,  =  Tj  cos  -^j ,     yi  =  r^  sin  ^^\      x,  =  r,  cos  dg,     y^  =  r,  sin  ^^ 

gesetzt  wird, 


*)  In  (36)  werden  allerdings  fCir  x  ^=^  x^^  y  m;^  y^  die  ersten  Glieder  toc 
u  und  V  unbestimmt;  in  der  That  ist  in  unendlicher  Nachbarschaft  desWirbel- 
fftdens  die  Bewegung  unstetig;  die  Geschwindigkeit  ändert  unendlich  rasch  ihr« 
Richtung.  Wollen  wir  aber  die  Bewegung  der  Wirbellinie  selbst  feststellen,  so 
gehen  wir  von  den  Betrachtungen  der  letzten  Nummer  aus.  Der  Bewe^pan^s- 
anteil,  den  die  erste  Wirbellinie  selbst  liefert,  kommt  hier  nicht  zur  Geltung, 
weil  er  sich  auf  eine  Drehung  um  diese  Linie  bezieht;  der  Bewegungwan tei \ 
der  zweiten  Wirbellinie  bestimmt  also  allein  die  Bewegung  der  ersten  und 
umgekehrt. 
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(41) 


u 


1        »ijj*       «in  ^j 

^  7c    Wi  +  f»,       r, 


1        w»»*       cos^i 

v.  =  7 — ^     u.  s.  w. 

*  «    »I,  +  iiij      fj 


Die  Komponeute  der  Geschwindigkeit  von  ir,,  g^,    in   der  Richtung  r,  ißt 

(42)  «1  cos  -^1  -f-  ^1  sin  -^|  =  0; 

die   hierauf'  senkrechte  Komponente  (im  positiven  Drehungssinne  um  die 
Schwerlinie  als  positiv  gerechnet)  ist 

(43)  -  M.  sin  ^,  +  i-,  cos  *,  =  -    --^^-   ~ . 

Da  beide  Wirbellinien,  wie  aus  (38)  hervorgeht,  mit  ihrer  Schwer- 
linie in  derselben  Ebene  liegen,  so  folgt  aus  dem  letzten,  dafs  sie  von 
der  Schwerli'nie  immer  den  gleichen  Abstand  beibehalten  und 
um  sie  eine  Drehung  mit  der  Winkelgeschwindigkeit 

(44)  -.  —   1        »»«*        1—1       »«1*        ^ 


0» 


ausführen. 

14.    Ist  m^  =  —  W|,  so  folgt  aus  (37) 


(,4ÖJ 

Mj  — 

Uj, 

«,  —  »,. 

Ist  fftr  irgend 

einen 

Zeitpunkt 

so  wird 

yi  -=  y«  = 

-0, 

X^           *"*■ 

«i 

(46) 

«1 

—  u,  =  0, 

»I 

=»»,  =  - 

9 

Die  beiden  Wirbellinien  schreiten  also  mit  gleichbleibender 
Geschwindigkeit  in  der  zu  ihrer  Ebene  senkrechten  Richtung 
fort,  und  zwar  in  demselben  Sinne,  wie  die  zwischen  ihnen 
strömenden  Teilchen. 

Auch  für  drei  Wirbellinien  Iftfst  sich  die  Beclmnng  durchfuhren, 
liefert  jedoch  schon  recht  verwickelte  Resultate. 

Aufser  den  geraden  Wirbellinien  wurden  auch  kreisförmige  unter- 
sucht. Bei  einer  kreisförmigen  Wirbellinie  gelangt  man  zu  einem  ganz 
analogen  Resultate  wie  bei  zwei  parallelen,  geraden  mit  entgegengesetzt 
gleicher  Drehungsgeschwindigkeit.  Die  unmittelbare  Anschauung  zeigt 
schon  die  Verwandtschaft  beider  Probleme. 

§90. 

Die  Wellenbewegung. 

1.  In  einem  Gef&fse  sei  eine  lediglich  der  Schwerkraft  unterwor- 
fene inkompressible  Flüssigkeit  enthalten;  die  Oberfläche  sei  frei.  Befindet 
sich  die  Flüssigkeit  im  Zustande  der  Ruhe,  so  bildet  die  freie  Oberfläche 
eine  horizontale  Ebene,  in  welche  wir  den  Nullpunkt  des  Koordinaten- 
systems verlegen  wollen,  während  die  x^ -Achse  vertikal  abwärts  gerichtet 
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sei.  Wird  nun  an  irgend  einer  Stelle  die  Ruhelage  der  Flüssigkeit  dnrch 
einen  Stofs  u.  dgl.  gestört,  so  teilt  sich  diese  Störung  der  ganzen  Fltissig- 
keit  mit;  sie  macht  sich  (insbesondere  an  der  Oberfläche)  als  sogenannte 
Wellenbewegung  geltend*).  Diese  Wellenbewegung  ist  in  den  ein- 
facheren Fällen  der  Rechnung  zugänglich;  wir  behandeln  sie  zun&cbst 
unter  der  Voraussetzung,  dafs  die  Verschiebungen,  welche  die  einzelnen 
Punkte  der  Flüssigkeit  erfahren,  unendlich  klein  sind. 

Wir  gehen  von  der  Annahme  aus,  dafs  keine  Rotationen  von  Flüssig- 
keitsteilchen Yorkommen,  dafs  also  ein  Geschwindigkeitspotential  g>  existiert. 
Das  Potential  der  Schwerkraft  ist 

(1)  U  =  g0. 

Aus  der  Gleichung  §  83,  (2)  wird  hier,  wenn  wir  die  Dichtigkeit  der 
Flüssigkeit  der  Einheit  gleichsetzen  .und  die  Eonstante  durch  geeignete 
Wahl  von  q>  verschwinden  lassen, 

Da  im  Falle  der  Ruhe  an  der  Oberfläche  p  konstant  Null  ist,  so  wird 
aus  (2)  für  Punkte  der  Oberfläche,  also  sehr  kleine  j?, 

w         ^'-ll  +  i[(l!)'+©'+(|f)T 

Bei  der  Voraussetzung,  dafs  alle  Teilchen  nur  unendlich  kleine  Ver- 
schiebungen erfahren,  müssen  auch  die  Geschwindigkeiten  als  unendlich 
klein  angenommen  werden;  vernachlässigen  wir  nun  unendlich  kleine 
Gröfsen  zweiter  Ordnung,  also  das  Quadrat  der  Geschwindigkeit,  so 
vereinfacht  sich  (3)  zu 

Durch  Differentiation  nach  t  folgt  hieraus 

dz  ^'<p  j_    d*(p    dx    ,      d^fp    dy  j,      d*fp    dg 

^  dt  ~  Ji^  "^  Wdx  dt  "^  di~dy   dt    '     dide  dt 

dz  d(p 

oder  bei  derselben  Vernachlässigung  und  nach  Ersatz  von  ^  durch  ^. 

W  ^dz^^W 

2.  Für  diese  partielle  Differentialgleichung,  welche  von  derjenigen 
verschieden  ist,  die  bei  Schwingungen  von  Saiten  oder  elastischen  Stäben 
auftritt,  lassen  sich  Lösungen  angeben;  von  diesen  konmien  nur  diejenigen 
in  Betracht,  welche  zugleich  die  Relation 

(6)  Jq)  =  0 

befriedigen.     Wir  machen  die  spezielle  Annahme,  dafs 


*)  Die  Grundlagen  der  Theorie  der  Wasserwellen  worden  von  Gauchy, 
Poisson,  Airy,  Bussel,  Green  n.  A.  gelegt 
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(7)  «>  —  *% 

sei,  worin  r|>  nur  -  yon  z  und  ^,   %  nur  yon  x  nnd  y  abhftng^;   (5)  geht 
dann  über  in  die  Gleichung 

die  ihrer  Herleitimg  entsprechend  nnr  ftlr  verschwindend  kleine  z  gilt, 
(6)  in 

Der  letzteren  Relation  wird  durch  die  Annahme 

(10)  If --«**. 

(")  0  +  ©  —  **^ 

genügt,    worin  x   eine    Konstante    bedeutet.     Die   Gleichung   (10)   giebt 
integriert  nach  §  8,  3 

(12)  tj;  — ^c^'  +  ^er-^'. 

Nehmen  wir  an,  dafs  der  Boden  des  Gefäfses  eben  und  horizontal  in  der 

Tita 

Tiefe  jp  =  Ä  sei,  so  mufs  für  £r  =  ä     ~?  =  ö  sein,  wodurch  aus  (12)  folgt 

(13)  ,(;  =  C  (e«  (*— )  +  c-  »*  <*-')). 

C  kann   hierin  noch  eine  Funktion  von  i  sein;   wir  bestimmen  sie 
durch  Einsetzen  von  if;  in  (8).     Es  folgt 

worin    wir   wegen    der   beschränkten    öttltigkeit   von    (8)    « =  0   setzen 
dürfen.     Somit  wird 

,.,•.  d*C  «**-«-'* 

Integriert  giebt  diese  Gleichung 

(16)  C  =  ^cos2«^^, 

worin  Ä  und  t^  willkürliche  Konstanten  sind,  T  aber  durch  die  Gleichung 


xÄ 


(17)  T=2„|/^^ 

bestimmt  ist. 

3«  Die  Bestimmung  von  %  hängt  von  der  seitlichen  Begrenzung  der 
Flüssigkeit  ab.  unter  allen  umständen  soll  diese  Begrenzung  durch 
vertikale  Wände  gebildet  werden.  Wir  wollen  annehmen,  dafs  zwei  Seiten- 
wände der  :r -Achse  parallel  laufen  und  dafs  die  Flüssigkeit  in  der  Rich- 
tung der  rr- Achse    sich  ins  unendliche    erstrecke;    die  Bewegung  möge 


X        Xq 
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in  allen  Ebenen,  welche  der  a:jsr -Ebene  parallel  sind,  die  gleiche  sein. 
Dann  wird  (11)  einfach 

(18)  ^  ä ^h, 

also 

(19)  X  =  ^cos2«^ 
wenn 

(20)  K-\',  i  =  ^; 

gesetzt  wird,  worin  l  ebenso  wie  vorher  x  willktLrlich  ist. 

Durch  Einsetzen  der  gefundenen  Werte  für  tp  und  %  in  (7)  erhalten 
wir  eine  mögliche  Bewegung,  die  sich  mit  unendlich  vielen  analog  ge- 
bildeten durch  Addition  kombinieren  kann.  In  dem  fertigen  Ausdrucke 
tritt  das  Produkt 

cos  2ä  — ^  cos  2n  —y  - 

auf;  dasselbe  können  wir  nach  der  Formel 

(21)  2  cos  a  cos  ß  «=  cos  («  +  Z^)  +  ^^^  («  —  ß) 

behandeln.  Beachten  wir,  dafs  zu  dem  einen  Ausdrucke  für  (p  noch  be- 
liebig viele  ^analog  gebildete  addiert  werden  können,  stf  erkennen  wir 
—  was  auch  direkt  zu  verifizieren  ist  — ,  dafs  wir  bei  geeigneter  Ver- 
legung des  Nullpunktes  der  Zeit  speziell 

(22)  q>  =  A  (/''"^  +  e"^'"'^)  cos  2«  (^,  —  ^) 
setzen  dürfen,  worin  Ä  und  A  beliebig,  dagegen 


/         ?^ 

V  '5 


2fth  2Jth 


^^  _  +e 

(23)  ^         1^      </     ?^       _*^ 


ist. 

4.  Um  die  wirkliche  Bewegung  zu  erhalten,  bilden  wir,  indem  wir 
die  Koordinaten  eines  Teilchens,  welche  zur  Zeit  /  =  0  x^  y^  e  sind,  mit 
rc  +  S,  y,  Ä?  +  £  bezeichnen, 


(24) 


M_||_    !ii(."'?+r"*-?)^2«(i-|), 

woraus  durch  Integration  nach  t  folgt 
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Berechnen    wir    hieraus    cos  2«  ( ^,  —  j  )    und  sin  2%  (-«7  —  -  j , 

quadrieren  und  addieren,  so    erhalten   wir  die  Gleichung  der  Bahn  eines 
Teilchens  in  der  Form 

(26)  ^__cos— j    +{^   +^—)   =^' 

worin  zur  Abkürzung 


(27) 


(•     *— »  „    *  — »v 


AT  l   8« 
X 


gesetzt  wurde.     (26)  ist  die  Gleichung  einer  Ellipse,  deren  grofse  Achse 
+  2a  horizontal  liegt;  +2^  ist  die  kleine  Achse. 
Für  a  =  fe,  d.  h. 


—%ft 


e  ^    =0, 

also  h  =  00  bei  endlichem  A  und  verschwindend  kleinem  A^  geht  diese 
in  einen  Kreis  über. 

5.  Die  durch  (25)  und  (23)  gegebene  Bewegung  ist  in  Be- 
zug auf  /  und  x  periodisch.  Nach  Ablauf  der  Zeit  T  wieder- 
holt sich  derselbe  Bewegungsvorgang,  und  in  Punkten,  welche 
in  der  Richtung  der  rr-Achse  den  Abstand  A  haben,  ist  die  Be- 
wegung   die    gleiche;    T  ist   die   Dauer    einer   Oszillation,   A  die 

Wellenlänge,  -7p  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Wellen- 
bewegung. Die  Bewegung  verläuft  in  derselben  Weise  wie 
die  durch  §  73,  (5)  dargestellte.  Die  Wellenbewegung  schreitet 
in  der  Richtung  der  wachsenden  x  fort,  wenn  A  positiv  ist. 

Besondere  Aufmerksamkeit  verdient  der  Einflufs  der  Tiefe  der 
Flüssigkeit,  sowie  das  Verhalten  derselben  in  verschiedenen  Tiefen, 
Während  die  Wellenlänge  willkürlich  angenommen  werden  kann,  ist 
die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit 


(28) 


von  A  und  h  abhängig.     Bei  gleichbleibendem  A  nimmt  sie  mit  wach- 
sendem li  zu;  für  7i  =  0  verschwindet  sie,  für  ä  «=  00  wird  sie 


0^ 

tnh 

e 

X' 

2» 

trth 

e 

%ith 
X 

(^)  -t  -^11 


ein    Wert,    dem    sie    sich    rasch   nähert,    wenn    h    die    Wellenlänge    A 
übertrifft. 
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Bei  gleichbleibendem  h  erreicht  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
ihren  Maximalwert  fUr  iL  «»  cx>.     Da  hierbei 

(30)  e^=i  +  !^,    e~^=l^^ 
gesetzt  werden  kann,  so  wird 

(31)  i  ==  >^5 

übertrifft  also  die  Wellenlänge  die  Tiefe  einigermafsen,  so  wird  die  Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit nahezu  von  der  Wellenlänge  unabhängig,  aber 
der  Quadratwurzel  aus  der  Tiefe  proportional. 

Die  Oszillationsdauer  T  nimmt  mit  wachsendem  X  zu,  mit  wacbsdn- 
dem  h  aber  ab. 

Die  Vertikalbewegung  der  Flüssigkeitsteilchen  ist  an  der  Oberfl&che 
am  stärksten;  am  Boden  verschwindet  sie.  Die  Horizontalbewegung  nimmt 
ebenfalls  mit  der  Tiefe  ab,  ohne  jedoch  hier  zu  verschwinden. 

Auch  wenn  der  Kanal  abgeschlossen  ist,  bietet  die  Verfolgung  der 
Bewegung  keine  Schwierigkeiten. 

6«  Die  gegebene  Behandlung  der  Wellenbewegung  hat  das  Mi&liche, 
dafs  sie  von  Annahmen  ausgeht,  welche  nicht  immer  zutreffend  sind; 
namentlich  die  Voraussetzung  des  Vorhandenseins  eines  Geschwindigkeits- 
Potentials,  also  der  Abwesenheit  jeder  Botation,  ist  bedenklich.  Wir  wollen 
nun,  ohne  solche  Annahmen  zu  machen,  die  Wellenbewegung  in  einer 
Flüssigkeit  verfolgen,  welche  sich  in  Parallelebenen  zur  a;£r-Ebene  gleich- 
artig bewegt*);  freilich  werden  wir  nur  eine  ganz  spezielle  Bewegongs- 
weise  anzugeben  im  stände  sein.  In  der  Richtung  der  j? -Achse  soll  die 
Flüssigkeit  unbegrenzt  sein;  ebenso  nehmen  wir  die  Tiefe  als  unendlich  an. 

Die  Lagrange'schen  Gleichungen  §  81,  (9),  (17),  (18)  liefern**), 
wenn  wir  das  Koordinatensystem  wie  vorhin  legen,  &  as  ^  tmd  c«l 
setzen, 

id*x  dx    ,    (d}s \  ^  j.  ^^        A 

d<»  da  '^  W  ""  ^/  ä^  "*■  ää  ~  ^' 

\di?  di  "^  \di^~^)  de  '^  dc^  "' 


(32) 


(34) 


(33)  2)  =  ^|f_|f|i,      ^  =  0. 

^     ^  da  de         de  da^       dt 

Wir  können  nun  behaupten,  dafs  die  Annahmen 

X  «=^  a  •\-  r  BÜxi  ^  ^     ig  SB  c  -{-  r  cos  ^ , 

die  Gleichungen  (32)  und  (33)  befriedigen,  wenn  k  und  T  als  Konstanten, 
r  aber  als  noch  zu  bestimmende  Funktion  von  c  angesehen  werden.    Es 

*)  Rankine,  Philos.  Trans.  1863,  Part.  I,  p.  227. 
**)  a,  b,  c  BoUen  die  Werte  von  x,  y,  ;?  für  *  =  0  sein. 


§  90.  Die  Wellenbewegung.  289 

wird  faierdnrcli  eine  kreisförmige  Bewegung  jedes  Teilchens  mit  einem 
Radius,  der  von  der  Tiefe  unter  der  Oberfläche  abhängt,  festgesetzt;  nach 
der  Zeit  T,  sowie  im  Abstände  X  in  der  Richtung  der  a: -Achse  wieder- 
holt sich  die  Bewegung. 

Um  die  Richtigkeit  der  Annahme  zu  beweisen,  bilden  wir 

idx        .     .    2ie  ^         dx         dr    .     . 

^  =  —    ;    r  sm  0,         o  =  1  +  j-  cos  ^ 
da  l  ^         de  *    de 

und  hiemach 

(36)  D  =  1  +  _  ,.  -  .^.  +  (^  -  +  _  r)  cos  ». 

Um  D  von  i  unabhängig  zu  machen,  mufs 

angenommen  werden;  hieraus  folgt  durch  Integration 

(38)  r  =  Ce     ^'\ 

worin  C  eine  Eonstante  ist.     D  wird  zu 


2n     dr 


(39)  D=l+yr 

Weiter  folgt  aus  (34) 

Unter  Benutzung  aller  gefundenen  Relationen,  insbesondere  auch  (37), 
erhalten  wir  aus  (32) 

idp         ^     ßn        g\       .     - 
da  \J«         X} 

dp         ^     ßn        g\  ^    ,  8«»    a 

Setzen  wir  jetzt  zwischen   den  beiden  bisher  willkürlichen  Eonstanten  X 
und  T  die  Beziehung 

(42)  f  -  y 

fest,  so  gehen  die  Gleichungen  (41)  in 

über.     Aus  der  ersten  dieser  Gleichungen  folgt,  dafs  p  von  a  unabhängig 
ist;    die  zweite   liefert  durch  Integration,    wenn    der   Druck  für  c  =  0, 

Kausenberger,  analyt.  Mechanik.  IL  19 
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d.  fa.  für  die  freie  Oberfläche,  die  ixiuner  von  denselben  Teilchen  gebildet 
wird,  gleich  p^  (Atmosphärendruck)  gesetzt  wird, 


(44) 


P=Po  +  ff[c-j(^{l-e    *"')]■ 


Hiermit  ist  die  Möglichkeit  der  angegebenen  Bewegung  dargethan, 
wenn  nur  die  Konstante  C  so  gewählt  wird,  dafs  die  Grofse  D  nicht 
verschwindet  oder  negativ  wird*).     Da  nun  aus  (39)  durch   (38) 

(45)  D=l-(^cfe~^''' 

wird,  so  mufs,  weil  c  von  0  bis  c»  variiert, 

(^«)  ^'  <^  (LT 

sein. 

7*  Die  Gleichung  der  freien  Oberfläche  zur  Zeit  t  erhält  man,  wenn 
man  in  den  Gleichungen  (34)  r  aus  (38)  einfügt,  c  =  0  setzt  und  dann 
a  und  'd-  eliminiert.     Die  Elimination  von  a  giebt 


(47) 


woraus 


^  =  T  +  2"^  +  ^«^^^' 
z  =  C  cos  d^^ 


(48)  ^  =  -^  +  VC'  -  z^  +  g-  arc  cos  ^ 

folgt. 

Dies  ist  für  ein  festes  t  und  ?/  die  Gleichung  einer  Cykloideim  weiteren 
Sinne,  die  durch  einen  Punkt  beschrieben  wird,  welcher  mit  einem  auf 
der  unteren  Seite  einer  zur  rr -Achse  parallelen  Geraden  rollenden  Kreist' 
fest  verbunden  ist.     Die  Bewegung  bleibt  in  verschiedenen  Zeiten   zu  sieh 

selbst  kongruent.  Sie  schreitet  mit  der  Geschvrindigkeit  y,  in  der  Rich- 
tung   der  a; -Achse    fort.     Der   rollende  Kreis   hat  den    Radius  -— ,    sein 

Mittelpunkt  bewegt  sich  in  der  o; -Achse,  und  der  die  Kurve  beschreibende 
Punkt  hat  vom  Mittelpunkte  den  Abstand  G, 

Wird  C*  «=  (ö— )  ,  so  erhält  die  Cykloide  Spitzen;  die  Wellen  spibcen 
sich  nach   oben  zu,  während  sie  für  C*  <  (— )    abgerundet   erseheinen. 

Wird  C^  >  (— )  ,    so   geht  die  Cykloide  in  eine  Schl'eifenlinie  über;    die 

Wasserteilchen  mlifsten  sich  einander  durchsetzen,  was  nicht  möglich  ist: 
es  stimmt  dies  mit  dem  Resultate  (46)  liberein.  Dieses  Ergebnifs  ist 
mit  der  Wirklichkeit  insofern  im  Einklang,    als   bei   einer  im  Vergleich 


*)  D  ist  seiner  Bedeutung  nach  wesentlich  positiv. 
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zur  Wellenlänge  sehr  grofsen  Wellenhöhe  ein  Spritzen  und  Schäumen 
des  Wassers,  also  eine  diskontinuierliche  Bewegung  eintritt. 

8,  Bei  der  abgeleiteten  Bewegung  ist  kein  Geschwindigkeitspotential 
vorhanden,  vielmehr  befinden  sich  sftmtliche  Teilchen  in  Rotation  um  eine 
Parallele  zur  «/-Achse.  Aus  §  82,  (8),  (7)  und  (2)  folgt  nämlich  für  diese 
Botationsgeschwindigkeit 

B' 1    Idu  dx        Zu  dx    .dvo  dz_  dw^  dz\ 

'^"^  ~  D  '^~  27j\da  fc  ~  de  da  "^  da  Wc  '~~  de  da)^ 

also  nach  (34),  (35),  (38) 

47t 

tAQ\  8gV«  _  8 «' C^e  _^ 

(49)  ^  "^  Di«r  ~         nX^T 

Die  Rotationsgeschwindigkeit,   die  von  der  Zeit  unabhängig  ist,   erreicht 
in  der  Oberfläche  ihr  Maximum 

und  verschwindet  in  der  Tiefe  mehr  und  mehr. 


§  91. 
Die  Beibimg  der  FlÜBslgkeiten. 

1*  Wenn  die  Resultate,  welche  die  Theorie  der  idealen  Flüssig- 
keiten liefert,  mit  der  Wirklichkeit  oft  nur  sehr  unvollkommen  zusammen- 
stimmen, so  liegt  dies  ganz  besonders  in  dem  Umstände,  dafs  die  gegen- 
seitige Verschiebung  zweier  benachbarten  Flüssigkeitsteilchen  keine  unbedingt 
freie  ist.  Die  molekularen  Kräfte,  welche  zwischen  den  Flüssigkeitsteilchen 
thätig  sind,  setzen  einer  solchen  Verschiebung  einen  Widerstand  entgegen, 
den  man  als  innere  Reibung  bezeichnet.  Steht  die  Flüssigkeit  mit 
festen  Körpern  in  Berührung,  so  macht  sich  an  den  Grenzflächen  eine 
äufsefe  Reibung  geltend. 

Die  Theorien  der  Reibung,  welche  Nävi  er,  Cauchy,  Poisson, 
de  St.  Venant,  Stokes,  Meyer,  Stefan,  Kirchhoff  aufstellten,  stinunen 
zwar  für.  inkompressible  Flüssigkeiten,  aber  nicht  alle  für  Gase  völlig 
überein.  In  der  That  ist  msjx  auf  nicht  ganz  sichere  Annahmen  angewiesen, 
die  der  Natur  der  Sache  nach  durch  Experimente  kaum  scharf  bestätigt 
werden  können. 

Verwandt  mit  den  Untersuchungen  über  reibende  Flüssigkeiten  sind 
diejenigen  über  die  Mechanik  halb  flüssiger  (pulverfdrmiger  oder  pla* 
stischer)  Substanzen,  welche  in  der  neuesten  Zeit  von  Boussinesq, 
L6vy,  de  St.  V6nant  u.  A.  angestellt  wurden.  Wir  werden  uns  mit 
diesen  Theorien  nicht  weiter  beschäftigen  und  nur  die  eigentlichen  reiben« 
den  Flüssigkeiten  behandeln. 

2«    Wir  gehen  von  der  Annahme  aus,  dafs  infolge  der  Reibung  in 

19* 


292  Siebenter  Abscbnitt 

der  Flüssigkeit  seitliche  Druckkomponenten  auftreten,  die  bei  den 
idealen  Flüssigkeiten  nicht  vorbanden  sind.  Hieraus  folgt  zugleich,  dafs 
die  Normaldrucke  nicht  alle  gleich  sein  können  (vgl.  §  67,  10),  dals 
sie  also  ebenfalls  Modifikationen  erleiden  müssen.  Verschieben  sich  zwei 
Flüssigkeitsteilchen  nebeneinander,  so  wird  ein  seitlicher  Druck  involviert 
welcher  von  der  Geschwindigkeitsdifferenz  beider  abhängt.  Auch  wenn 
sich  zwei  Teilchen  hintereinander  in  derselben  Bichtung  verschieben,  macht 
sich  die  Reibung  im  Falle  einer  Geschwindigkeitsdifferenz  geltend 9  denii 
der  hierdurch  notwendig  werdenden  Deformation  der  Teilchen  setzt  sieb 
die  Beibung  entgegen. 

Wir  wollen  nun  zunächst  annehmen,  dafs  die  Koordinatenachsen  mit 
den  Hauptachsen  des  Druckellipsoids  eines  Teilchens  x^  y^  s  gleiche 
Richtung  haben,  so  dafs  die  seitlichen  Druckkomponenten  Y,,  Z^,  X 
verschwinden.  Dann  gehen  wir  von  der  Annahme  aus,  dafs  die  Druck- 
komponenten Xf,  ly,  Zg  sich  von  dem  Drucke  j),  welcher  der  idealen 
Flüssigkeit  zukommen  würde,  nur  um  eine  Gröfse  unterscheiden,  die  der 
Differenz  der  Geschwindigkeit  des  Teilchens  und  der  resp.  in  der  ar,  y^  z- 
Richtung  liegenden  Nachbarteilchen  (bezogen  auf  gleichen  Abstand)  pro- 
portional und  bei  positivem  Druck  negativ  ist.  Bei  dem  gleichartigen 
Verhalten  der  Flüssigkeit  nach  allen  Richtungen  hin  setzen  wir  daher 


(1) 


X,  —  j) 

2fcf 
ox 

Yy—P    — 

2*f 

^y 

Z,  —  p- 

2*!! 

worin  t«,  t?,  w  die  Geschwindigkeitskomponenten  sind  und  Ä;  eine  von  der 
Natur  der  Flüssigkeit  abhängige  Konstante,  die  sog.  Reibungskonstante 
oder  der  Reibungskoeffizient  ist. 

Fügen  wir  nun  die  weitere  Annahme  hinzu,  dafs  das  Dmckellipsoid 
und  das  Dilatationsellipsoid  jederzeit  die  gleichen  Achsen  haben,  so  ge- 
schieht die  Übertragung  dieser  Druckrelationen  in  ein  beliebig  gelegenes 
Koordinatensystem  in  derselben  Weise,  wie  in  §  68,  9,  wo  die  analoge 
Rechnung  für  elastische  feste  Körper  durchgefUhrt  wurde.  Bei  dieser 
Übertragung  können  wir  die  beiden  Glieder  auf  den  rechten  Seiten  von 
(1)  gesondert  behandeln.  Der  Di*uck  p  ist  derselbe  wie  bei  der  idealen 
Flüssigkeit;  er  tritt  daher  bei  jeder  Lage  des  Koordinatensystems  in 
X,.,  Yy,  Zg  auf,  während  die  seitlichen  Druckkomponenten  von  ihm  frei 
sind.  Die  zweiten  Teile  der  rechten  Seiten  von  (l)  werden  aber  mit  den 
Gröfsen  i^i,  172)  l's  ^  §  ^^)  (^^)  formell  identisch,  wenn  man  in  diesen 
d  ««=  0  und  A;  an  Stelle  von  K  setzt.  Da  nun  die  Gleichungen  §  68,  (^15^ 
durch  Koordinatentransformation  in  §  68,  (23)  übergehen,  so  erhalten 
wir  die  allgemeinen  Gleichungen  der  Druckkomponenten  für 
reibende  Flüssigkeiten  in  der  Form 
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(2) 


Yy=p  —  2k 


du 

dv 


Z.='p 


cz 


Es  ist  wohl  zu  beachten,  dafs  te,  r,  w  hier  die  Geschwindigkeits- 
komponenten, in  §  68  aber  die  Verschiebungskoinponenten  be- 
deuten. Für  die  hier  durchzuführende  Rechnung  ist  dies  jedoch  irrelevant, 
da  die  Geschwindigkeitskoni ponenten  den  Verschiebungskomponenten  pro- 
portional werden,  wenn  letztere  für  die  im  Verlaufe  des  Zeitteilchens  dt 
eintretende  Änderung  gebildet  werden. 

3.  Als  Differentialgleichungen  der  Bewegung  ergeben  sich  für  die 
reibende  inkompressible  Flüssigkeit  nach  §  67,  (4),  wenn  man  die 
Relationen  beachtet,  welche  aus  der  Gleichung  der  Inkompressibilität 


(3) 


du    .    dv     ,    cw 
^"^  +  äy  "*" 


dx    '    dy     '    dz 
durch  Differentiation  nach  x^  y^  z  folgen, 


0 


(4) 


d^x  ^P    I    i.  ^ 

^  dt*        ^^ 


dU 
dt* 


dx 
dp 

dp 


-j-  kJv , 


=  eZ  —  >.—  +  kJw. 

dz    ' 


Die  Euler 'sehen  Gleichungen  (in  der  Form  §  81,  (7))  nehmen,  wenn 
wieder 

(5) 


P==^ 


gesetzt  und  die  Existenz  einer  Kräftefunktion  vorausgesetzt  wird,  die  Ge- 
stalt an 


(ö) 


du    ,       du    .       du    ,'      du       d(U  —  P)    ,    k    ^ 


dy 


dz 
u.  s.  w. 


dx 


Ist  keine  Kraft  in  Thätigkeit,  so  haben  wir 

(7) 


du    .       du    ,       du    .        du 


dt 


dx 


dz 
u.  s.  w. 


^    ^P      \^     A 

—  ö Au 

e  dx    *    8 
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4t.  Wenn  die  Flüssigkeit  mit  festen  Körpern,  resp.  festen  Wänden 
in  Berührung  ist,  so  müssen  an  diesen  die  normalen  Geschwindigkeits- 
komponenten beiderseits  übereinstimmen.  Bezeichnen  wir  die  Geschwindig- 
keitskomponenten  der  Flüssigkeit  wie  bisher  mit  u,  r,  «*,  die  eines  Körper- 
teilchens mit  «1,  i;, ,  Wj,  mit  n  die  nach  dem  Innern  des  Körpers  gehend« 
Normale,  so  ist  also  für  einen  Punkt  der  Grenze 

(8)  (u  —  Wj)  cos(w,  x)  -{-  (v  —  V,)  cos(n,  y)  +  («'  —  u\)  cos(w,  r)  =  0. 

Bei  einer  idealen  Flüssigkeit  sind  die  Geschwindigkeiten  in  tangen- 
tialer Richtung  an  der  Grenzfläche  vollkommen  voneinander  unabhängig, 
und  es  finden  hier  keine  seitlichen  Drucke  statt.  Besteht  dagegen  zwischen 
Flüssigkeit  und  festem  Körper  Beibung,  so  treten  seitliche  Drucke  au£ 
Wir  machen  die  Hypothese,  dafs  die  Komponenten  der  seitlichen 
Drucke  den  Differenzen  der  entsprechenden  Geschwindigkeits- 
komponenten  proportional  sind. 

Wir  wollen  die  Komponenten  des  Druckes,  welcher  von  dem  festen 
Köi*per  aus  an  einer  Stelle  auf  ein  Element  der  Grenzfläche  einwirkt, 
bezogen  auf  die  Flächeneinheit,  mit  -V„,  l'i,,  Z„  bezeichnen.  Selbst- 
verständlich steht  dieser  Druck  im  allgemeinen  nicht  auf  dem  Flächen- 
elemente senkrecht.  Wir  können  ihn  in  zwei  Komponenten  zerlegen,  von 
denen  die  erste  in  die  Richtung  n,  die  zweite  in  die  Tangentialeben*. 
fällt;  die  erste  ist 

(9)  Xn  cos(«,  x)  +  Yn  COS  («,  y)  +  Zn  cos(w,  z). 

Die  Komponenten  der  zweiten  Druckkomponente,  genommen  nach  dec 
Koordinatenachsen,  erhalten  wir,  indem  wir  von  X»,  y„,  Z^  die  Komi>o- 
nenten  von  (9)  nach  den  Koordinatenachsen  abziehen;  die  erhaltenen 
Gröfsen  sind  dann  den  mit  einem  konstanten  Faktor  x  multiplizierteD 
Komponenten  der  Geschwindigkeitsdifferenzen  gleichzusetzen.  So  erhalten  wir 

Xn  —  [X„cos(«,x)+  ynCOs(n,y)  +  '2rnCos(w,jer)]cos(«,z)=x(i*j  —  m), 

(10)      Yn—  [X„C08(«,X)+  r„C0s(f»,y)  +  ZnC0s(«,iEf)]C0s(«,y)  =  x(f7i i\ 

,  Z,  —  [X„  cos  (w;  x)  +  Yn  COS  (w,  y) + Z„  cos  (w,  z)]  cos  (n,  z)=x  (tc^  —  tr ). 

Die  Gröfse  x,  welche  die  Stärke  der  Reibung  zwischen  Flüssigkeit 
und  festem  Körper  bestimmt,  ist  von  k  wesentlich  verschieden;  sie  hängt 
von  der  Natur  der  beiden  sich  berührenden  Körper  ab.  Ist  x  ==  (», 
so  folgt 

(11)  Xni  YniZn^=  cos(n,  x)  :cos(w,  y)  :  co8(»,  z)^ 

der  Druck  ist  also  normal;  in  diesem  Falle  findet  an  der  Grenzfläch*" 
keine  Reibung  statt.     Nehmen  wir  x  =  oo,  so  mufs 

(12)  w  =  Uj ,      t'  =  t;i ,      w  =  u\ 

sein,  d.  h.  die  FUlssigkeitsteilchen  an  der  Grenzfläche  führen  dieselbe  Be- 
wegung aus,  wie  die  berührenden  Teile  des  festen  Körpers;  die  Flüssig- 
keit haftet  an  dem  letzteren. 
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5,    Aus  den  Relationen  (4)  und  (lO)  ist  ersichtlich,  dafs  k  und  x 
die  folgenden  Dimensionen  besitzen: 

k:  l-U-hn, 


§  92. 

Bewegung  einer  reibenden  Flüssigkeit  in  einem  Bohre;  Theorie  der 

Meeresströmungen. 

!•  Dem  Experiment  am  bequemsten  zugänglich  ist  die  Bewegung 
einer  reibenden  Flüssigkeit  in  einem  cjlindrischen  Rohre.  Die  Längs- 
achse des  Rohres  sei  der  ;? -Achse  parallel.  Kräfte  mögen  nicht  wirken, 
was  dem  Vorgänge  in  horizontalen  Rohren  nahe  kommt.  Der  Ein-  und 
Ausfluls  sei  so  geregelt,  dafs  die  Bewegung  überall  parallel  zur  ;? -Achse 
vor  sich  geht,  dafs  also 


(1) 

t«    =5    t;    SB    0 

ist. 

Zudem  möge  die  Bewegung  eine  stationäre  sein. 

Aus  den  Gleichungen  §  91,  (7)  und  (3)   wird  dann 

(2) 

(dp        n       ^P        n             dio    .    1  dp        k     .           _ 

t X           ^     oy           '           dz    ^     s  c  z         B                  ' 

l                                        dz        "• 

Wir  schliefsen  hieraus,  dais  p  von  x  und  y  unabhängig,  also  für  alle 
Punkte  desselben  Querschnittes  gleichwertig  ist;  ferner,  dafs  w  von  z 
unabhängig  ist,  also  in  jedem  Stromfaden  denselben  Wert  behält,  so  dafs 
in  entsprechenden  Punkten  zweier  Querschnitte  die  gleiche  Geschwindig- 
keit stattfindet. 

Die  dritte  Gleichung  (2)  vereinfacht  sich  durch  die  vierte  zu 

Da  die  linke  Seite  derselben  von  x  und  f/,  die  rechte  von  z  unabhängig 
ist,  während  t  überhaupt  nicht  auftritt,  so  können  wir  sie  in  die  beiden 
Gleichungen 

W  ä.-  =  ^'    ^[jr'  +  w)^" 

zerfallen,  in  denen  c  eine  Konstante  bedeutet.    Aus  der  ersten  Gleichung 

(4)  folgt  durch  Integration 

(5)  p  =  cz-{-Ci, 

so  dafs  sich  beim  Fortschreiten  längs  der  Röhre  der  Druck  proportional 
mit  dem  zurückgelegten  Wege  ändert. 

2.  Die  zweite  Gleichung  (4)  können  wir  in  dem  Falle,  dafs  der 
Querschnitt  ein  Kreis  ist,   dessen  Mittelpunkt  in  der  ^- Achse  liegt  und 
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dafs  die  Bewegung  in  gleichem  Abstände  vom  Mittelpunkte   die  gleiche 
ist,  leicht  integrieren.     Wir  setzen 


(6) 

Vx*  +  /  =  p 

und  haben 

r  CW        dw  CQ          x  dw 
cx         dg  dx         Q    dg  ^ 

(7) 

(*w        (xy  d*w    f     (i         x*\  dw 
dx^         \q)     dp«    "^  W          9'^  dQ 

ixyd'^w     .     y^  dw 
[         '^\q/    dg*   '^  Q^    d(f 

u.  s,  w. , 

so  dafs  die  zweite  Gleichung  (4)  in 

(«)            '  (f; + 7  37)  - ' 

übergeht.     Integriert  giebt  dieselbe 

(9) 


IC 


4k 


Q^  +  ÄlOgQ  +  B, 


worin  A  und  B  neue  Konstanten  sind. 

3.   Zur  Bestimmung  der  Konstanten  müssen  wir  die  Grenzbedingung^n 
verwenden.     Es  ist  allgemein  nach  dein  Vorhergehenden  und  §  91,  (2) 


(10) 


X^  =  p^      Yg=p,     Z,=p, 

y  _         7.     ^ ^y       ^ 


Z. 


^x,=  o. 


kx  dw 
Q     dg  ' 


Die  Druckkomponente  nach  der  js: -Achse  für  einen  Punkt  der  Röhren- 
Wandung,  wo  p  =  r  sein  möge,  ist  daher 

y^^J  "^^  g         "^^g—^dg 

Nach  §  91,  (10)  haben  wir  (bei  direkter  Bildung  der  linken  Seite)  zu  setzen 

,  dw 


(12) 


dg 


=  —  X«?    fllr  Q  =  r 


oder  unter  Benutzung  von  (9) 
(13)  ....      4* 


Y  +  ^  +  '4?  +  »^logr  +  *B  =  0. 


Aufserdem  mufs  A  =^  0  sein,  wenn  iv  far  ^  ==*  0  nicht  unendlich  weidec 
soll.     Demnach  finden  wir 

also 


(15) 


tv 


'rC?*-»^)-!-« 


4^- 
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Wird  noch  festgesetzt,  resp.  beobachtet,  dafs  ftlr  ß  ^=  0  und  ^  =  i 
die  Werte  i>  =  l?o  ^"id  P  =  Pi  statthaben,  so  ergiebt  sich  aus  (5) 

(^ct\  Pf- Po 

4,  Das  Flüssigkeitsvolumen  $,  welches  in  der  Zeiteinheit  durch 
einen  Querschnitt  strömt,  ist 

(17)  '  Q  —  2itiwqdQ 

o 

oder  nach  Benutzung  von  (15)  und  (16)  und  Ausfühining  der  Integration 

(18)  Q^J^-2i{r^  +  ^lr^). 

Gerade  diese  Menge  der  durchflief senden  Flüssigkeit  läfst  sich  am 
leichtesten  messen.  Führt  man  die  Beobachtung  für  verschiedene  r  aus 
(Poiseuille),  so  findet  man,  dafs  die  Annahme  x  =  oo  sich  mit  den 
Thatsachen  am  besten  verträgt.  Dann  kann  k  für  verschiedene  Flüssig- 
keiten ermittelt  werden. 

5.  Unter  den  mannigfachen  Theorien,  welche  die  Entstehung  der 
Meeresströmungen  zu  erklären  suchen,  dürfte  sich  die  von  Zöppritz*) 
aufgestellte  gegenwärtig  die  meiste  Geltung  erworben  haben.  Hiemach 
entstehen  im  Meere  Strömungen  infolge  andauernd  in  näherungsweise 
gleicher  Richtung  wehende  Winde,  wie  die  Passatwinde.  Dieselben  setzen 
die  oberste  Wasserschicht  in  eine  gleichlaufende  Bewegung,  und  diese 
Bewegung  teilt  sich  infolge  der  Reibung  nach  und  nach  auch  den  tieferen 
Schichten  mit.  Vorübergehende  Änderungen  in  der  Windrichtung  werden 
die  Strömung  nur  ganz  oberflächlich  beeinflussen,  da  das  Vordringen  der 
Bewegung  in  die  Tiefe  ein  sehr  langsames  ist.  Es  ist  nicht  unsere  Ab- 
sicht, die  etwas  komplizierteren  Rechnungen  zu  reproduzieren,  mittels 
welcher  Zöppritz  dieses  allmähliche  Vordringen  verfolgt;  wir  wollen  nur 
die  einfache  Frage  erledigen:  wie  bewegt  sich  die  Wassermasse, 
nachdem   die   Strömung    stationär  geworden   ist? 

Wir  behandeln  die  Aufgabe  unter  den  gleichen  Voraussetzungen  wie  die 
soeben  gelöste.  Die  Bewegung  möge  in  der  horizontalen  r-Richtung  vor  sich 
gehen;  die  freie  Oberfläche  sei  wie  der  Meeresgrund  durchaus  horizontal. 
Die  positive  a* -Achse  sei  vertikal  nach  unten  gerichtet,  der  Nullpunkt  liege 
in  der  Oberfläche.  Nach  der  x:-Richtung  hin  sei  die  Wassermenge  un- 
l)egrenzt;  in  der  y- Richtung  kann  sie  ebenfalls  unbegrenzt  oder  durch  zwei 
zur  irr-Ebene  parallele  Ebenen  begrenzt  sein.  Im  Falle  der  Begrenzung  möge 
an  den  vertikalen  Wänden  keine  Reibung  stattfinden;  unter  allen  Um- 
ständen sei   die  Bewegung  von  y  unabhängig.     Am  Boden,   der  in  der 

*)  Hydrodynamische  Probleme  in  Beziehung  zur  Theorie  der 
Meeresströmungen,  Wiedemaon's  Ann.  d,  Phys.  n.  Chem.,  neue  Folge, 
B.  3,  p.  682. 
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Tiefe  h  unter  der  Oberfläche  liege,  hafte  da^  Wasser,  so  dafs  hier  keine 
Bewegung  stattfindet.  An  der  Oberfläche  sei  infolge  der  Windbewegnng, 
die  sich  durch  Beibung  dem  Wasser  mitteilt,  eine  konstante  Geschwindig- 
keit a  im  Sinne  der  positiven  ^r -Achse  vorhanden. 

Da  die  Schwere  und  der  vertikale  Druck  auf  die  Oberfläche  offenbar 
gar  nicht  in  Betracht  kommen,  so  können  wir  die  Gleichungen  (l),  (2\ 
(3)  und  (4)  ohne  weiteres  in  Anwendung  bringen  und  sie  durch  die 
neue  Belation 

noch  vereinfachen.    So  wird  aus  (4) 

(20)  ?!  =  <',     ^-S==^. 

worin  noch  c  =  0  zu  setzen  ist,  da  keine  Kraft  in  der  <s'-Richtung  wirkt, 
die  eine  Druckdifferenz  nach  dieser  Richtung  veranlassen  konnte.  Wir 
haben  also  schliefslich  nur 

(")  aS  -  « 

ZU  integrieren  und  finden 

(22)  w  =  5a:  +  5i. 

Da  für  X  =  0  und  x  =  h  resp.  w  =  a  und  tv  =  0  sein  soll,  so  wird 
hieraus 

(23)  ,.  =  f(Ä-x). 

Die  Geschwindigkeit  nimmt  also  proportional  zur  Tiefe  ab. 


§  93. 
Bewegung  einer  festen  Kngel  in  einer  reibenden  FlüsBig^eit 

1.  In  §  88  fanden  wir,  dafs  sich  eine  feste  Kugel  in  einer  nicht 
reibenden  inkompressibeln  Flüssigkeit  ebenso  bewegt  wie  im  leeren 
Baume,  nur  dafs  ihre  Masse  vergröfsert  erscheint.  Wir  wollen  jetzt  auch 
die  Bewegung  der  Kugel  in  einer  reibenden  Flüssigkeit  untersuchen 
unter  der  Voraussetzung,  dafs  letztere  an  der  Kugel  haftet.  Die  Flüssig- 
keit wird  nicht  nur  der  fortschreitenden  Bewegung  der  Kugel  einen 
Widerstand  entgegensetzen,  sondern  auch  auf  die  Drehung  der  Kugel 
von  Einflufs  sein. 

Wegen  der  Schwierigkeiten,  denen  die  allgemeine  Untersuchung  be- 
gegnet, wollen  wir  die  Geschwindigkeitskomponenten  nebst  ihren  Differen- 
tialquotienten als  so  klein  voraussetzen,  dafs  ihre  zweiten  Dimensionen 
vernachlässigt  werden  dürfen.  Die  Gleichungen  §  91,  (7)  nehmen  dann 
die  Gestalt  an: 
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(1) 


(     cu 

'dt 

ex    '              ' 

dv 

'Tt- 

'^5+*^^. 

['dt 

- 1:- + *^«'' 

wozu 

W  r.  +  '4  +  '^-o 

hinzukommt.  In  dem  spezielleren  Falle  einer  stationären  Bewegung 
wird  aus  (l) 

(3)  ?^  =  kJu,      l^  «  k^v,      ^J  =  kJw. 

^  ^  ex  dy  '      cz 

2.    Für  die  Gleichungen  (2)  und  (^)  läfst  sich  eine  spezielle  Lösungs- 
gruppe angeben.    Setzen  wir  nämlich 

(4)  p  =  Const.,     u  «:  j^  ,      y  =  ^   ^^-,     M^  =  0, 

so  werden  jene  Gleichungen  befriedigt,  wenn  nur  W  der  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung 

(5)  JW  =  0 

Genüge  leistet.  Für  W  dürfen  wir  also  —  von  einem  Faktor  abgesehen  — 
irgend  ein  Potential  von  Massen  nehmen,  welche  aufserhalb  des  von  der 
Flüssigkeit  erfüllten  Baumes  liegen.    So  können  wir  z.  B. 

(6)  TK-^,    r^y^T7~+Ä 
also 

(7)  p  =  Const.,    tt  =  —  ^3 ,     V  =  ^ß,     f£?  =  0 

setzen  und  haben  dann  eine  brauchbare  Lösung,  wenn  der  Nullpunkt  nicht 

in  die  Flüssigkeit  fällt. 

Aus  den  Gleichungen  §  52,  (13)  und  dem  Ausdrucke  §  52,  (18) 

folgern    wir    leicht,    dafs    für    konstante   r,    d.   h.    für  die   Punkte   einer 

Kugelfläche,  die  Bewegung  in  einer  Drehung  um  die  ;s:- Achse  mit  einer 

Winkelgeschwindigkeit 

c 


(8)  «  =  fi 


besteht,  so  dafs  die  Punkte  der  Kugelfläche  keine  gegenseitige 
Verschiebung  erfahren. 

Denken  wir  uns  nun  in  der  Flüssigkeit  eine  feste  Kugel  mit  dem 
Radius  1?,  welche  den  Nullpunkt  zum  Mittelpunkte  hat,  so  stellt  (7) 
eine  mögliche  Flüssigkeitsbewegung  dar,  wenn  die  Kugel  mit  der  Winkel- 
geschwindigkeit 

um  die  ;er- Achse  rotiert. 


c 
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Die  Bewegung  der  Flüssigkeit  besteht,  wie  wir  sahen,  in  einer  Botation 
um  die  z- Achse  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  (8)  im  Abstände  r  vom 
Nullpunkte.  Im  Unendlichen  wird  nicht  nur  die  Winkelgeschwindigkeit, 
sondern  auch  die  lineare  Geschwindigkeit  unendlich  klein;  die  Flüssigkeit 
ruht  im  Unendlichen. 

3«  Um  die  Kugel  in  der  angegebenen  Drehung  inmitten  der  reibenden 
Flüssigkeit  zu.  erhalten,  sind  konstante  Kräfte  nötig,  welche  ein  Drehungs- 
moment hervorbringen,  das  dem  durch  die  Drucke  der  Flüssigkeit  indi- 
zierten Drehungsmomente  M  entgegengesetzt  gleich  ist.  Bezeichnet  ds 
ein  Oberflächenelement  der  Kugel,  n  die  nach  aufsen  gehende  Normale 
desselben,  so  ist  nach  §  56,  (4) 


(10) 


M  =  j'(xT,—ijXn)ds, 


(11) 


wo  die  Integration  über  die  ganze  Kugeloberfläche  auszudehnen  ist.    Nun  ist 

X„  =   Xj,  -     +   Xj,  y  -{■   X,  J 

und  nach  §  91,  (2)  sowie  dem  Obigen 


(12) 


xz 


Yg    SSS    Zy    ^=^     3kC  —J-  ,  Z; 


2Ly    Yx 


=  X, 3A;c  ^  , 


also 


(13) 


X«  = 


px 


Zkcy 


.4       9 


worin  r  =  22  zu  setzen  ist.    Wir  haben  somit 


(14) 


M  =  ^-^tj\^  +  f)ds. 


Nun  ist  ofl'enbar  bei  Ausdehnung  der  Integration    über  die  Kagel- 
oberfläche 


und 

also 
(15) 

folglich 


/  x^ds  ^  j  y^ds  —  /  z^ds 


Cx^ds  =  Cy'ds  =  fi^d, 
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(16)  M  =  8kC7t 
oder  nach  (8) 

(17)  M^8kR^n(o. 

Bezeichnet  J  den  Inhalt  der  Kugel,  so  können  wir  auch  schreiben 

(18)  3f  =6/^(0. 

Das  zur  Unterhaltung  der  Bewegung  notwendige  Drehungs- 
moment ist  dem  Inhalte  der  Kugel,  der  Reibungskonstante  der 
Flüssigkeit  und  der  Winkelgeschwindigkeit  der  Drehung  pro- 
portional. 

4-«  Um  eine  mögliche  geradlinige,  rotationsfreie  Bewegung  der 
Kugel  in  der  Flüssigkeit  zu  erhalten,  denken  wir  uns  zunächst  wieder 
die  Kugel  fest,  wobei  ihr  Mittelpunkt  der  Nullpunkt  des  Koordinaten- 
systems sei.    Unter  Zuhilfenahme  von  (2)  folgern  wir  aus  (3)  leicht 

(19)  Jp  =  0, 

und  die  Fotentialtheorie  bietet  uns  die  Mittel,  geeignete  partikuläre 
Lösungen  dieser  Gleichung  anzugeben.  Ist  p  demgemäfs  bestimmt,  so 
wollen  wir  eine  Funktion  V  aufstellen,  welche  der  Gleichung 

(20)  '  JV=l 

Genüge  leistet.  Dann  befriedigen  wir  die  Oleichongen  (2)  und  (3)  durch 
die  Annahme 

/oi\  dv  ,    ,  dv  ,    ,  dv  ,     , 

(21)  „==^^+«,      v^^-^+V,     ,f=^-  +  «;, 

worin  u\  v\  %c    so  zu  wählen  sind,  dafs 

(22)  ^w'=0,     ^;/=0,     ^w'-=0 
und 

(23)  ?  +  l^'+-/ V 

wird. 

Eine  spezielle  Annahme  dieser  Art  ist  (r  =  j/a?^  -j-  y^  -p"^ 

(24)  ^-2c^^,     «'  =  0,     .;'=0,     ,/=-*" 
und 


k        "^  dz'  '     ^         ^,     ..  ^ 


(25)  V=^ae  +  b  ^l  +  cll; 
Bei  dieser  Festsetzung  folgt  nämlich 

(26)  ^Y^-  c  ---  =  2c  -/-  =  f      u.  8.  w. 
Hiemach  ist 
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(27) 


u 


Sbxz 

*.6 


cxz 


V 


Sbyj 


cyz 

..3     9 


w  =  a  +  b  (^!  -  -\)  -  c  (J-!  +  J) . 


Die  Gröfsen  a,  6,  c  sind  willkürliche  Konstanten;  wir  wollen  sie  so 
bestimmen,  dafs  für  r  =  R 

(28)  u  =  v  =  w  =  0 

wird.    Dies  tritt  ein,  wenn 

(29) 

oder 

(30) 


SaR 


aR^ 


gesetzt  wird.    Wir  haben  dann 


(31) 


u 


w 


=  3aJB^nR»^-r^  _  SaRtjzjR^  —  r*) 


j[- 


4r' 


4r' 


-•:')— f^  (Ä»  + 3r^)  +  4] 


Die  Gleichungen  (31)  stellen  eine  Bewegung  der  Flüssigkeit  dar,  bei 
welcher  an  der  Oberfläche  der  Kugel  Ruhe  herrscht.    Im  unendlichen  wird 

(32)  w  =  t;  =  0,     ?r  =  a; 

die  Flüssigkeit  bewegt  sich  also  im  Unendlichen  in  der  Biehtmig  der 
positiven  ;?- Achse  mit  der  Geschwindigkeit  a. 

Umgekehrt  haben  wir  hiermit  eine  mögliche  Bewegung  aufgestellt^ 
bei  der  die  Flüssigkeit  im  Unendlichen  ruht,  während  die  Kugel  sieb 
mit  gleichbleibender  Geschwindigkeit  a  in  der  Richtung  der  negativen 
jer- Achse  bewegt. 

5*  Die  Kraft,  welche  auf  die  Kugel  ausgeübt  werden  mufs,  um  ihr 
die  letzterwähnte  Bewegung  zu  erteilen,  wird  durch 

(33)  Z  =  l'Znds  =j\Zx  j  +  Zy^^+Z,j^ds 

dargestellt.    Nach  §  91,  (2)  können  wir  hierfür  schreiben 

/oj\      ry        l\P^       k  /   du    ,      dv   .      dw   .      dw   .      dw    ,       duf\n  , 

(34)  Z=J[---{x-^^+ij^^  +  ^-^-+x^-{-y^-\-i:g^Jjds. 

Nun  ist  für  r  =  Ry  was  für  die  Kugeloberfläche  allein  in  Betracht 
kommt,  nach  (31) 

Saxz^ 


'du 


(35) 


dz  ~         2R*   ' 


dv  Sayz* 

'dz~         ^R^  ' 


3a  r «^  ,  e_l 

dw        3a  r  ^^*    i     ^1   ^^ 3a  r !/^  _i  yl 

r  L   5*  "^  JR*J'  dy  ~    2'1       iF  »  R^J ' 


ex  2 

SO  dafs  unter  weiterer  Benutzung  von  (24)  und  (30) 
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„  Sah  r,  Zak     .  -,« 

oder 

(36)  Z^  —  QaJcRn 

wird. 

Der  Widerstand,  welchen  dieKngel  in  der  reibendenPlüssig- 
keit  erfährt,  ist  also  bei  sonst  gleichen  Verhältnissen  der  Ge- 
schwindigkeit proportional. 

6.  Ein  mit  Vorliebe  behandeltes  Problem  ist  die  Untersuchung  der 
Schwingungen  eines  Pendels  in  einer  reibenden  Flüssigkeit*). 
Man  kommt  hierdurch  der  Pendelbewegung  in  der  Luft,  trotz  der  Kom- 
pressibilität der  letzteren,  ziemlich  nahe.  Wir  wollen  annehmen,  dafs  das 
Pendel  aus  einer  schweren,  homogenen  Kugel  bestehe,  welche  an  einem 
masselosen  Faden  aufgehängt  ist.  Das  Pendel  m5ge  so  kleine  Schwingungen 
ausfuhren,  dafs  dieselben  als  geradlinig  angesehen  werden  können.  Die 
Resultate  der  vorigen  Nummer  sind  dann  keineswegs  unmittelbar  an- 
wendbar, da  es  sich  hier  um  keine  gleichmäfsig  schnelle  Bewegung  handelt. 

Es  liegt  nicht  in  unserer  Absicht,  den  Gegenstand  in  aller  Strenge 
zu  erledigen;  es  möge  genügen,  ein  -ungeföhres  Bild  der  statthabenden 
Verhältnisse  zu  geben.  Zu  diesem  gelangen  wir  durch  Kombination  der 
Ergebnisse  von  §  88  mit  den  hier  erlangten.  Bei  der  nicht  reibenden 
Flüssigkeit  wird  die  Bewegung  der  Kugel  lediglich  in  der  Weise  beein- 
flufst,  dafs  ihre  Masse  vergröfsert  erscheint;  dieser  Einflufs  macht  sich 
nur  bei  ungleichförmiger  Bewegung  bemerklich.  Wir  wollen "  ihn  den 
Trägheitswiders tand  der  Flüssigkeit  nennen.  Bei  einer  reibenden 
Flüssigkeit  wird  er  allerdings  einen  anderen,  komplizierteren  Wert  an- 
nehmen, als  bei  einer  nicht  reibenden.  Zu  diesem  Trägheitswiderstand 
tritt  nun  in  der  reibenden  Flüssigkeit  ein  Reibungswiderstand  hinzu, 
welcher  durch  (36)   bestimmt  und  der  Geschwindigkeit  proportional  ist. 

Die  Pendelbewegung  in  der  reibenden  Flüssigkeit  werden  wir  hier- 
nach mit  einiger  Annäherung  darstellen  können,  indem  wir  uns  einerseits 
die  Masse  der  Pendelkugel  vergröfsert  oder  —  was  auf  dasselbe  hinaus- 
läuft —  die  Intensität  der  Schwerkraft  entsprechend  verringert  denken, 
andrerseits  aber  noch  einen  der  Geschwindigkeit  proportionalen  Reibungs- 
widerstand in  Rechnung  bringen.  Wir  gelangen  so  nahezu  zu  der  in 
§  8,  8,  9  erörterten  Bewegung,  bei  der  das  logarithmische  Dekre- 
ment eintritt. 

§  94. 

Theorie  der  Kapillarität. 

1.  Wenn  sich  Flüssigkeiten  in  Gefäfsen  unter  alleiniger  Einwirkung 
der  Schwere  im  Zustande  des  Gleichgewichtes  befinden,  so  machen  sich 

*)  Das  Problem  wurde  von  Stokes,  Meyer  u.  A.  behandelt.  Ober  die 
Litteratnr  findet  man  aasführliche  Angaben  bei  Auerbach,  a.  a.  0.  p.  122  ff. 
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in  Bezug  auf  die  Oberflächengestaltung  mehr  oder  weniger  beträchtliche 
Abweichungen  von  den  in  §  78  entwickelten  Gesetzen  bemerklich.  Nament- 
lich wenn  TeUe  der  Geföfse  sehr  eng  sind,  treten  diese  Abweichungen 
besonders  deutlich  hervor;  ebenso  am  Rande  der  Flüssigkeit.  Man  be- 
zeichnet die  Abweichungen  von  den  Archimedischen  Gesetzen  als  Er- 
scheinungen der  Kapillarität  und  schreibt  sie  molekularen  Kräften  zu. 
welche  in  der  Flüssigkeit  thätig  sind. 

Die  Theorie  der  Kapillarität  wurde  zuerst  mathematisch  behandelt 
von  Laplace,  dann  in  exakterer  Weise  von  Gauss*).  Im  folgenden 
werden  wir  die  Grundprinzipien  in  ziemlich  elementarer  Weise  entwickeln, 
ohne  dafs  deshalb  die  Strenge  eine  wesentliche  Einbufse  erlitte. 

2«  Die  Kapillaritätstheorie  geht  von  der  Hypothese  aus,  dafs  die 
Teilchen  der  Flüssigkeit  aufeinander  eine  Attraktion  ausüben,  deren 
genaueres  Gesetz  zwar  unbekannt  ist,  die  aber  mit  der  Entfernung  derart 
abnimmt,  dafs  sie  bei  einer  mefsbaren  Entfernung  der  Teilchen  voneinander 
verschwindend  klein  wird;  im  übrigen  soll  die  Gröfse  dieser  Attraktion 
nur  von  der  Natur  der  Flüssigkeit  abhängen,  also  in  allen  Teilen  der- 
selben die  gleiche  sein.  Wenn  zwei  Flüssigkeiten  aneinander  grenzen, 
so  sollen  ihre  Teilchen  aufeinander  eine  Attraktion  derselben  Art  aas- 
üben, die  von  der  Beschaffenheit  beider  Flüssigkeiten  abhängt.  Grenzt 
eine  Flüssigkeit  an  einen  festen  Körper,  so  sollen  die  Teilchen  des  letz- 
teren auf  diejenigen  der  ersteren  wiederum  eine  Attraktion  der  gleichen 
Art  ausüben,  die  von  der  Beschaffenheit  beider  Substanzen  abhängig  ist. 

Wir  werden  nun  zu  untersuchen  haben,  wie  sich  aus  diesen  noch 
recht  vagen  Hypothesen  die  Kapillaritätserscheinungen  erklären.  Dabei 
wollen  wir  der  Einfachheit  halber  nur  eine  tropfbare  Flüssigkeit  in 
Betracht  ziehen,  die  teils  an  feste  Wände,  teils  an  den  leer  zu  denkenden 
Raum  angrenzt. 

3.  Auf  jedes  Teilchen  M  im  Inneren  der  Flüssigkeit,  welches  hin- 
länglich weit  von  allen  Grenzflächen  entfernt  ist,  wirken  von  allen  Seiten 
her  Attraktionen  ein ;  nur  diejenigen  von  ihnen  sind  in  Betracht  zu  ziehen, 
die  von  Teilchen  ausgehen,  deren  Entfernungen  von  M  eine  gewisse  sehr 
kleine  Gröfse  6  nicht  Überschreiten.  Mit  6  als  Radius  denken  wir  uns 
um  M  eine  Kugel  beschrieben  und  haben  nun  blofs  die  Attraktionen  zu  | 
untersuchen,  welche  von  den  in  ihrem  Innern  —  innerhalb  der  „Attrak- 
tionssphäre^^  —  gelegenen  Teilchen  auf  M  ausgeübt  werden.  Da  diese 
Attraktionen  um  M  ganz  symmetrisch  verteüt  sind  und  eine  Kompression 
der  Flüssigkeit  ausgeschlossen  ist,  so  wird  sich  eine  bewegende  Wirkung 
auf  M  nicht  geltend  machen.  Die  Molekularkräfte  im  Inneren  der 
Flüssigkeiten  kommen  daher  Überhaupt  nicht  zur  Geltung. 

Anders    gestaltet   sich   die    Sache    an    einer   freien   Oberfläche.      Die 


I 


*)  Laplace,  Theorie  capillaire,  im  Supplement  zum  10.  Boche  der 
Mäcaniqne  c^l^ste;  Gauss,  Principia  generalia  tbeoriae  figarae 
fluidorum  in  statu  aequilibrii,  Ges.  Werke,  B.  5,  p.  29. 
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Teilchen  der  Flüssigkeit,  deren  Wirkung  auf  ein  nicht  an  einer  Grenz- 
linie gelegenes  Oberflächenteilchen  in  Betracht  kommen,  füllen,  von  unend- 
lich kleinen  Gröfsen  höherer  Ordnung  abgesehen,  eine  Halbkugel  mit  dem 
Radius  ö  aus*).  Die  Kraftwirkung,  welche  sie  auf  M  ausüben,  ist  dop- 
pelter Art.  Zunächst  leuchtet  ein,  dafs  sich  die  Attraktionen  zu  einer 
Resultante  vereinigen,  welche  auf  der  Oberfläche  normal  steht  und  nach 
dem  Inneren  der  Flüssigkeit  gerichtet  ist.  Diese  Resultante  verur- 
sacht im  Zustande  des  Gleichgewichtes  einen  überall  gleich 
grofsen  normalen  Oberflächendruck;  Ausnahmen  flnden  an  den 
weiter  unten  zu  besprechenden  Grenzlinien  der  freien  Oberfläche  statt. 

In  der  Eichtung  der  Fläche  selbst  tritt  keine  Kraft  auf,  welche 
unmittelbar  eine  Verschiebung  von  M  bewirken  könnte;  doch  macht  sich 
infolge  der  gegenseitigen  Anziehung  der  benachbarten  Teilchen  eine  Span- 
nung an  der  Oberfläche  geltend,  welche  die  letztere  zusanunenzuziehen 
bestrebt  ist,  und  diese  Spannung  ist  gerade  für  die  Kapillaritätserschei- 
nungen von  der  gröfsten  Wichtigkeit.  Soweit  diese  Spannung  nur  in 
der  Richtung  der  Tangentialebene  der  Oberfläche  der  Flüssigkeit  wirksam 
ist,  wirkt  sie  nicht  gestaltend  auf  diese  Oberfläche  ein,  da  sie  in  allen 
Punkten  und  nach  allen  Richtungen  die  gleiche  ist.  Allein  infolge  der 
Krümmung  der  Oberfläche  wird  auch  eine  normale  Komponente  hervor- 
gerufen. Um  diese  beurteilen  zu  können,  müssen  wir  uns  an  mehrere 
Resultate  aus  der  Theorie  der  Krümmung  der  Flächen  erinnern. 

4.  Legt  man  durch  die  Normale  in  einem  Punkte  Ä  einer  hier 
stetigen  Fläche  a  beliebige  Ebenen**),  so  schneiden  sie  aus  der  Fläche 
sog.  Normalschnitte  aus,  deren  jeder  in  A  einen  bestimmten  Krüm- 
mungsradius besitzt.  Unter  letzteren  möge  (»j  der  gröfste,  ^^  ^^^  kleinste 
der  Hauptkrümmungsradien  sein,  falls  nicht  alle  gleich  sind.  Die  Normal- 
schnitte,  zu  welchen  diese  beiden  Krümmungsradien  gehören,  stehen  dann 
aufeinander  senkrecht.  Nach  dem  bekannten  Euler'schen  Satze  haben 
wir  für  den  Krümmungsradius  q  eines  anderen  Normalschnittes,  dessen 
Ebene  mit  der  Ebene   des  Schnittes,  zu  dem  q^   gehört,  den  Winkel  g> 

bildet , 

,.y.  1  008*  qp    ,    ein' 9 

(1)  —  =  - • 

^    "^  Q  Qi  Qi 

Sind  Q  und  9'  die  Krümmungsradien  von  irgend  zwei  Normalschnitten, 
deren  Ebenen  aufeinander  senkrecht  stehen,  so  ist 

1,1   cos*  <p  +  coti*  (y  +  QO^)     I    sin*  y  +  sin*  (y  +  90^) 

oder 

(2)  l  +  i,=.JL+.i. 

m 

*)  Die  Wirknng  bei  der  Oberfläche  unendlich  nahen  Teilchen  ist  eine 
analoge. 

**)  Man  findet  die  hier  benatzten  Sätze  bei  Joacbimstbal  a.a.O.  p. 64fl'* 

Bansen  berger,  analyt.  Mechanik.   U.  20 
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Die  Summe  der  reciproken  Werte  von  irgend  zwei  Krüm- 
mungsradien, deren  Normalschnittflächen  aufeinander  senk- 
recht stehen,  ist  die  gleiche. 

5.  Wir  suchen  jetzt  die  Normalkomponente  der  Oberflächen- 
spannung in  einem  Punkte  A  der  Fltlssigkeitsoberfläche  zu  bestimmen. 
Die  betreffende  Komponente  der  Spannung,  welche  in  der  Richtung  von  A 
nach  einem  unendlich  benachbarten  Punkte  B  der  Oberfläche*)  wirkt, 
erhalten  wir,  indem  wir  die  Gröfse  der  Spannung  mit  dem  Kosinus  des 
Winkels  multiplizieren,  welchen  ihre  Richtung  mit  der  Normalen  bildet 
Dieser  Winkel  ist  aber  komplementär  zu  demjenigen,  den  die  beiden  in 
A  und  B  errichteten  Normalen  des  Normalschnittes,  welcher  durch  A 
und  B  gelegt  ist,  miteinander  bilden.  Der  Sinus  des  letzteren  Winkels 
ist  dem  reciproken  Werte  des  betreffenden  Krümmungsradius  umgekehrt 
proportional.     Wir  können   daher  die  Normalkomponente   der   Spannung 

nach  dieser  Richtung  durch  —  darstellen,  worin  h  eine  von  der  Richtnnsr 

von  AB  unabhängige  Konstante  ist.     Für  die  zu  .^J^  in  der  Oberfläeht« 

normale  Richtung  A C  ist  (für  AC  =  AB  u.  s.  w.)  die  Komponente     , , 

beide  zusammen  liefern  also 

(3)  '(i  +  ^)-'(^  +  i)- 

Führt  man  diese  Betrachtung  für  alle  Paare  aufeinander  senkrechter 
Richtungen  aus,  so  erhält  man  als  Normalkomponente  der  Gesamtspan- 
nung den  Wert 

worin  A  für  alle  Punkte  der  freien  Oberfläche  den  gleichen  Wert  besitzt 
Um  die  Richtung  der  Normalkomponente  festzustellen,  müssen  wir 
auf  die  Vorzeichen  von  q^  und  ^2  «^^hten.  Wir  wollen  festsetzen,  daf? 
die  Krümmungshalbmesser  an  der  Oberfläche  als  positiv  oder  negativ 
gerechnet  werden,  wenn  sie  nach  dem  Inneren  der  Flüssigkeit  oder  nach 
aufsen  gerichtet  sind.  (3)  giebt  dann  den  Wert  der  Komponente  nach 
der  gegen  innen  gerichteten  Normalen.  Ist  die  Oberfläche  konvex,  so 
geht  die  Komponente  nach  innen,  ist  die  Oberfläche  konkav,  so  geht 
jene  nach  aufsen;  wechselt  die  Krümmung  der  Fläche  nach  verschiedenen 
Richtungen  ihren  Sinn,  so  setzt  (3)  ebenfalls  die  Richtung  der  Kompo- 
nente fest.  Bei  einer  ebenen  Oberfläche  verschwindet  die  normale 
Spannungskomponente. 

Die  normale  Spannungskomponente  ist  gegen  den  vorhin 
betrachteten  Normaldruck  verschwindend  klein;  denn  sie  erscheint 
als  Summe   der  Projektionen   der  einzelnen  Bestandteile  der  Oberflächen* 


*)  In  in  der  Linie  AB  denken  wir  uns,  wie  in  den  analogen,  eine  bestimmte, 
unendlich  kleine  Masse  konzentriert. 
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Spannung,  die  mit  dem  Normaldruck  von  gleicher  Gröfsenordnung  ist, 
auf  eine  Oerade,  die  mit  den  einzelnen  Spannungsrichtungen  Winkel  bildet, 
welche  von  einem  Hechten  nur  unendlich  wenig  abweichen. 

6.  Das  gefundene  Resultat  setzt  uns  in  den  Stand,  die  Differential- 
gleichung der  freien  Oberfläche  aufzustellen.    Nach  §  77,  (4)  mufs  für  sie 

(5)  U=  ^  +  Const. 

sein,  worin  U  das  Potential  der  auf  Punkte  der  Oberfläche  wirkenden 
Kräfte  ist.  Hierin  ist  U  =  gz  zn  setzen,  wenn  die  ;? -Achse  normal  ab- 
wärts gerichtet  ist.  Für  p  kommt  an  der  Oberfläche  nicht  die  normale 
Druckkomponente  der  Molekularkräfte  in  Betracht,  da  diese  konstant  ist 
und  man  sie  also  in  die  Konstante  eingehen  lassen  kann.  Wohl  ist  aber 
die  variable  normale  Komponente  der  Spannung  zu  berücksichtigen.  Be- 
trachten wir  A  als  positiv,  so  ist 


(0)  gez  -  ^  (J-  +  ±) 


Const. 


zu  setzen,  wodurch  wir  eine  Differentialgleichung  für  die  Oberfläche  haben, 
da  für  ^j  und  q^  ^i®  betreffenden  Differentialausdrücke  einzuführen  sind. 
Durch    geeignete    Wahl   des    Nullpunktes   kann    man    die    Konstante 
rechts  zum  Verschwinden  bringen.     Wir  haben  dann 

(7)  ^,,_^(±  +  ±)=0; 

der  Anfangspunkt  der  Koordinaten  ist  alsdann  so  gelegt,  dafs  er  bei  einer 
horizontalen,  ebenen  Oberfläche  in  diese  fallen  würde.  Wir  nennen  in 
diesem  Falle  die  xy -'Ebene  die  Niveauebene. 

7.  Die  festen  Körper,  welche  die  Flüssigkeit  begrenzen,  üben  gleich- 
falls nur  auf  die  unendlich  benachbarten  Teilchen  der  letzteren  Attraktionen 
aus,  deren  resultierende  Kraft  senkrecht  zur  Grenzfläche  steht  und  auf 
die  Oberflächengestaltung,  wie  überhaupt  auf  den  Gleichgewichtszustand 
der  Flüssigkeit,  ganz  ohne  Einflufs  ist,  da  sie  durch  den  Widerstand  der 
festen  Grenze  doch  paralysiert  wird. 

Eine  Ausnahmestellung  in  jeder  Beziehung  nimmt  die  Um- 
gebung der  Linie  ein,  in  der  Flüssigkeit,  fester  Körper  und 
leerer  Raum  aneinander  grenzen.  Von  den  vier  Kräften,  welche 
hier  auf  die  Flüssigkeit  einwirken:  Attraktion  durch  den  festen  Körper, 
direkte  Attraktion  durch  die  benachbarten  Flüssigkeitsteilchen,  Oberflächen- 
spannung und  Schwere  kommen  nur  die  beiden  ersten  in  Betracht.  Die 
Molekularkräfte,  welche  bei  Teilchen ,  die  um  ein  Endliches  voneinander 
entfernt  sind,  verschwinden,  übertreffen  bei  unendlicher  Nähe  derselben 
jede  konstante  Kraft,  wie  die  Schwerkraft,  um  Unendliches.  Die  Ober- 
flächenspannung ist  ebenfalls,  wie  wir  bereits  sahen,  verschwindend  klein 
gegen  die  direkte  Wirkung  der  Molekularkräfte,  mufs  also  überall  da 
vernachlässigt  werden,  wo  die  Wirkung  der  letzteren  nicht  überhaupt 
aufser  Spiel  tritt. 

20* 
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Fig.  20. 


Sei  O  der  Winkel  (,,Randwinkel"),  welchen  an  einer  Stelle  jener 
Grenzlinie  die  freie  Oberfläche  der  Flüssigkeit  mit  der  festen  Grenzfläche 
bildet,  gemessen  durch  das  Innere  der  Flüssigkeit  hindurch.  Die  Kom- 
ponente AB   der  Flüssigkeitsattraktion   für  die  Grenzlinie   halbiert   dann 

ofi'enbar  (Fig.  22)  den  Bandwinke],  während 
die  Attraktion  des  festen  Körpers  {ÄC^ 
normal  zur  Grenzfläche  steht.  Die  Resul- 
tante AD  beider  Kräfte  mufs  im  Falle  des 
Gleichgewichtes  auf  der  freien  Oberfläche 
normal    stehen.     Wählen   wir   die   Bezeich- 

4_.^ ?* y,C  nung  von  Fig.  22  und  setzen  das  Verhältnis 

der  Wirkungen  der  Flüssigkeitsteilchen  und 
der  festen  Wand  gleich  m  :  n,  so  haben  wir 
nach  dem  Parallelogramm  der  Kräfte 


(8) 
ferner 

also 

(10) 

und  somit 


m  :  n  «=  sin  g> :  sin  if;, 


90«- y,     ,^-  J-f  <p  =  90'\ 


(p  =  d' 


m:n  =  sin  d^ :  cos  —  =  2  sm       cos  -  -  :  cos  — 

Jt  Z  Jd  Tb 


'  oder 

(11) 


m  :  n 


2  sin 


» 


Hierin  ist  allerdings  m  :  n  noch  von  d'  abhängig,  da  sich  mit  dem 
Randwinkel  die  Stärke  der  Flüssigkeitsattraktion  ändert.  Jedenfalls  geht 
aber  aus  (11)  hervor,  dafs  ^  durch  das  Verhältnis  der  Attraktionskraft 
der  Flüssigkeit  und  des  festen  Körpers  bestimmt  ist.  So  haben  wir  das 
wichtige  Resultat: 

Der  Randwinkel,  welchen  die  freieOberfläche  einer  Flüssig- 
keit mit  einer  Grenzfläche  bildet,  hängt  nur  von  der  Natur 
der  Flüssigkeit  und  des  begrenzenden  festen  Körpers  ab,  ist 
also  an  derselben  Grenzlinie,  soweit  der  feste  Körper  an  ihr 
homogen  ist,  konstant. 

Im  äufsersten  Falle  wird  der  Grenzwinkel  Null,  die  Flüssigkeit 
benetzt  den  festen  Körper.  Damit  dies  eintritt,  muis  die  Attraktion 
der  Flüssigkeitsteilchen  aufeinander  gegen  diejenige  des  festen  Korpers 
verschwindend  klein  sein.  —  Die  Konstanten  A  (Dimension:  f^m)  und  9 
der  Kapillarität  sind  von  der  Temperatur  der  Flüssigkeit  abhängig. 

Die  Festsetzung  des  Randwinkels,  der  experimentell  zu  finden  ist, 
tritt  als  Grenzbedingung  bei  der  Losung  der  Difi'erentialgleichung  (7) 
in  Geltung. 
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8.  Wenn  die  Gleichung  (7)  integriert  werden  soll,  so  müssen  die 
entwickelten  Werte  für  q^  und  q^  ^^  s^®  eingeführt  werden.  Denken  wir 
uns  die  Gleichung  der  Oberfläche  in  der  Form 

(12)  z  =  F(x,y) 

gegeben  und  setzen  wir 

dz  dz 


(13) 


d^z  d*z    d^z  

\d^^~^'      dxdy~^'      dy*~    ' 


so   sind   Q^   und   ^^    ^^   beiden  Lösungen   der  quadratischen  Gleichung*) 
(14) 


Dividieren    wir   diese    Gleichung   durch   (l  -f-  i?^  +  q^Y  9^,    so    erhalten 
wir  eine  Gleichung  für  — ,  deren  Lösungen  daher  —  und  —  sind.     Da 

aufserdem   der  Koeffizient  von  —j  der  Einheit  gleich  gemacht  wurde,   so 

mufs  der  Koeffizient  von  —  die  negative  Sunmie  dieser  beiden  Lösungen 
darstellen.     Somit  haben  wir 

(15)  L  _{_  _i.  =  (l  +  g')r-2pgg  +  (l+p«)< 

9.  In  speziellen  Fällen  nimmt  dieser  Ausdruck  eine  weit  einfachere 
Gestalt  an.  Ist  die  Flüssigkeit  von  zwei  parallelen,  vertikalen,  beider- 
seits sich  ins  Unendliche  erstreckenden  festen  Wänden  begrenzt,  die  zur 
o;^- Ebene  parallel  laufen,  so  ist  die  Oberfläche  cylindrisch.  Ihre 
Gleichung  besitzt  dann  die  einfachere  Gestalt 

(16)  e  =  F{y), 

so  dafs 

jp  =B=  r  =  s  =T=  0 

wird.     Wir  haben  dann 

d^z 

(17)  -i-  +  -^=         *        -  ^ 


Dieses  Resultat  hätten  wir  auch  unmittelbar  durch  die  Bemerkung  ab- 
leiten können ,  dafs  hier  ^^  «s  00  und  q^  der  Krümmungsradius  eines 
Querschnittes  der  Cjlinderfläche  ist. 

Ist  die  Oberfläche  eine  Rotationsfläche,  deren  Rotationsachse  mit 
der  ;? -Achse  zusammenfällt,  so  lautet  die  Flächengleichung,  da  z  hier 
nur  eine  Funktion  des  Abstandes  von  der  Achse  ist, 

*)  S.  z.  B.  Joachimsthal,  a.  a.  0.,  p.  83. 
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(18)  z  =  F{i), 
wenn  jetzt 

(19)  ?«  =  »«  +  »* 
gesetzt  wird.  Wir  haben  dann 


(20) 


und  somit 


(21)      1+    ^    _    ■F"(i  +  -F"')  +  y'e_dpL'"^\rfe/ J'^'de« 


,(t+^',i      .[i+e^)T 


Der   eine  Hauptkrümmungsradius   gehört  dem   Schnitte   zu,   welcher 
durch  die  Achse  gelegt  ist;  er  ist  also 

für  den  anderen  finden  wir  demnach 

cIq 

10.    Im  Falle  einer  cylindrischen  Oberfläche  mit    der   Längsrich- 
tung X  wird  aus  (7) 

(24)  5"  -  r Srxn.  -  «■ 


b-^m 


dyj 

Wir  bezeichnen  den  Winkel,  welchen  die  Tangentialebene  in  einem  Punkt* 
der  Oberfläche  mit  der  a;^- Ebene  bildet*),  durch  9,  setzen  also 

.     .  dz  ,  d^z 1      dtp  dz^ &mq>    dtp 

^     ^  dy         ^  ^'      dy*        cos'qp  dz  dy        008*9  dz 

und  verwandeln  so  (24)  in 

(26)  ^f^-^  sin  9^  =  0, 

woraus  durch  Integration,  bei  Einfährung  einer  Konstanten  h^ 

(27)  ^-^  =  —  Ago^  q>  '\-  Ah  ^=  A  Qi  —  cos  g>) 
folgt.     Wir  schreiben  hierfür 


* 


)  Nach  der  Eichtung  der  positiven  z  hin  als  positiv  gerechnet 
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(28)  z^=-a^{h  —  cosgj), 
indem  wir 

(29)  a«  =  — 

setzen. 

Aus  (28)  können  wir  cp  berechnen,  um  es  in  die  erste  Gleichung  (25) 
einzutragen;  wir  erhalten  dann  nach  Ausführung  einer  zweiten  Integra- 
tion y  durch  ein  von  z  abhängendes  elliptisches  Integral  ausgedrückt. 
Andrerseits  können  wir  auch,  was  für  die  Konstantenbestimmung  von 
Vorteil  ist,  aus  der  ersten  Gleichung  (25)  und  (28)  z  eliminieren  und  y 
als  Funktion  von  (p  darstellen;  wir  finden  so 

(30)  y^  +  ^l'^pAl.. 

Sind  die  beiden  Wände,  welche  die  Flüssigkeit  begrenzen,  von  gleichem 
Stoffe,  wird  also  der  Randwinkel  an  beiden  der  gleiche,  und  haben 
diese  Wände  die  Gleichungen 

(31)  y  =  ^  e     und     ^  =*  —  c, 

so   wird   die   Oberfläche   in   Bezug  auf  die   rc;?- Ebene   synunetrisch.     Für 
^  =  0  mufs  q>  =  0  sein,  so  dafs  für  (30)  bestimmter 

(32)  ,  -  ±  |/^7=? 


CDS  tpd(p 


008  9> 

zu  setzen  ist.  Für  y  »=  -f-  e  und  y  =  —  e  mufs  g?  zueinander  supple- 
mentäre Werte  g>^^  und  180®  —  g>o  annehmen,  wo  g>Q  zu  dem  festen 
fiandwinkel  O  in  der  einfachen  Beziehung 

(33)  g,^  —  O  =  270® 

steht.  Während  a  lediglich  von  der  Natur  der  Flüssigkeit  abhängt,  wird 
h  aus  der  Gleichung 


(34)  e  =  +  ^-ß 


COS  <p  (l<p 

yh~  co8  9 


bestimmt.  Das  Vorzeichen  ist  in  jedem  Falle  so  zu  wählen,  dafs  die 
rechte  Seite  positiv  wird. 

Auch  ohne  die  Integration  auszuführen,  macht  man  sich  leicht,  falls 
der  Band  Winkel  bekannt  ist,  einen  ungefähren  Begri£f  von  der  Gestalt 
der  Oberfläche.  Für  A  <  1  kann  kein  Teil  der  Oberfläche  horizontal 
sein,  das  Integral  eignet  sich  also  nicht  für  die  Darstellung  des  Gleich- 
gewichtszustandes in  unserem  Spezialfälle.  Für  /i  =  1  ist  die  ganze  Ober- 
fläche eben,  da  e  schon  für  ein  unendlich  kleines  tp^  jeden  beliebigen 
Wert  annimmt.     In  allen  andern  Fällen  ist  Ä  >  1. 

!!•  Die  Gleichung  (24)  ist  nach  früheren  Auseinandersetzungen 
nur   gültig,    wenn    der  Nullpunkt   des   Koordinatensystems   in    die    freie 
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Oberfläche  (Niveauebene)  gelegt  wird,  welche  die  Flüssigkeit  ohne  Wir- 
kung der  Kapillarkräfte  haben  würde.  Nun  folgt  aus  (27)  für  9  =  0, 
d.  h.  für  y  =  0,  

(35)  ,==  +  /!?^J-J)  =  +  ay/7--i. 

Dieser  Ausdruck  giebt  an,  um  wieviel  die  Mitte  der  Flüssigkeitsoberfläche 
infolge  der  Kapillarität  über,  resp.  unter  der  Niveauebene  liegt.  Wann 
überhaupt  eine  Hebung,  wann  eine  Senkung  eintritt,  geht  aus  (26)  hervor. 
Wenn  bei  positivem  cp  mit  ;?  auch  q>  zunimmt,  d.  h.  wenn  die  Flüssigkeits- 
oberfläche nach  oben  konvex  ist,  so  ist  z  positiv;  ist  die  Oberfläche 
nach  oben  konkav,  so  ist  z  negativ.  Das  erstere  tritt  bei  einem  stumpfen, 
das  letztere  bei  einem  spitzen  Bandwinkel  ein.  So  wird  z.  B.  Wasser 
zwischen  zwei  Glasplatten  durch  die  Kapillarität  gehoben,  Quecksilber 
aber  gesenkt.  Am  einfachsten  ist  dies  experimentell  nachzuweisen,  wemi 
die  Flüssigkeit  zwischen  den  Glasplatten  mit  einer  gröfseren  Flüssigkeit<- 
masse  aufserhalb  derselben  kommuniziert. 

Der  Wert  von  h  hängt  nach  (34)  bei  gegebenem  Bandwinkel  von 
dem  Abstände  2e  der  Platten  ab.  Da  durch  Vergröfsening  von  ä  jedes 
Element  des  rechts  stehenden  Integrales  verkleinert  wird,  so  nimmt  /', 
also  auch  ^  z  mit  abnehmendem  e  zu.  Ist  h  sehr  grofs,  also  c  sehr 
klein,  so  nähert  sich  e  nach  (34)  dem  Werte 

(36)  ^  =  i  7~  /  cos  9  dq?  ==  + 


a  Bin  tp^ 


Es  wird  hierdurch  aus  (35)  näherangsweise 

(37)  ,  =  4.«'.«p. 

Bei  sehr  kleinem  Abstände  der  beiden  Platten  ist  die 
Hebung  oder  Senkung  der  Flüssigkeit  diesem  Abstände  nahezu 
umgekehrt  proportional. 

12.  Analog  sind  die  Besultate  bei  vertikalen  cylindrischen 
Röhren  mit  kreisförmiger  Basis.    Wir  haben  hier  nach  (7)  und  (21^ 

(38)  ,sz  -  Ä  'y-^^  W.l+^  _  0 

^  L*  +  \d-J  J 

Wir  substituieren 

,     V  dz  ,  d^z 1^_  dvp 

^^^^  a?  ""  *^  ^'     d^  ■"  cos»<p  de  ' 

worin  97  dieselbe  Bedeutung  hat  wie  in  (25),  und  erhalten 

dtp 
sm  fp  -^  q  CO8  <p  -7— 

(40)  gBZ  —  A ^  =  0 

oder  bei  Benutzung  von  (29) 
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(41)  i  =  --  (sm  <p  +  ^  cos  .p  ^  J  =  -  -^^''- . 

Die  weitere  Berechnung  läfst  sich  bei  geeigneten  Vernachlässigungen 
durchführen.  Da  indessen  die  ungefähre  Gestalt  der  Oberfläche  nach 
dem  Vorhergehenden  an  sich  einleuchtend  ist,  überhaupt  die  Verhältnisse 
ganz  ähnlich  wie  in  den  vorhergehenden  Nummern  sind,  so  begnügen 
wir  uns  mit  der  Berechnung  der  Steighöhe  infolge  der  Kapillarität. 
Auch  diese  wollen  wir  nur  für  eine  die  Wand  benetzende  Flüssigkeit 
und  zwar  für  den  Rand  aufsuchen.  Ist  R  der  Radius  der  cylindrischen 
Röhre,  so  erhalten  wir  in  unserem  Falle  aus  (41) 

(42)  .-ä- 

Man  ersieht  hieraus,  dafs  in  diesem  Falle  die  Steighöhe 
dem  Radius  der  Röhre  umgekehrt  proportional  ist. 

13.  Die  Theorie  der  Kapillarität  löst  noch  eine  Reihe  von  inter- 
essanten Problemen,  auf  die  wir  jedoch  nicht  weiter  eingehen  wollen. 
Insbesondere  gehört  auch  die  Tropfenbildung  hierher.  Dafs  für  eine 
Flüssigkeit,  auf  welche  keine  Kräfte  einwirken  und  welche  an  keinen 
festen  Körper  angrenzt,  die  Kugel^  infolge  der  Gleichheit  der  Normal- 
komponenten der  Oberflächenspannung  eine  Gleichgewichtsfigur  bildet,  ist 
einleuchtend.  Unschwer  läfst  sich  auch  die  Gestalt  eines  Tropfens  fest- 
stellen, der  an  die  ebene  Fläche  eines  festen  Körpers  angrenzt.  Wir 
können  um  so  eher  auf  die  rechnende  Behandlung  derartiger  Probleme 
verzichten,  da  man  sich  sehr  leicht  auch  ohne  eine  solche  von  der  resul- 
tierenden Gleichgewichtsgestalt  eine  Vorstellung  machen  kann,  wenn  man 
nur  den  konstanten  Randwinkel  in  Betracht  zieht. 


Achter  Abschnitt. 
Aeromechanik. 

§  95. 
Einleitung. 

1.  Die  Aeromechanik,  die  Mechanik  der  gasförmigen  Flüssig- 
keiten, steht  mit  der  Hydromechanik  im  engsten  Zusammenhange,  soweit 
sie  sich  lediglich  auf  Beobachtungsthatsachen,  nicht  auf  Hypothesen  über 
die  Bewegungen  der  Atome  stützt.  D^e  dynamische  Gastheorie,  welche 
den  letzteren  Weg  einschlägt,  soll  nicht  in  den  Bereich  unserer  Unter- 
suchungen gezogen  werden,  entsprechend  dem  Charakter  der  meisten 
übrigen  Entwicklungen,  welche  wir  in  diesem  Buche  geben. 

Die  auf  Beobachtungsthatsachen  begründete  Aeromechanik  geht  vod 
denselben  Annahmen  über  Flüssigkeiten  aus,  welche  der  Hydromechanik 
zu  Grunde  liegen.  Sie. hat  also  mit  dieser  die  Grundgleichungen  gemein^ 
bei  denen  man  auch,  wie  dort,  die  Reibung  in  Kechnung  bringen  kann. 
Die  einzige  Ausnahme  bildet  die  geänderte  Beziehung  zwischen  Druck 
und  Dichtigkeit.  Die  Gleichung  der  Inkompressibilität  kommt  in 
Wegfall,  um  durch  eine  Gleichung  ersetzt  zu  werden,  welche  die  Dichtig- 
keit in  einem  Punkte  als  Funktion  des  Druckes  in  diesem  darstellt. 

2.  Wie  schon  in  §  76  hervorgehoben  wurde,  pflegt  das  bekannte 
Mariott e' sehe  Gesetz  der  Aeromechanik  zu  Grunde  gelegt  zu  werden 
Dasselbe  sagt  aus,  dafs  die  Dichtigkeit  in  einem  Punkte  dem  daselbst 
herrschenden  Drucke  proportional  sei,  dafs  mithin  die  Beziehung 

(1)  j}  tssB  c€  =«  a*« 

stattfindet,  worin  c  oder  a^  eine  für  das  Gas  charakteristische  positive 
Konstante  bedeutet.    Die  Eontinuitätsgleichung  §  76,  (7)  wird  hiernach 

Das  Mari  Ott  e'sche  Gesetz  ist  nach  den  sehr  zahlreichen  darüber 
angestellten  Expeiimentaluntersuchungen  nicht  in  vollkommener  Strenge 
gültig.  Bei  starkem  Druck  nimmt  das  Volumen  der  Gase  meistens  stärker 
ab,  als  das  Gesetz  vorschreibt,  während  bei  schwachem  Druck  das  Ver- 
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halten  der  Gase  dem  durch  das  Gesetz  vorgeschriebenen  am  nächsten 
kommt.  Wir  ziehen  die  Abweichungen  von  dem  Gesetze  nicht  in  den 
Bereich  unserer  Betrachtungen. 

§  96. 
Statik  einer  schweren  gasförmigen  Flüssigkeit. 

1«  In  der  Aerostatik,  welche  sich  mit  dem  Gleichgewichte  gas- 
formiger Flüssigkeiten  zu  beschäftigen  hat,  kommen  die  Resultate  Ton 
§  77  zur  Anwendung.  Gleichgewicht  ist  auch  bei  Gasen  nur 
möglich,  wenn  die  wirkenden  Kräfte  eine  Kräftefunktion  be- 
sitzen.   Aus  den  Gleichungen  §  77,  (1)  wird  durch  §  95,  (l) 

(1)  A  =  —  ö—     u.  s.  w., 

^  ^  p   ox  ' 

und  die  Kräftefunktion  lautet 

(2)  U  =  a*  r^^  =  o2  \ogp  +  Const. 

Die  Niveauflächen  von  U  sind  hier  nicht  nur  Flächen  gleichen 
Drucks,  sondern  nach  §  95,  (1)  auch  Flächen  gleicher  Dichtigkeit. 
2«  Wir  können  hiernach  leicht  berechnen,  wie  auf  einem  als  eben 
zu  betrachtenden  Teile  der  Erdoberfläche  der  Luftdruck  und  die  Luft- 
dichtigkeit mit  der  Höhe  abnimmt.  Denken  wir  uns  die  o;- Achse  vertikal 
nach  oben  gerichtet,  so  ist  das  Potential  der  Schwerkraft 

(3)  U=-  gx. 
Aus  (2)  wird  daher 

(4)  gx  -j-  a'^  logi?  -j-  Const.  =  0. 

Verlegen  wir  den  Nullpunkt  des  Koordinatensystems  in  die  Erdoberfläche 
und  setzen  fest,  dafs  hier  der  Druck  Pq  und  die  Dichtigkeit  Eq  herrschen 
möge,  so  dafs  also 

(5)  a^  log  |?Q  +  Const.  =  0 
ist,  so  nimmt  (4)  die  Gestalt 

(6)  gx 
oder,  da 

ist, 

(8)  X 

oder 

an. 


=  a«  log  ?'~ 

=  ^"  log  ^0 

g^o    ^  p 

to9x                              __ 
1          ^           *0*' 

Po 
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Der  Logarithmus  des  Luftdrucks  oder  der  Luftdichtigkeit 
ist  also  der  Höhe  über  dem  Horizont  umgekehrt  proportional. 
Die  Abnahme  des  Drucks  mit  der  Höhe  ist  desto  stärker,  je 
gröfser  die  Beschleunigung  der  Schwerkraft  ist. 

Die  gefundenen  Formeln,  welche  die  Grundlage  der  barometrischen 
Höhenmessung  bilden^  nehmen  keine  Rücksicht  auf  die  Abnahme  der 
Intensität  der  Schwerkraft  wie  auch  der  Änderung  der  Temperatur 
mit  der  Höhe.  Auch  wird  vorausgesetzt,  dafs  sich  die  Luft  wie  ein  ein- 
heitliches Gas  verhalte,  was  nach  Dalton's  Ansicht*)  nicht  der  Fall  ist 

Nimmt  man  das  spezifische  Gewicht  der  Luft  bei  0,76  m  Baron^eter- 
stand  und  einer  Temperatur  von  0^  zu  0,001293  an,  während  das  speä- 
fische  Gewicht  des  Quecksilbers  13,596  beträgt  und  <7  =  9,809  ist,  so 
berechnet  man  (Mafseinheiten:  Meter  und  Sekunde) 

o         9.809  .  13,596  .  0,76  - 

""    = 0,00129-3 =  ^^  ^^^' 

also 

a  =  280, 
^  =  0,0001251, 

Po  '  ' 


Po 


=  7991,5. 


9^0 

3.  Die  Formel  (9)  liefert  keine  obere  Grenze  für  die  Atmosphäre; 
vielmehr  hat  £  für  beliebig  grofse  x  noch  einen  von  Null  verschiedenen 
Wert.  Inwiefern  sich  die  Atmosphäre  der  Erde  gegen  den  Himmels&ther 
abgrenzt,  ist  eine  unerledigte  Frage  (vgl.  §  97). 

Die  Masse  der  unendlichen  Luftsäule,  welche  sich  über  einer  Grund- 
fläche q  erhebt,  ist  trotz  der  (theoretisch)  unendlichen  Höhe  eine  end- 
liche.    Wir  haben  nämlich  für  sie 


M 

oder 


/?  .?        'off' 

==  q  f  edx  =  q^Q  I  e      ^    dx 


^Po       .,         ^9 


(10)  M=.'f,p,        ^ 

Man  ersieht  hieraus,  dafs  der  Druck  an  irgend  einer  Stelle 
der  Masse  der  über  der  Flächeneinheit  lagernden  Luftschicht 
und  der  Beschleunigung  der  Schwere  direkt  proportional  ist 

4.  Wenn  ein  fester  Körper  in  eine  schwere  gasförmige  Flüssigkeit 
eingetaucht  ist,  so  bleibt  das  in  §  78  entwickelte  Archimedische 
Prinzip  vollkommen  in  Gültigkeit.  Die  am  angeführten  Orte  angestellten 
Untersuchungen  über  die  horizontalen  Komponenten  der  Flüssigkeitsdmcke 
gegen   die  Körperoberfläche   werden   nämlich  in  keiner  Weise  modifiziert 


*)  Eingehendes  über  diesen  Gegenstand  s.  beiF.  Nenmann,  Einleitaog 
in  die  theoretische  Physik,  herausg.  vonPape,  Leipzig  1883. 


§  97.    Statik  zentriacher  GasmasBen.  317 

Dagegen  tritt  an  Stelle  der  Gleichung  §  78,  (4),  welche  die  Differenz 
der  Drucke  auf  die  horizontalen  Grundflächen  einer  vertikalen  Säule  be- 
stimmt, eine  andere  Beziehung.  Nach  (9)  haben  wir  nämlich  für  diese 
Druckdiflferenz,  wenn  Xq  und  Xi  die  Höhe  der  oberen  und  der  unteren 
Grundfläche  da'  tlber  einer  beliebigen  Horizontalebene  bezeichnen,  für 
welche  p  =ss  p^^  $  =  Cq  ist, 


e       Po'^  e     ~Po  ) 


da. 


Andrerseits    wird    die   Masse   der   Gasmenge,    welche   die   Säule  bei 
Abwesenheit  des  festen  Körpers  anfüllen  würde,  durch 


fo9X 


oder 


da'  I  edx  =^  ^<^' ^o  1  ^      ^'°  ^^ 

ar,  ar, 


e      Po    —  e      Po  jda' 

dargestellt.  Will  man  den  Druck  dieser  Gassäule  auf  ihre  Unterlage 
ermitteln,  so  mnfs  man  gemäfs  (10)  ihre  Masse  mit  g  multiplizieren. 
Aus  dem  Vergleich  von  (11)  und  (12)  geht  hervor: 

Jeder  in  eine  gasförmige  Flüssigkeit  eingetauchter  fester 
Körper  verliert  an  Gewicht  so  viel,  wie  die  verdrängte  Flüssig- 
keitsmasse beträgt. 

§  97. 
Statik  zentrisoher  GasmaBBen. 

1.  Wir  wollen  hier  das  Gleichgewicht  von  Gasmassen  untersuchen, 
welche  eine  mehr  oder  weniger  kugelförmige  Gestalt  aufweisen.  Zu- 
nächst vervollständigen  wir  die  Betrachtungen  von  §  96  durch  die  Be- 
handlung des  Gleichgewichtes  der  Erdatmosphäre,  unter  der  Voraussetzung, 
dafs  die  Erde  eine  aus  homogenen  konzentrischen  Schichten  zusammen- 
gesetzte Kugel  ist.  Die  Attraktion  der  Atmosphäre  selbst  kann  dabei 
als  unbedeutend  vernachlässigt  werden.  Das  Potential  lautej;  hier,  wenn 
/'  den  Abstand  vom  Erdmittelpunkte  bezeichnet, 

(1)  ü^^-, 

wo  K  so  zu  bestimmen  ist,  dafs  an  der  Erdoberfläche  (für  r  ^^  R)  die 
Attraktion  mit  g  identisch  wird;  es  ist  daher 

(2)  ^,  =  g,     also  K  =  gR^ 

zu  setzen,  und  wir  haben 

(3)  ü=i?. 


^       I 
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Aus  §  96,  (2)  und  (7)  folgt  dann,  wenn  an  der  Erdoberfläche  der  Draek 
Pq  herrscht, 

(4)  9B{l-?)  =  f^lo,^ 
oder 

(5)  P=Po^     ^    ^      **  ■ 
Für  r  =  oo  wird 

(6)  Pao=i?o<^      ^% 

der  Druck  also  und  damit  die  Dichtigkeit  endlich. 

Setzt  man  die  in  §  96,  2  berechneten  Werte  und  Jf2  =  6  366  197  m 

ein,   so   erhält  man  ^^  =  796,62, 

Dieser  überaus  geringe  Wert  wUrde,  wenn  die  Voraussetzungen  der 
Rechnung  alle  zutreffend  wären,  die  Dichtigkeit  des  Weltäthers  angeben 

2«  Wir  wollen  nunmehr  die  Aufgabe  auch  unter  der  Voraussetzung 
behandeln,  dafs  die  Erde  eine  Rotation  mit  der  Winkelgeschwindigkeit 
o  ausführt,  die  sich  auch  der  umgebenden  AtmosphSi^re  mitgeteilt  hat. 
Freilich  ist  diese  Annahme  nur  in  beschränktem  MalJse  zulässig,  da  eine 
Flüssigkeit  nicht  in  derselben  Weise  rotieren  kann  wie  ein  fester  Körper. 
Nach  §  79,  (l)  haben  wir  bei  Anwendung  der  gleichen  Bezeichnung 

(7)  '  u=^^-  +  Xiy'  +  '') 

und  erhalten  so 

(8)  ^  +  2*  (/  +  ^'')  =  f;  log  P  +  Const. 

Setzen  wir 

(9)  y^  +  is'  =  r^  cos«  9>, 

so  dafs  für  einen  Punkt  der  Erdoberfläche  q)  die  geographische  Breite 
bezeichnet,  und  bestimmen  wir,  dafs  für  r  «=  i?,  9  =  +  90'',  also  fflr 
einen  Pol  p  ==  Pq  und  £  =  f o  ^®^>  während  gQ  die  Bescbleunigimg  der 
Schwere  am  Pole  bezeichnet,  so  wird  bei  Rücksicht  auf  (2)  aus  (8) 

CO)       '»«'# -äM  ('-?)- "^"4^'] 

oder 

(11)  i^^i^or-^M^-w-— *   J. 

Für  r  ==  R  haben  wir  insbesondere 

(IIa)  p  =  PqC       ^^° 

Setzen  wir  für  die  rechts  auftretenden  Konstanten  die   bereits  benutzten 
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Werte  ein  (s.  auch  §  20,  2),  so  erhalten  wir  für  g>  =  0,  d.  h.  für  einen 
Punkt   des  Äquators,   wenn   wir  von   der  Abplattung   der  Erde  absehen: 

(IIb)  i?=l>o- 3,954, 

d.  h.  einen  ganz  unmöglichen  Wert.  Bei  Kticksicht  auf  die  Abplattung 
ergiebt  sich  gleichfalls  ein  unbrauchbarer  Wert.  Noch  paradoxer  werden 
die  Resultate,  wenn  man  für  r  gröfsere  Werte  nimmt.  Aufser  für  tp  =  90^ 
wird  p  im  Unendlichen  unendlich.  Die  Annahme  einer  Atmosphäre,  welche, 
bis  in  die  höheren  Schichten  mit  dem  Erdkörper  fest  verbunden,  die  Erd- 
rotation  mitmacht,   ist  eben  unzulässig. 

3.  Sehr  leicht  ist  das  Problem  der  atmosphärischen  Ebbe  und 
Flut  zu  erledigen.  Die  in  Betracht  kommenden  Niveauflächen  sind  genau 
dieselben  wie  die  in  §  80  für  das  Wasser  abgeleiteten.  Diese  Niveau- 
flächen sind  Flächen  gleichen  Drucks  und  gleicher  Dichtigkeit.  Nach  den 
Resultaten  von  §  80  hat  die  Luft  zur  Zeit  der  Mond-,  resp.  Sonnenflut 
in  einer  Höhe  von  0,55  m,  resp.  0,24  m  über  dem  Erdboden  dieselbe 
Dichtigkeit,  wie  zur  Zeit  der  Ebbe  auf  dem  Erdboden.  Der  Barometer- 
stand erhöht  sich  daher  zur  Zeit  der  beiden  Fluten  im  Vergleich  zur 
Ebbe  um  einen  Betrag,  welcher  dem  Drucke  einer  Luftschicht  (von  der 
an  der  Erdoberfläche  herrschenden  Dichtigkeit)  von  0,55  m,  resp.  0,24  m 
Höhe  entspricht.    Man  berechnet  für  diese  barometrischen  Differenzen: 

Mondflut:       0,052  Millimeter, 
Sonnen flut:  0,023  Millimeter. 

Diese  Beträge  sind  so  gering,  dafs  ein  Nachweis  der  atmosphärischen 
Gezeiten  durch  Beobachtung  kaam  möglich  erscheint;  doch  liefert  auch 
hier  die  von  Laplace  behandelte  dynamische  Theorie  weit  gröfsere  Werte, 

4.  Von  besonderer  Wichtigkeit  für  die  Frage  nach  der  Möglichkeit 
gasförmiger  Himmelskörper  ist  die  Untersuchung,  ob  ein  Gas  sich 
selbst  durch  die  Attraktion  seiner  Teile  nach  dem  Newton'schen  Gesetze 
in  einem  Gl eichgewichtszu stände  halten  kann,  ohne  sich  zu  unendlich  ge- 
ringer Dichtigkeit  zu  verdünnen.  Wir  gehen  von  der  Annahme  aus,  dafs 
das  Gas  sich  kugelförmig  anordnet,  so  dafs  in  gleicher  Entfernung  r 
von  einem  Zentrum,  welches  der  Nullpunkt  des  Koordinatensystems  sein 
möge,  der  gleiche  Druck  und  also  auch  die  gleiche  Dichtigkeit  herrscht*). 

Um  die  Attraktion  der  Gesamtgasmasse  auf  einen  Punkt  zu  finden, 
welcher  die  Entfernung  r  vom  Zentrum  hat,  brauchen  wir  nur  die 
Masse  M  des  Gases  in  Betracht  zu  ziehen,  welches  innerhalb  der  mit  dem 
Radius  r  um  das  Zentrum  beschriebenen  Kugel  liegt  (§  37,  2);  die  Attrak- 
tion beträgt,  wenn  f  die  Attraktion  der  Masseneinheit  in  der  Einheit  der 
Entfernung  bezeichnet  (vgl.  §  9), 

(12)  -  ^- 

Für  M  haben  wir 


*)  Der   Gegenstand   wurde  von  Zöllner  in  seinem  Werke:   „Ober  die 
Natur  der  Kometen"  behandelt. 
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r 


(13)  M 


=  4fc  1  Br^dr  =  -^  l pr^^r. 


Wollen    wir    das   Potential   U   dieser  Attraktion    bestimmen,    so    müssen 
wir  über  (12)   nach  r  integrieren;    wir  finden 

(14)  u=-'-^ßLur, 

wobei  es  auf  eine  additive  Konstante  nicht  ankommt.    Aus  §  96,  (2)  folgt 


r 


(15)  *_"/ r^ /pr'dr  +  a"  log  p  +  Const. 
und  hieraus  durch  Differentiation  nach  r 

(16)  1^/Ur  +  ^'J;==0. 

u 

Multiplizieren  wir  mit  r'  und  differentiieren  nochmals  nach  r,  so  gelangen 
wir  zu  der  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 

(17)  f:^  +  i^p_i(§pv  +  *«^=o. 

^     ^  dr*     ^    r  dr        p  \drv      *       a* 

Das  allgemeine  Integral  dieser  Differentialgleichung  ist  nicht  be- 
kannt; dasselbe  könnte  wegen  seiner  beiden  Konstanten  zwei  Grenz- 
bedingungen genügen;  es  könnte  z.  B.  die  Dichtigkeit  oder  der  Druck 
auf  zwei  konzentrischen  Kugelflächen,  welche  die  Grenze  bildeten,  vor- 
geschrieben sein.  Sehr  leicht  ist  es  aber,  spezielle  Integrale  anzugeben, 
welche  einer  freien  Gasmasse  entsprechen.    Wir  versuchen  es  zunächst  mit 

p  ==  Const.; 
aus  (17)  folgt  unmittelbar,  dafs  dann 
(18)  P  =  0 

sein  mtlsste.  Eine  gleichmäfsige  Ausbreitung  eines  Gases,  welches 
dem  Mariotte'schen  Gesetze  genügt,  ist  also  bei  endlichem  Druck 
und  endlicher  Dichte  nicht  möglich. 

Eine  weitere  Lösung,  welche  sich  den  Verhältnissen  eines  unbe- 
grenzten, von  festen  Körpern  freien  Raumes  sehr  wohl  anpaüst,  ist 


(19) 


a* 


2nfr 


s  ) 


was    leicht  zu  verifizieren   ist.     Der  Druck,   und   damit  die   Dichtigkeit, 

nimmt    umgekehrt    proportional    zu    dem    Quadrate    des  Abstandes     Tom 

Zentrum    ab.     Aus   (13)   folgt    für   die   Masse   innerhalb  der  Kugel    mit 
dem  Radius  r 
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r 

(20)  M^-y-  I  dr  =  -j-  • 

o 

Im  Zentrum  werden  Druck  und  Dichtigkeit  unendlich  grofs; 
doch  umfafst  eine  endliche  Kugel  nur  eine  endliche  Gasmenge,  während 
die  Gesamtmenge  im  unendlichen  Räume  unendlich  ist.  Da  eine  unend- 
liche Dichte  eines  Gases  nicht  denkbar  ist,  so  mufs  angenommen  werden, 
dafs  in  der  Nachbarschaft  des  Zentrums  eine  Kondensation  des  Gases 
stattfindet. 

§  98. 

Ansflnfs  von  Gasen  ans  Gefäfsen. 

1«  Bei  der  Behandlung  aerodynamischer  Aufgaben  müssen  wir 
uns  daran  erinnern,  dafs  ein  Teil  der  Fundamentalrelationen  der  Hydro- 
dynamik auch  auf  kompressible  Flüssigkeiten  Anwendung  findet.  So 
bleibt  die  in  §  82  abgeleitete  Unterscheidung  von  drehender  und  nicht 
drehender  FlÜssigkeitsbewegang  auch  für  Gase  in  Geltung.  Das  gleiche 
gilt  für  das  Flüssigkeitspotential,  wenn  nur  beachtet  wird,  dafs  die 
Gleichung  §  83,  (3),  welche  durch  Umformung  der  Gleichung  der  In- 
kompressibilitÄt  hergeleitet  wurde,  durch  eine  andere  ersetzt  werden 
mufs.  Dieselbe  geht  aus  §  81,  (7a)  oder  (8)  hervor,  wobei  p  statt  t 
eingeführt  werden  kann;  wir  finden 

y^)  et  '^       dx       "^       e)y    '  "^       dz       ~^ 

oder 

(2)  |P-  +  |^|j?  +  fP|?  +  |P|<?+p^y_0. 

^   ^  dt    ^    dx  dx    *    cy  dy    *    oz  dz    ^   ^    ^ 

Die  Gleichung  §  83,  (2) 

bleibt  in  Gültigkeit;  es  ist  in  ihr  nach  §  81,  (6) 

(4)  P-J't==  «*  ßp  "=  «'  *°«  P  +  ^«"^*- 

ZU  nehmen. 

2.  Die  Gleichung  (3)  giebt  uns  die  Möglichkeit,  die  Ausflufs- 
geschwindigkeit  eines  Gases  zu  berechnen.  Im  Gegensatz  zu  der 
Rechnung,  bei  inkompressibeln  Flüssigkeiten  wollen  wir  den  Druck  aufser 
acht  lassen,  welchen  das  Gas  durch  seine  eigene  Schwere  erfährt;  infolge 
des  geringen  spezifischen  Gewichtes  der  Gase  kann  dieser  Druck  in  der 
That  bei  einer  Gasmenge  von  nicht  zu  grofser  Ausdehnung  vernachlässigt 
werden;  auch  möge  keine  Kraft  aufser  dem  Oberfiächendruck  wirken. 
Das  Gas  befinde  sich  in   einem  Gefäfse  mit  überall  festen  Wänden,  die 

Bamenberger,  analyt.  Mechanik.   II.  21 
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nnr  eine  Ausflufsöffnung  besitzen;  im  Inneren  sei  der  Gasdnick  kon- 
stant =  p,  im  Aufseren  "==:  j^q  •  I^i^  Anordnung  möge  so  getroffen  sein, 
dafs  wenigstens  während  einer  kürzeren  Zeit  die  Bewegung  als  stationär 
betrachtet  werden  kann;  ein  Geschwindigkeitspotential  möge  als  yorhanden 
angenommen  werden. 

Die  Gleichung  (3)  nimmt  die  Gestalt  an  (die  Eonstante  ist  natürlich 
hier  von  t  unabhängig) 

(5)  —  a*  log  1?  =  o  +  Const., 

wenn  v  die  Geschwindigkeit  in  irgend  einem  Punkte  bedeutet.  Tst  nnn 
V  im  Inneren  des  Gefäfses  verschwindend  klein,  so  folgt 

(6)  Const.  =  —  rt*  log  Pi , 
also  für  V  an  der  Stelle  des  Ausflusses 

(7)  —  a^  log  Pq  =  ^-  —  a^  log  Pi 
oder 

Da  rt*  =        der  Dichtigkeit  des  Gases,  bezogen  auf  den  gleichen  Druck, 

umgekehrt  proportional  ist,  so  folgt  das  Gesetz: 

Die  Dichtigkeit  zweier  Gase  bei  demselben  Druck  ist  dem 
Quadrate  ihrer  Ausflufsgeschwindigkeit  unter  sonst  gleichen 
Verhältnissen  umgekehrt  proportional. 

3«  Beim  wirklichen  Ausströmen  eines  Gases  aus  einem  Geföfse 
nimmt  der  innere  Druck  beständig  ab.  Das  gefundene  Gesetz  bleibt 
jedoch  trotzdem  für  einen  kürzeren  Zeitraum  näherungsweise  in  Richtig- 
keit. Wir  denken  uns  nun  zwei  Gase,  welche  die  Dichtigkeiten  e  und  f' 
besitzen,  beide  imter  gleichem  Druck  in  Übereinstimmende  Gef^fse  ein- 
geschlossen sind  und  aus  diesen  unter  gleichen  Umständen  ausströmen. 
Wir  untersuchen  die  Zeiten,  welche  dieselbe  kleine  Gasmenge  in  beiden 
Fällen  gebraucht,  um  auszuströmen;  dabei  bemerken  wir,  dafs  nach  Aus- 
flufs  dieser  Mengen  in  beiden  Gefäfsen  wieder  der  gleiche  Druck  herrscht. 
Die  Zeitdauer  des  Ausströmens  ist  nun  ccteris  paribus  der  Ausflufs- 
geschwindigkeit umgekehrt,  also  nach  dem  Vorhergehenden  der  Quadrat- 
wurzel aus  der  Dichtigkeit  (unter  gleichem  Druck)  direkt  proportional. 
Da  dieses  Gesetz  für  den  Ausflufs  jeweilig  entsprechender  Gasmengen 
gilt,  so  behält  es  auch  für  die  gesamte  Dauer  des  Ausflusses  seine 
Gültigkeit.  So  gelangen  wir  zu  dem  wichtigen  Gesetze,  welches  von 
Bunsen  als  vorzügliches  Mittel  zur  Bestimmung  des  spezifischen  Ge- 
wichtes von  Gasen  benutzt  wurde: 

Die  Dichtigkeiten  zweier  Gase  verhalten  sich  ceteris  paribus 
wie  die  Quadrate  ihrer  Ausflufszeiten. 
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§  99. 
Die  Sohallsohwingnngen  in  gasförmigen  Flüssigkeiten. 

1.  Es  mufs  von  vornherein  erwartet  werden,  dafs  in  kompressibeln 
Flüssigkeiten  ähnliche  Wellenbewegungen  wie  in  elastisch  festen 
Körpern  möglich  sind;  ihre  Untersuchung  bildet  einen  der  wichtigsten 
Teile  der  Aerodynamik.  Wir  machen  die  Annahme,  dafs  die  Bewegung 
ein  Geschwindigkeitspotential  besitze  und  dafs  die  Verschiebungen  eines 
Teilchens  der  unbegrenzten  und  keiner  Kraft  unterworfenen  elastischen 
Flüssigkeit  nur  sehr  kleine  seien,  so  dafs  auch  die  Geschwindigkeiten  in 
jedem  Augenblicke  als  sehr  klein  betrachtet  werden  können.  Bei  diesen 
Voraussetzungen  darf  in  der  Gleichung  §  98,  (3)  das  Quadrat  der  Ge- 
schwindigkeit als  unendlich  kleine  Gröfse  zweiter  Ordnung  yemachlässigt 
werden,  so  dafs  wir  unter  Benutzung  von  §  98,  (4)  die  einfache  Gleichung 

(1)  1*?  +  a*  log  p  =.  Const. 

erhalten. 

Diese  Gleichung  vereinfacht  sich  noch  weiter,  wenn  wir  die  Kleinheit 
der  Dichtigkeitsänderungen  unter  den  vorausgesetzten  Verhältnissen  in 
Betracht  ziehen.    Wir  können 

(2)  j  =  ,^  (1  +  ff) 

setzen,  worin  a  als  die  Verdichtung  der  Flüssigkeit  bezeichnet  werden 
kann  und  eine  sehr  kleine  Gröfse  ist.    Alsdann  folgt  aus 

(3)  p=^ah=  ah,  (1  +  fl) 

bei  Vernachlässigung  der  Potenzen  von  a  • 

(4)  log  p  =  log  ü^Bq  +  log  (1  +  <y)  =  log  a^e^  +  <r, 
und  (l)  geht  in 

(5)  ll  +  a^a  =  Const. 

über.  Verfügen  wir  in  geeigneter  Weise  über  eine  willkürlich  (p  additiv 
zuzufügende  Funktion  von  /,  so  kann  die  Konstante  zum  Verschwinden 
gebracht  werden,  und  wir  erhalten 

(6)  t^  +  a*a  =  0. 

^  /  et     * 

3.    Die  Gleichung  §  98,  (2)  kann,  weil  die  Gröfsen 

als  unendlich  klein  von  der  zweiten  Ordnung  angesehen  werden  dürfen, 
in  die  Form 

(8)  |l  +  ^^  =  0 

21* 
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gesetzt  werden.  DifFerentiiert  man  (6)  nach  t  und  eliminiert  ^  mittels  (8), 
so  ergiebt  sich  endlich 

(9)  l*^"«'^?-- 

Ist  9  gemäfs  (9)  bestimmt,  so  sind  die  Geschwindigkeitskomponenten 
Uj  t7,  u\  sowie  auch  nach  (6)  ö  unmittelbar  bekannt. 

3.  Die  Integration  von  (9)  l&fst  sich  allgemein  ansflLhren.  Wir 
schreiben  statt  dieser  Gleichung 

und  übersehen  sofort,  dafs  wir  ganz  analog  wie  in  §  47,  1,  2  verfahren 
können.    Wir  setzen 

(11)  (p  =  if;(^a:  +  By  +  Cs  +  Dt) 
und  erhalten  durch  Einfügen  in  (10)  die  Bedingung 

(12)  A^  +  B'  +  C'-Pl  =  0, 
durch  die  (11 )  in 

(13)  ip  =  ^{Ax+  By  +  Cg±a  Yä^  +  ^^  +  C\  t) 

tibergeht.  Jede  Summe  von  Funktionen  (13),  in  denen  -4,  B^  C 
ganz  willkürlich  genommen  werden,  bildet  eine  Lösung  von  (lO). 

4.  Zunächst  wollen  wir  die  Bewegung  für  den  Fall  diskatieren, 
dafs  die  Lösung  von  (lO)  die  einfache  Form  (13)  besitzt,  wo  rechts  vor 
a  das  Minuszeichen  gewählt  werden  möge,  während  a  selbst  positiv  oder 
negativ  sein  kann.  Geben  wir  t  einen  festen  Wert,  so  erh&lt  q>  den 
gleichen  Wert  für  alle  Punkte  a*,  y,  ;?,  welche  einer  Gleichung 

•(14)  ÄX  +  Bij  +  Cz  =  Const 

gentigen,  also  auf  einer  Ebene  liegen,  welche  zu  einem  Systeme  von 
unendlich  vielen  Parallelebenen  gehört.  Der  Einfachheit  halber  wollen 
wir  die  ^er -Achse  normal  zu  diesen  Ebenen  annehmen,  wodurch  A  =  B  b=  o 
wird;  dann  geht  (13)  in 

(15)  (p  =^ilf(z  —  at) 

über. 

Der  Vergleich  mit  §  73,  (7)  zeigt,  dafs  (15)  eine  Wellen- 
bewegung mit  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  a  nach  der 
Richtung  der  i?-Achse  darstellt.     Aus  (15)  und  (6)  folgt 

ox        ()y  ^      dz  ^  ^  ^^ 

so  dafs 
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M7 


(17)  tf  =  - 

ist.  Die  Bewegung  eines  Teilchens  geht  also  in  der  Richtung 
der  £^-Achse,  d.  h.  der  Fortpflanzungsrichtung  der  Wellen  vor 
sich.  Die  Verdichtung  ist  der  jeweiligen  Geschwindigkeit  pro- 
portional. 

In  §  75  fanden  wir  für  einen  isotropen  elastisch  festen  Körper 
eine  doppelte  Art  der  Wellenbewegung;  es  sind  hier  longitudinale  und 
transversale  Wellen  möglich,  die  sich  mit  verschiedener  Geschwindig- 
keit foi'tpflanzen.  In  einer  elastischen  Flüssigkeit  können  nur 
longitudinale  Wellen  entstehen. 

Die  allgemeinere  Lösung^  von  (12)  setzt  sich  aus  einer  beliebigen 
Zahl  von  Bewegungen  der  besprochenen  Art  zusammen;  die  Fortpflanzungs- 
richtung ist  bei  den  Einzelbewegungen  ganz  beliebig.  Dagegen  ist  der 
absolute  Betrag  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  bei  allen 
derselbe,  nämlich  Hh  a.    Weiter  ist  nach  §  95,  (l) 


(18)  «=>/?; 


dies  giebt  das  Gesetz:  Die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der 
Wellenbewegung  in  zwei  verschiedenen  Gasen  ist  der  Quadrat- 
wurzel aus  der  Dichtigkeit,  welche  sie  bei  gleichem  Druck  be- 
sitzen, umgekehrt  proportional.  Eine  Änderung  des  Druckes 
führt  bei  demselben  Gase  keine  Änderung  der  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit herbei. 

5.  Aus  (18)  findet  man  nach  §  96,  2  als  Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit von  Wellen  in  der  atmosphärischen  Luft  bei  einer  Temperatur  von 
0®  Celsius: 

(19)  a  =  280  Meter  für  die  Sekunde, 

während  die  Beobachtungen  c.  332  Meter  liefern.  Dieser  bedeutende 
Unterschied  erklärt  sich  durch  die  Temperaturänderungen,  welche 
die  Verdichtung  und  Verdünnung  der  Luft  hervorruft*).    Der  berechnete 

Wert  ist  bei  der  Luft  mit  1/1,405  zu  multiplizieren,  worin  1,405  das 
Verhältnis  der  spezifischen  Wärme  der  Luft  bei  konstantem  Druck  zur 
spezifischen  Wärme  bei  konstantem  Volumen  ist.  Wir  können  diesen 
Gegenstand,'  welcher  in  die  Wärmelehre  gehört,  hier  nicht  weiter  verfolgen. 

6.  Wie  wir  schon  in  §  73  hervorhoben,  empfindet  das  Ohr  ihm 
mitgeteilte,  periodische  Schwingungen  von  nicht  zu  grofser  oder  zu  kleiner 
Schwingungsdauer  als  Töne.  Diese  Töne  müssen  durch  ein  Medium, 
welches  im  stände  ist  eine  Wellenbewegung  auszuführen,  von  der  Er- 
regungsstelle zum  Ohre  fortgeleitet  werden,  und  zwar  durch  longitu- 
dinale Wellen.  Die  elastisch  festen  Körper  sind,  wie  aus  §  75  hervorgeht, 
hierzu  geeignete  Medien.     Das   gleiche  gilt  von  den  elastischen  Flüssig- 

*)  Laplace,  M^canique  cdleste,  T.  V,  Livre  XII. 


ctp         dtp   X 
dx          dr    r  ^ 

d*(p         d*(p  X*     ,     d(p  r^  —  X* 
dx^          dr^   r*  ^     dr       r* 

u.  s.  w., 
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keiten.  Die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  ist  nach  dem  Vorhergehenden 
von  der  Dichtigkeit  der  Flüssigkeit  für  einen  gewissen  Normaldruck,  nicht 
aber  von  dem  Drucke  abhängig.  Bei  der  Berechnung  der  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit der  Töne  in  der  Luft  braucht  daher  der  Barometer- 
stand nicht  in  Betracht  gezogen  zu  werden.  Dagegen  ist  die  Tem- 
peratur von  Einflufs,  da  sie  nach  dem  Gay-Lussac' sehen  Gesetze  die 
Dichtigkeit  unabhängig  vom  Drucke  ändert  (vgl.  auch  die  vorige  Nmniner\ 
Für  hohe  und  tiefe  Töne  sollte  nach  der  Theorie  die  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit die  gleiche  sein;  doch  stimmt  dies  nicht  vollkommen  zu 
den  Beobachtungen. 

7.  Durch  geeignete  Kombination  mehrerer  Funktionen  qp  vom 
Typus  (13)  läfst  sich  eine  Bewegung  herstellen,  welche  lediglich  eine 
Funktion  der  Zeit  und  des  Abstandes  r  (in  der  Gleichgewichtslage)  von 
einem  festen  Punkte  ist,  den  wir  zum  Nullpunkte  des  Koordinatensystems 
nehmen  wollen.  Diese  Bewegung  ist  jedoch  am  einfachsten  aus  (10)  direkt 
herzuleiten,  indem  man  in  dieser  Gleichung  Polarkoordinaten  einftlbrt. 
Wenn  wir  9?  lediglich  als  Funktion  von  t  und  r  betrachten,  so  ist 

(20) 

also 

(21) 

und  aas  (10)  wird 

oder 

oder 

(23)  -gy, a    -^.,    . 

Die  Integration  liefert 

(24)  ^  =  1  ^^  (^  _  o^)  +  1  ^^  (r  +  a/), 

worin  tf;^  und  tf;^  ganz  willkürliche  Funktionen  sind. 

Jeder  der  beiden  Teile  von  (25)  stellt  ein  System  von  Kugel- 
wellen dar,  die  sich  in  der  Richtung  des  Badius  mit  der  Geschwindig- 
keit +  a  fortpflanzen.  Die  Bewegung  der  Teilchen  des  Gases  geht  eben- 
falls in  der  Richtung  des  Badius  vor  sich;  mit  zunehmendem  Badias 
nimmt  die  Gröfse  der  Geschwindigkeit  ab;  das  Gleiche  gilt  von  den  Ver- 
dichtungen. 

§  100. 

Die  Beflezion  ebener  Wellen. 

1.  Da  sich  alle  uns  bekannt  gewordenen  Lösungen  der  partiellen 
Differentialgleichung  §  99,  (10)   durch   eine   im   allgemeinen    unendlich 
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grofse  Zahl  ebener  Wellen  darstellen  läfst,  so  können  wir  die  folgende 
Untersuchung  auf  ebene  Wellen  beschränken.  Wir  wollen  annehmen,  dafs 
die  Ebene  -?  =  0,  d.  h.  die  ary-Ebene,  eine  feste  Wand  darstelle,  und 
und  untersuchen  nun  eine  ebene  Wellenbewegung,  welche  auf  der  Seite 
der  negativen  z  möglich  ist.  An  der  festen  Wand  müssen  alle  Normal- 
geschwindigkeiten der  Null  gleich  werden,  während  die  Verschiebungen 
in   der  Richtung  der  Wand  selbst  unbeeinflufst  bleiben. 

Mit  den  angegebenen  Bedingungen  verträgt  sich  die  folgende  Lösung 
der  Gleichung  §  99,  (10): 

(1)  9  =  if;  (z  —  oO  +  v»  (- « —  «0; 

für  z  =  0  verschwindet  nämlich 

(2)  /<;  =  ^  =  ^'  {z  —  at)  —  t/;'(—  <r  —  at) 

identisch  zu  jeder  Zeit,     a  nehmen  wir  als  positiv  an. 

Um  uns  über  den  Charakter  der  durch  (l)  dargestellten  Bewegung 
klar  zu  werden,  denken  wir  uns  die  an  sich  ganz  willkürliche  Funktion  i|; 
so  bestimmt,  dals  if''(^')  für  a?  =  0  einen  endlichen,  sonst  aber  einen 
durchgehends  verschwindend  kleinen  Wert  annimmt.  Das  erste  Glied  auf 
der  rechten  Seite  von  (2)  giebt,  da  ^  ^  0  ist,  nur  für  negative  t  end- 
liche Werte,  das  zweite  dagegen  nur  für  positive  t.  Im  Abstände  z 
von  der  festen  Wand  findet  Bewegung  nur  statt  für  die  Zeit 

(3)  '=-±^- 

Die  Wellenbewegung  schreitet,  zu  f  =  —  cx>  im  Unendlichen  anfangend, 
mit  der  Geschwindigkeit  a  in  der  Richtung  der  js: -Achse  gegen  die  feste 
Wand  fort,  die  sie  zur  Zeit  <  =  0  erreicht;  für  weiter  wachsende  t 
geht  sie  denselben  Weg  wieder  rückwärts.  Man  sagt,  die  Wellen- 
bewegung sei  von  der  festen  Wand  reflektiert  worden. 

2.  Allgemeiner  wollen  wir  jetzt  die  durch  das  Geschwindigkeits- 
potential 

(4)  ^  CS  tf;  (Ax  +  ^  —  «0  +  ^  iA^  —  0  —  at) 
dargestellte  Bewegung  betrachten;  es  folgt 

(5)  tt  «=  -o'^  «=»  Ä^'{Ax  +  ^  —  ^0  +  ^'^'i^^' —  ^  —  «0» 

(6)  tv  =  ^  =  flf'(Äx  +  j?  —  at)  —  t/;'(-4a?  —  z  —  at). 

Für  z  =  0  verschwindet  «;,  jedoch  nicht  w,  so  dafs  die  durch  die  feste 
Wand  veranlafste  Bedingung  befriedigt  ist. 

Die  beiden  Teile  von  <p  repräsentieren  zwei  Wellenbewegungen,  deren 
Fortschreitungsrichtungen  der  rr;?- Ebene  parallel  sind  und  mit  der  £:-Rich- 
tung  gleiche,  jedoch  umgekehrt  gelegene  Winkel  bilden.  Legt  man  ij; 
dieselbe  Eigenschaft  wie  in  der  letzten  Nummer  bei,  so  schreitet  die 
Bewegung  in  schiefer  Richtung  gegen  die  feste  Wand  vor,  um  von  dieser 
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reflektiert   zu    werden.     Dabei    ergeben    sich   unmittelbar    die    bekannten 
Beflexionsgesetze : 

Die  Richtungen  der  ursprünglichen  und  der  reflektierten 
Wellenbewegung  sind  zu  derselben  zur  festen  Wand  normalen 
Ebene  parallel;  beide  Eichtungen  bilden  mit  der  Normalen  zur 
festen  Wand   gleiche,    aber   entgegengesetzt  gelegene   Winkel. 

§  101. 
Theorie  der  oylindrisohen  Pfeifen. 

1.  Bereits  mehrfach  hoben  wir  hervor,  dafs  alle  periodischen 
Schwingungen,  deren  Dauer  zwischen  gewissen  Grenzen  liegt,  in  unserem 
Ohre,  welchem  sie  durch  ein  Medium,  das  zu  longitudinaler  Wellen- 
bewegung befUhigt  ist,  vermittelt  werden,  die  Empflndimg  eines  bestimmten 
Tones  hervorrufen.  Auch  Luft  mengen  —  wir  wollen  die  Luft  hier 
als  den  gewöhnlichsten  Vertreter  der  gasförmigen  Flüssigkeiten  immer 
allein  hervorheben  —  können  bei  geeigneter  Bewegung  Töne  hervor- 
bringen.   Eine  feste  Hülle  von  beliebiger  Gestalt,  welche  eine  Luftmenge 

'  ganz  oder  teilweise  begrenzt,  und  innerhalb  deren  Vibrationen  hervor- 
gerufen werden  können,  welche  Töne  liefern,  heifst  eine  Pfeife.  Die 
innere  Luftbewegung  kann  entweder  durch  Anblasen  mittels  einer  Öff- 
nung (Lippenpfeife)  oder  durch  Berührung  mit  einem  schwingenden 
festen  Körper  (Metallzunge,  Stimmgabel)  hervorgebracht  werden 
(Zungenpfeife  u.  s.  w.). 

2.  Wir  wollen  zunächst  annehmen,  dafs  die  Pfeife  ein  Cylinder 
von  sehr  kleinem,  übrigens  sonst  beliebigem  Querschnitt  sei.  Alsdann 
ist  sehr  nahezu  eine  Bewegung  möglich,  welche  durchaus  der  Längsachse 
der  Pfeife  —  der  ^ -Achse  —  parallel  vor  sich  geht  und  in  sämtlichen 
Punkten  jeder  zu  dieser  Achse  senkrechten  Ebene  die  gleiche  ist.  Der 
Apparat  heifst  eine  cylindrische  Pfeife. 

Nach  §  99  haben  wir  in  diesem  Falle  das  Geschwindigkeitspotential 

(1)  tp^^^(0-{-  af)  +  t/;^  (^  —  at), 

welches  den  noch  weiter  zu  präzisierenden  Grenzbedingungen  entsprechend 
zu  spezialisieren  ist.     Für  die  Geschwindigkeit  der  Bewegung  haben  wir 

(2)  to  =  -£  =  ,{;/  {z  +  ai)  +  tj;/  {s  -  at). 

Diese  Gleichung  stimmt  mit  der  in  §  74,  (18)  für  die  Longitudinal- 
schwingungen  eines  elastischen  Stabes  gefundenen  so  vollständig  überein, 
dafs  die  dort  gegebenen  weiteren  Entwicklungen  unmittelbar  auf  unseren 
Fall  übertragen  werden  können. 

3.  Die  cylindrische  Lippenpfeife,  welche  an  dem  einen,  als  vollständig 
offen  zu  betrachtenden  Ende  angeblasen  wird,  kann  am  anderen  Ende 
geschlossen   oder  offen  sein.     Man  unterscheidet  hiemach  die  gedeckte 
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und  die  offene  Pfeife.  Die  erste  entspricht  dem  einseitig  befestigten, 
die  andere  dem  beiderseits  unbefestigten  Stabe.  An  einem  geschlossenen 
Pfeifenende  mufs  jederzeit  «c?  =  0  sein.  An  einem  offenen  Ende  kom- 
muniziert die  Pfeife  mit  der  freien  Luft,  die  ihre  Dichtigkeit  nicht  ändert. 
Man  ninunt  daher  an  (Dan.  Bernoulli,  Euler,  Lagrange),  dafs  auch 
die  Luft  der  Pfeife  an  dem  freien  Ende  keine  Verdichtung  erleiden 
könne.  Da  ti  «=  t^  «=:  0  ist,  so  ergiebt  sich  aus  §  76,  (10)  hierfür  die 
Grenzbedingung 

Freilich  ist  diese  Annahme  nicht  vollkommen  richtig,  ein  Umstand,  der 
die  Resultate  dcu*  Theorie  mit  denen  der  wirklichen  Ausführung  nicht 
gänzlich  übereinstimmen  läfst. 

Auch  diese  Grenzbedingungen  sind  dieselben,  wie  bei  dem  longitudinal 
schwingenden  Stabe.  An  einem  geschlossenen  Pfeifenende  entsteht  ein 
Schwingungsknoten,  an  einem  offenen  ein  Schwingungsbauch. 

Sollen  Theorie  und  Beobachtung  einigermafsen  in  Einklang  kommen, 
so  mufs  die  Gröfse  a  der  in  §  99,  5  bezeichneten  Korrektur  unterworfen 

werden.  Es  ist  also  die  durch  Rechnung  erhaltene  Gröfse  a  mit  y  1,405 
zu  multiplizieren.  Hiernach  werden  die  Resultate  richtig,  wenn  man  in 
den  Formeln 

» 

(4)  a  «=»  332  Meter  für  die  Sekunde  als  Zeiteinheit 

setzt. 

4.  Nach  §  74,  (20)  würde  die  Schwingungsdauer  des  Grundtones 
einer  beiderseits  geschlossenen  Pfeife,  wie  sie  in  Wirklichkeit  nicht 
vorkommt , 

(5)  T  =  'j 

betragen,  worin  l  die  Länge  der  Pfeife  bezeichnet.  Nach  den  weiteren 
Untersuchungen  von  §  74  beträgt  die  Schwingungsdauer  des  Grund- 
tones der  (einseitig)  gedeckten  Pfeife  von  gleicher  Länge 


(6) 

T-= 

4{ 
a 

Die 

Schwingungsdauer 

der  Ob 

ertöne  beträgt 

(7) 

T 
3  ' 

T 
6  ' 

T 

7  »  •  •  M 

es  treten  also  nur  die  ungeraden  Obertöne  auf. 

Bei  der  offenen  Pfeife,  wo  die  beiden  Enden  Schwingungsbäuche 
aufweisen,  ist  die  Schwingungsdauer  des  Grundtons 

(8)  T^^l, 

die  der  Obertöne  sind 
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T         T         T 

so  dafs  sämtliche  ObertÖne  vorhanden  sind. 

Der  Grundton  der  offenen  Pfeife  stimmt  also  mit  dem- 
jenigen einer  gedeckten  Pfeife  von  der  halben  Länge  überein; 
er  ist  die  Oktave  des  Grundtones  einer  gleichlangen  gedeckten 
Pfeife.  Die  Verschiedenheit  der  ObertÖne  verleiht  beiden 
Pfeifenarten  eine  verschiedene  Klangfarbe. 

5.  Ein  weiterer,  besonders  interessanter  Fall  ist  der,  dafs  in  ^  =  0 
die  Pfeife  fest  verschlossen  ist,  während  sich  in  jer  =  i  ein  nm  eine  ver- 
schwindend kleine  Strecke  beweglicher  Deckel  befindet,  der  eine  har- 
monische Bewegung  in  der  ^er-Richtung  ausführt.  Seine  Geschwindigkeit 
zur  Zeit  t  möge  durch 

(10)  Ä  cos  2nnt 

dargestellt  sein,  worin  Ä  und  n  Konstanten  bezeichnen;  die  Schwingongs- 
dauer  des  Deckels  ist 

(11)  i' 

Man  kann  dieses  Arrangement  z.  B.  dadurch  verwirklichen,  dafs  man  eine 
Stimmgabel  vor  der  Öffnung  der  Röhre  in  der  Richtung  der  z -Achse 
schwingen  läfst. 

Den  Bedingungen  genügt  zugleich  mit  der  Differentialgleichung  §  99,  (9) 
das  Geschwindigkeitspotential 


(12)  9  =  - 


-        2nnz 
A  008 coß  29nt 


2nn    .    2nnl 

81D   

a  a 


Die   Befriedigung   der  Differentialgleichung  ist  unmittelbar   zu   erweisen, 
und  aufserdem  verschwindet 


dq> 

.    .    2nnz         ^ 
a 

dz 

.    2nnl 
Bin  

(13)  «7  =: 

ein  — 
a 

für  xf  =  0  und  nimmt  für  ;s:  ==  Z  den  Wert  (lO)  an. 

Aus  (12)  und  (13)  geht  hervor,  dafs  die  Luft  in  der  Pfeife  in  eine 
Bewegung  gerät,  welche  dieselbe  Schwingungsdauer  zeigt,  wie 
der   schwingende   Deckel.      Die   Geschwindigkeit   ist    im    allgemeinen 

endlich;  nach  (13)  wird   sie  jedoch  unendlich,   wemm  sin =  0, 

d.  h.  (k  sei  eine  ganze  Zahl) 

(1^)  " = *: 

ist.     Der  Vergleich  mit  (5)  zeigt,  dafs   die  Geschwindigkeit  dann 
unendlich   wird,  wenn  die  Schwingungsdauer  des  Deckels  mit 
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der  Schwingungsdauer  eines  der  Eigentöne  (Grundton  oder 
Oberton)  der  beiderseits  geschlossen  gedachten  Pfeife  über- 
einstimmt. 

In  Wirklichkeit  wird  freilich  infolge  von  Reibung  u.  s.  w.  niemals 
ein  Unendlichwerden  der  Schwingungsintensität  erreicht.  Das  Resultat 
erklärt  jedoch  die  bekannte  Erscheinung,  dafs  eine  einseitig  geschlossene 
Röhre  den  Ton  einer  Stimmgabel,  einer  schwingenden  Saite  u.  dgl.,  welche 
sich  in  der  Nähe  der  Öffnung  befindet,  immer  verstärkt,  jedoch  dann  in 
ein  auffallend  starkes  Mittönen  gerät,  wenn  die  Schwingungsdauer  des' 
schwingenden  Gegenstandes  der  Schwingungsdauer  eines  der  Eigentöne 
der  Röhre  gleich  oder  nahezu  gleich  wird. 

Eine  genauere  Theorie  der  Pfeifen  erfordert  eine  Berücksichtigung 
der  Breitendimensionen  der  Pfeife,  namentlich  wenn  diese  nicht  unbe- 
trächtlich sind  (kubische  Pfeife);  femer  ein  Eingehen  auf  die  Bewe- 
gung der  freien  Luft,  welche  an  das  offene  Ende  einer  Pfeife  angrenzt. 
Wir  verweisen  in  Betreff  der  mannigfachen  sich  noch  darbietenden  Pro- 
bleme auf  die  eingehehende  Darstellung  in  Eirchhoff's  Mechanik. 


ÜbersiohtBtabeUe  über  die  Dimensionen  der  wichtigsten  Ausdrücke 

der  Mechanik. 

Geschwindigkeit 7i""*. 

GeBchwindigkeitspotential 7't""*. 

Winkelgeschwindigkeit f~~*. 

Beschleanigung H~*. 

Winkelbeschleunigang ' t~^. 


—1 


m. 


I  x—2 


m. 


Kraft 7t 

Druckkraft J-U 

Spannang  (eines  Fadens) IC^m. 

Arbeit,  lebendige  Kraft,  Potiential 7*t~^jii. 

Bewegungsgröfse,  Antrieb  der  Kraft It^^m. 

Gravitations konstante  f ff^m^^. 

Dichtigkeit  eines  räumlichen  Gebildes 7~^m. 

Dichtigkeit  eines  Flächengebildes V^m. 

Dichtigkeit  eines  linearen  Gebildes T^^m. 

Statisches  (Drehungs-)  Moment l^€~^m. 

Trägheitsmoment l'm. 

Die  Trägheitsmomente  des  Querschnitts  eines  Stabes  (§  71)    .    .    .  7^. 

Blastizitätsmodulus  E;  K T^^C^m. 

Elastizitätskoeffizient  n 7('iii~~^- 

Zweite  Elastizitätskonstante  fi,  resp.  •8' reine  Zahl. 

Konstante  k  der  inneren  Reibung  einer  Flüssigkeit 7"^^ ^m. 

Konstante  x  der  äufseren  Reibung  einer  Flüssigkeit JT^t^^m. 

Konstante  Ä  der  Oberflächenspannung  einer  Flüssigkeit im» 
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